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ВСТУП 
 

Навчальний посібник охоплює всі теми розширеної навча-
льної програми з теоретичної механіки, яку затверджено Мініс-
терством освіти і науки України. Він складається з чотирьох 
розділів: перший – кінематика і статика; другий – динаміка ма-
теріальної точки; третій – динаміка механічної системи та твер-
дого тіла. 

На початку кожної теми розділу приводяться основні теоре-
тичні відомості, формули, рівняння та інші довідкові матеріали 
в об’ємі, який позбавляє студентів від необхідності звертатися 
до інших джерел. Зрозуміло, що наявність такого довідкового 
матеріалу не виключає необхідності глибокого вивчення теорії. 
У відповідних місцях практикума даються методичні вказівки 
до розв’язування  задач і наводяться детальні розв’язки типових 
задач.  

Посібник призначається для студентів вищих технічних на-
вчальних закладів III та IV рівнів акредитації денної та заочної 
форм навчання. Він також може бути корисним для викладачів 
під час підготовки та проведення аудиторних занять. 
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РОЗДІЛ ПЕРШИЙ 
КІНЕМАТИКА 

 
 

Кінематикою називається розділ теоретичної ме-
ханіки, в якому вивчається механічний рух тіл з геоме-
тричної точки зору, тобто без урахування їх мас і сил, 
що на них діють. 

 

Рух тіл в  кінематиці розглядають по відношенню до деякої 
системи координат, що пов’язана з іншим тілом, наприклад, із  
Землею. 

 

Основна задача кінематики полягає в тому, що за рівняння-
ми, які визначають закон руху даного тіла, треба знайти всі кі-
нематичні характеристики руху тіла (траєкторії різних точок, їх 
швидкості та прискорення). 

 

Кінематика ділиться на кінематику точки і кінематику 
твердого тіла.  

 

В першому розділі навчального посібника розглядаються 
наступні теми кінематики: 

• Кінематика точки. 
• Поступальний рух тіла. 
• Обертальний рух тіла навколо нерухомої осі.  
• Плоский рух тіла. 
• Складний рух точки. 

На вивчення цих тем відводиться вісім занять. 
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Тема 1. КІНЕМАТИКА ТОЧКИ 
 

ЗАНЯТТЯ №1 
 

Координатний спосіб означення руху 
 

Зміст 
 

1.1. Траєкторія і рівняння руху точки. 
1.2. Визначення швидкості і прискорення точки  при коор-

динатному способі означення її руху. 
1.3. Порядок розв’язування задач з кінематики точки. 
1.4. Контрольні запитання. 
1.5. Приклади розв’язування задач. 
 

1.1. Траєкторія і рівняння руху точки 
 

Означити рух точки – це значить вказати правило, за яким в 
будь який момент часу  t  можна визначити положення точки в 
просторі. 

Розрізняють три способи означення руху точки: координа-
тний; векторний; природний. 

 

Координатний спосіб означення руху точки 
 

Положення точки  M  у прос-
торі при координатному способі  
означення руху визначається трьо-
ма координатами: х, у, z (рис.1.1). 

Якщо точка рухається, то ці 
координати з часом безперервно 
змінюються. 

Таким чином, для означення 
руху точки достатньо задати функ-
ціональні залежності виду: 

 

1

2

3

( ),

( ),

( ).

x f t

y f t

z f t

= 
= 
= 

              (1.1) 

x  

y  

),,( zyxM  

О  

z  

x  
y  

z  

Рис. 1.1 
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Рівняння (1.1) називаються рівняннями руху точки в пря-
мокутних  координатах. 

Рух точки в площині, наприклад Oxy , визначається двома 
рівняннями руху: 

1( );х f t=  2( ).y f t=                       (1.2) 

Для означення прямолінійного руху точки, наприклад, по 
осі Ox, достатньо одного рівняння: 

1( ).х f t=                                        (1.3) 
 

Визначення траєкторії точки при координатному способі 
означення її руху 

 

Траєкторією називається та сукупність точок, че-
рез які послідовно проходить тіло під час руху в даній 
системі відліку. 

Траєкторія – одна із основних характеристик, яка дає уяв-
лення про рух в цілому. Першою ознакою, за якою виконується 
розподіл рухів на різні види, є траєкторія.  

Визначення траєкторії є однією із важливих частин задач 
механіки. 

В залежності від форми траєкторії рух відносять до прямо-
лінійного, або криволінійного руху. 

Рівняння руху точки (1.1) ÷ (1.3) можна розглядати як рів-
няння траєкторії в параметричній формі. 

Для того, щоб отримати рівняння траєкторії в звичайній 
формі, треба з рівнянь руху виключити час  t . Так, виключивши  
t  з рівнянь руху (1.2), дістанемо одне рівняння виду: 

 

( , ) 0F x y = ,                            (1.4) 
 

яке являє собою рівняння лінії на площині  Oxy . 
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Якщо виключити час  t  з рівнянь руху (1.1), то дістанемо 
рівняння виду:  

1( , , ) 0F x y z = ;        2( , , ) 0F x y z = .           (1.5) 
 

Кожне з рівнянь системи (1.5) є рівнянням деякої поверхні, 
а разом – рівнянням траєкторії, яка являє собою лінію перетину 
цих поверхонь. 

 
1.2. Визначення швидкості і прискорення точки  
при координатному способі означення її руху  

 
 

Швидкість точки – векторна величина, яка харак-
теризує зміну положення точки в просторі з часом. 

 

Прискорення точки – векторна величина, яка хара-
ктеризує зміну вектора швидкості з часом. 

 

У випадку координатного способу означення руху точки за 
відомими залежностями для координат точки (1.1) спочатку ви-
значають проекції вектора швидкості на координатні осі: 

 

;x
dx

V
dt

=      ;y
dy

V
dt

=       ,z
dz

V
dt

=                 (1.6) 

 

а потім модуль швидкості точки: 
 

2 2 2.x y zV V V V= + +                              (1.7) 
 

Напрямок вектора швидкості V  визначається через напря-
мні косинуси кутів, які цей вектор утворює з відповідними ося-
ми координат: 

cos( , ) cos( , ) cos( , ) .yx zVV V
x V y V z V

V V V

∧ ∧ ∧
= ;    = ;    =      (1.8)  
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Проекції вектора прискорення на координатні осі відповід-
но дорівнюють: 

2

2

2

2

2

2

;

;

.

x
x

y
y

z
z

dV d x
a

dt dt
dV d y

a
dt dt

dV d z
a

dt dt

= =

= =

= =

                               (1.9) 

Модуль вектора прискорення визначається за формулою: 

2 2 2
x y za a a a= + + .                       (1.10) 

Напрямок вектора прискорення a  також визначається через 
напрямні косинуси кутів, які цей вектор утворює з відповідними 
осями координат: 

cos( , ) cos( , ) cos( , ) .yx zaa a
x a y a z a

a a a

∧ ∧ ∧
= ;    = ;    =     (1.11) 

 

1.3. Порядок розв’язування задач з кінематики точки 
 

Розв’язування задач на визначення закону руху точки та рі-
вняння її траєкторії виконується в такій послідовності: 

1. Обирається нерухома система координат, початок якої 
визначають, виходячи з умов задачі. 

2. За умовами задачі в обраній системі координат складають 
рівняння руху точки, тобто знаходять залежність коорди-
нат точки від часу. 

3. Із складених рівнянь руху точки можна визначити її по-
ложення в будь-який момент часу, встановити напрям її 
руху, знайти траєкторію і т.д. 

Якщо за умовою задачі треба визначити швидкість і при-
скорення точки, то краще дотримуватись такої послідовності: 
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1. Обрати систему координат. 
2. В обраній системі координат скласти рівняння руху (іноді 

вони задані в умовах задачі). 
3. За рівняннями руху точки визначити проекції швидкості 

на осі системи координат, величину швидкості та її на-
прям. 

4. Визначити проекції прискорення точки на осі системи ко-
ординат, величину прискорення та його напрям. 

 
1.4. Контрольні запитання 

 

1. Що називається траєкторією? 
2. Як за рівняннями руху точки в координатній формі визначи-

ти її траєкторію? 
3. Що називається швидкістю та прискоренням точки? 
4. Як визначити проекції векторів швидкості та прискорення 

точки на нерухомі осі прямокутної системи координат? 
5. Як визначити напрями векторів швидкості та прискорення 

при координатному способі означення руху? 
 

1.5. Приклади розв’язування задач 
 

Задача № 1 
 

Рух точки на площині визначається рівняннями: 

5sin10x t= ;  3cos10 .y t=  

Визначити рівняння траєкторії і напрям руху точки.  

Розв’язок. Рівняння траєкторії задано в параметричній фор-
мі, координати  х  і  у  залежать від параметра  t  (часу).  

 

Щоб отримати рівняння траєкторії в координатній формі, 
тобто у вигляді залежності  у = f(х), необхідно виключити з обох 
рівнянь руху час  t. 

Піднесемо до квадрату ліві та праві частини рівнянь руху: 
 

2 2 25 sin 10 ;x t=  2 2 23 cos 10y t= , 
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або 
2

2
2

sin 10 ,
5

x
t=  

2
2

2
cos 10 .

3

y
t=  

 

Додамо ці рівняння: 
 

2 2
2 2sin 10 cos 10 .

5 3

x y
t t   + = +   

   
 

 

Оскільки     2 2sin cos 1,α α+ =   то:   
 

5 2

1.
5 3

x y   + =   
   

 

 

Рівнянням траєкторії точки є еліпс з центром в початку сис-
теми координат, велика піввісь якого дорівнює 5-ти одиницям 
довжини (по осі Ох ),  а  мала  (по осі Оу ) – 3-ом одиницям до-
вжини (рис.1.2). 

 

В початковий момент часу   
0t =   точка знаходиться в по-

ложенні  0M   з координатами: 

( )
( )

0

0

5sin 10 0 0; 

3cos 10 0 3.

x

y

= ⋅ =

= ⋅ =
 

 

В початковий момент ру-
ху (при зростанні t) координата  
х   почне збільшуватися, а ко-

ордината  у  − зменшуватися. Таким чином, точка буде рухатися за 
ходом годинникової стрілки. 

Відповідь: а) рівняння траєкторії 
2 2

1
5 3

x y   + =   
   

; б) точка 

рухається за ходом годинникової стрілки. 
 

0M  

Рис. 1.2 

3  

5  

3−  

5−  О  х  

у  
 

Напрям руху 
точки 
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Задача №2 
 

В механізмі (рис.1.3) тіло  ОА  (кривошип) обертається на-
вколо нерухомого шарніра  О , а тіло  В  (повзун) рухається зво-
ротно-поступально по осі  Ox . Точка  А  тіла   АВ (шатуна) ру-
хається за траєкторією точки А кривошипа, а точка В – за траєк-
торією повзуна. 

 

Визначити  рівняння руху 
і траєкторію середньої точки  М  
шатуна та рівняння руху повзу-
на  В , якщо в початковий мо-
мент повзун знаходився в край-
ньому правому положенні; кри-
вошип ОA обертається зі ста-
лою кутовою швидкістю 

110 cω −=   і  0,8OA AB= = м .  
 

Розв’язок. Для визначення траєкторії точки  М зобразимо 
механізм у довільному положенні та складемо рівняння її руху в 
координатній формі. 

З рис. 1.3 видно, що: 
;CDОСхМ +=         .My MD=  

Оскільки трикутник  ОАВ  рівнобедрений (ОА=АВ) , то кути  
АВС   і   АОС  рівні між собою і дорівнюють  tϕ ω= ⋅ . 

З трикутника  ОАС  знайдемо відстань OC  : 
cos ,OC OA ϕ=  

а з трикутника MBD  відстані CD  і MD :  

;cos
2

cos ϕϕ AB
MBDBCD ===  

sin sin
2

AB
MD MB ϕ ϕ= = . 

Тоді: 

cos cos ;
2M

AB
x OA ϕ ϕ= +    sin

2M
AB

y ϕ= . 

 

Рис. 1.3 

А  

О  х  

у  
 

В  

М  

С  

ϕ  

 
ϕ  

 
Мх  

Вх  

ω  
 

D  
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Якщо підставити числові дані, то рівняння руху точки  М  
набудуть вигляду: 

0,8cos10 0,4cos10 1,2cos10 ;Mx t t t= + =  

0,4sin10 .My t=  

Для знаходження траєкторії точки  М  піднесемо рівняння 
руху до квадрату і додамо: 

cos10
1,2

Mx
t= ;         sin10

0,4
My

t= ; 

2 2
2 2cos 10 sin 10

1,2 0,4
M Mx y

t t
   + = + .   
   

 

Враховуючи, що  2 2cos 10 sin 10t t+ = 1 , дістанемо вираз для 
рівняння траєкторії: 

2 2

1
1,2 0,4

M Mx y   + = .   
   

 

Таким чином, траєкторією точки буде еліпс, одна піввісь 
якого, по осі  Ох , складає 1,2 м , а друга, по осі  Оу ,  –  0,4 м. 

Визначимо координати точки  В: 

cos cosBx OC CB OA ABϕ ϕ= + = + ; 

0,8cos10 0,8cos10 1,6cos10 .Bx t t t= + =  

Таким чином, рівняння руху повзуна  В  буде мати вигляд: 
1,6cos10 .Bx t=  

Відповідь:      
2 2

1;
1,2 0,4

M Mx y   + =   
   

   1,6cos10 .Bx t=  

 

Задача №3 
 

Рух точки  М  задано рівняннями: 

10cos2 ,
5

t
x π=    10sin2 ,

5

t
y π=  

де     х, у  – в метрах;    t    – в секундах. 
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Визначити траєкторію точки, величину і напрям швидкості 

та величину і напрям прискорення в момент часу  
6

5=t  с. 

Розв’язок. Для визначення траєкторії точки  М  піднесемо 
до квадрату ліві і праві частини рівнянь руху та додамо їх: 

2 2 210 cos 2
5

t
x π= ;         2 2 210 sin 2 ;

5

t
y π=  

2 2 2 2 2 210 cos 2 sin 2 10
5 5

t t
x y π π + = + = 

 
. 

Таким чином, рівняння траєкторії буде мати вигляд: 
2 2 210 .x y+ =  

 

Траєкторією точки  М  буде коло радіусом 10 м з центром в 
початку системи координат. 

Проекції вектора швидкості на осі координат дорівнюють: 

2
10cos2 10 sin2 4 sin2 ,

5 5 5 5x
dx d t t t

V
dt dt

ππ π π π = = = − = − 
 

 

2
10sin2 10 cos2 4 cos2 .

5 5 5 5y
dy d t t t

V
dt dt

ππ π π π = = = = 
 

 

Модуль вектора швидкості: 
2 2

2 2 4 sin2 4 cos2 4
5 5x y
t t

V V V π π π π π   = + = − + =   
   

 .
м

с
 

Проекції вектора прискорення на осі координат дорівнюють: 
28

4 sin2 cos2 ;
5 5 5x

dVx d t t
a

dt dt

ππ π π = = − = − 
 

 

28
4 cos2 sin2 .

5 5 5y
dVy d t t

a
dt dt

ππ π π = = = − 
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Модуль вектора прискорення: 
2 22 2

2 2 8 cos2 8 sin2
5 5 5 5x y

t t
a a a

π ππ π
   

= + = − + − =   
     

21,6π=
2

.
м

с
 

З отриманих залежностей випливає, що модулі швидкості та 
прискорення не залежать від часу, а їх проекції на осі є функці-

ями часу. 
Визначимо для моменту часу 

6

5=t  с  положення точки на 

траєкторії та величини проекцій 
швидкості і прискорення. 

При  5
6t = с, кут під знака-

ми косинуса і синуса в рівняннях 
проекцій дорівнює: 

 

2 5 1
2 60 .

5 5 6 3

t ππ π= ⋅ = = �  

 

З урахуванням знайденого кута дістанемо:   

10cos60 5x = =� ;м                         10sin60 8,66y = =� ;м  

4 sin 60 10,9хV π= − = −�  ;
м

с
             4 cos60 6,28уV π= =� ;

м

с
   

28
cos60 7,9

5xa
π= − = −�  

2
;

м

с
        

28
sin60 13,7

5ya
π= − = −�

2

м

с
.  

На рис.1.4 показано траєкторію точки, положення точки в мо-
мент часу  5 6t = с та складові векторів швидкості і прискорення. 

Складові вектори  xV , yV , xa  та  уa  напрямлені проти на-

пряму відповідних осей, оскільки їх проекції на ці осі від’ємні. 
 

Відповідь:    2 2 210x y+ = ;  4V π=  м/с;  21,6a π=  м/с2. 
 

Рис. 1.4 

О  

х  

у  
 

10 
 

М  
10  
 

10−  

ya  a  

xa  

V  

xV  

yV  
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Задача №4 
 

Рух точки задано рівняннями: 

( );kt ktx a e e−= +   ( ),kt kty a e e−= −  

де   a   і  k  -  сталі величини. 
 
Визначити рівняння траєкторії, швидкість та прискорення 

точки, як функцію радіуса-вектора   2 2.r x y= +  

Розв’язок. Рівняння траєкторії в координатній формі знай-
демо, виключивши час з рівнянь руху точки. 

Спочатку рівняння руху перетворимо до вигляду: 

;kt ktx
e e

a
−= +       .kt kty

e e
a

−= −  

 

Піднесемо записані рівняння до квадрату і віднімемо від 
першого друге: 

2
2 2 22 2 2;kt kt kt kt ktx

e e e e e
a

−  = + ⋅ + = + 
 

 

 
2

2 2 22 2 2;kt kt kt kt kty
e e e e e

a
−  = − ⋅ + = − 

 
 

 
2 2

2 22 2 2 2 4.kt ktx y
e e

a a
   − = + − + =   
   

 

Таким чином, рівняння траєкторії точки буде мати вигляд: 
2 2 24 .x y a− =  

Визначимо проекції вектора швидкості на координатні осі: 

( ) ( ) ( );kt kt kt kt kt kt
x

dx d
V a e e a ke ke ka e e

dt dt
− − − = = + = − = −

 
 

( ) ( ) ( ).kt kt kt kt kt kt
y

dy d
V a e e a ke ke ka e e

dt dt
− − − = = − = + = +
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Оскільки за умовою задачі: 

( );kt ktx a e e−= +   ( ),kt kty a e e−= +  

то:  
;kyVx =     .kxVy =  

Тоді: 
2 2 2 2 2 2 2 2.х yV V V k y k x k x y= + = + = +  

Визначимо проекції вектора прискорення на координатні осі: 

( ) ( )2 2 ;kt kt kt kt
xa Vx ka e e k a e e k x− −′= = − = + =  

( ) ( )2 2 ;kt kt kt kt
ya Vy ka e e k a e e k y− −′= = − = + =  

 

2 2 4 2 4 2 2 2 2.a a x a y k x k y k x y= + = + = +  

Враховуючи,  що      2 2r x y= + ,  то: 

;V k r= ⋅     2 .a k r= ⋅  
 
Відповідь:      2 2 24 ;x y a− =   ;V k r= ⋅  2 .a k r= ⋅  

 
Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи: 11.2; 

11.5; 12.13 [ ]2 . 
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Тема 1.  КІНЕМАТИКА ТОЧКИ (продовження) 
 

ЗАНЯТТЯ №2 
Природний спосіб означення руху точки 

 
Зміст 

 

1.6. Природний спосіб означення руху точки . 
1.7. Визначення швидкості і прискорення точки при при-

родному способі означення її руху. 
1.8. Контрольні запитання. 
1.9. Приклади розв’язування задач.  

 

1.6.  Природний спосіб означення руху точки 

Природний спосіб означення руху точки полягає в наступ-
ному. 

1. Будь яким способом (рівнянням, графічно, вказівкою) за-
дається траєкторія точки ВМ0  (рис.1.5) .   

2. На траєкторії обирається деяка точка  0M   як початок 
відліку дуги і додатний напрям уздовж траєкторії (на рис. 1.5 
зліва направо). 

3. Положення точки  М  на траєкторії однозначно визнача-
ється довжиною дуги 0S M M= , яку беруть з відповідним зна-
ком. При русі точки по траєкторії кожному моменту часу  t  від-
повідає певне значення  S.  

Таким чином, для визначення по-
ложення точки на траєкторії досить 
задати  залежність: 

( ),S f t=             (1.12) 

яка називається природним рівнян-
ням руху. 

 

 Природним способом означення руху точки зручно ко-
ристуватися в тому випадку, коли відома траєкторія точки. 
 

A  

В  

0M  

S 

Рис. 1.5 

M  
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1.7.  Визначення швидкості і прискорення точки  
при природному способі означення її руху 

 

У випадку природного способу означення руху точки за ві-
домим рівнянням руху (1.12) модуль вектора швидкості визна-
чають за формулою: 

.
dS

V
dt

=                                        (1.13) 

Направлений вектор швидкості за дотичною до траєкторії 

точки в бік  відліку координати S  (рис.1.6), якщо 0dS
dt > , і в 

протилежний бік, якщо 0dS
dt < . 

При визначенні прискорення з точкою  М  пов’язують ру-
хому систему координат  M nτ   (рис.1.7) : тангенціальну вісь  
Mτ  направляють за дотичною до траєкторії в бік швидкості то-
чки; нормальну вісь Mn  - за внутрішньою нормаллю до траєк-
торії (тобто, в бік центра її кривизни). 

Прискорення  a   розкладають на складові aτ  і na  за осями 
обраної системи координат, які відповідно називають дотич-
ною (тангенціальною) і нормальною (доцентровою) складовими 
прискорення. 

 

За модулем ці прискорення, відповідно, дорівнюють: 
 

2

2
;

dV d S
a

dt dt
τ = =     

2

,n
V

a
ρ

=                      (1.14) 

де   ρ  - радіус кривизни траєкторії. 

0M  

)(tfS =  

Рис. 1.6 

M  V  

Рис. 1.7 

M  

τa  

na  

a  

τ  

n  
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Нормальне прискорення завжди направлене до центра кри-
визни (за напрямом осі Mn ), а дотичне прискорення – за віссю 
Mτ , якщо 0aτ >  і в протилежний бік, якщо 0aτ < . 

 

Нормальне прискорення характеризує зміну напряму 
швидкост з плином часу.  

Якщо траєкторією точки є пряма лінія, тобто  ρ = ∞ , то 

0na =   і вектор швидкості не буде змінювати свого напряму. 

Дотичне прискорення характеризує зміну швидкості 
за величиною з плином часу. 

Якщо точка рухається рівномірно  ( 0V V const= = ), то   

0aτ = , а шлях, що пройдено точкою, визначають за формулою:  

0 0 .S S V t= +  

У випадку  рівномірно прискореного  руху точки 
( a constτ = ) швидкість точки і шлях, який пройдено нею, визна-
чають за формулами:  

0 ;V V a tτ= +        .
2

1 2
00 tatVSS τ++=  

В наведених формулах  0V   і  0S  - відповідно, початкові 
значення швидкості і пройденого шляху, а самі формули можна 
отримати шляхом інтегрування залежності для aτ  (1.14). 

 

1.8. Контрольні запитання 
 

1. В чому полягає природний спосіб означення руху точки? 
2. Як визначити швидкість точки за модулем і за напрямом?  
3. Що характеризують дотичне і нормальне прискорення точ-

ки? 
4. Як визначити величину і напрям дотичного прискорення? 
5. Як визначити величину і напрям нормального прискорення? 
6. При якому русі точки дорівнює нулю дотичне прискорен-

ня і при якому – нормальне прискорення? 
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1.9.  Приклади розв’язування задач 
 

Задача №1 

Точка рухається по колу радіусом   0,2R = м.  Закон її ру-

ху по траєкторії:  
0,2sinS tπ= , 

де    t   - в секундах;  S - в метрах. 

Визначити величину та напрям швидкості, дотичне і нор-
мальне прискорення точки в момент часу    1 5t =  с. 

 

Розв’язок. Для визначення модуля швидкості знайдемо по-
хідну від  S  за часом: 

( )0,2sin 0,2 cos .
dS d

V t t
dt dt

π π π= = =  

В момент часу    1t t= : 

1 10,2 cos 0,2 5 0,2V t cosπ π π π π= = = −  см . 

Швидкість точки направлена за дотичною до кола в бік, 
який протилежний додатному напряму відліку дуги  S. 

Визначимо величину дотичного прискорення: 

( ) 20,2 cos 0,2 sin .
dV d

a t t
dt dtτ π π π π= = = −  

В момент часу   1t t= : 

1

2 2
10,2 0,2 sin5 0a cos tτ π π π π= − = − = . 

Обчислимо величину нормального прискорення в момент 
часу 1t t= : 

( )
1

22 2
21 1 0,2

0,2
0,2n

V V
a

R

π
π

ρ
−

= = = =  2см . 

 Відповідь:    1 0,2V π= − см ;      
1

2
1 0,2na a π= =  2см . 
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Задача №2 
 

Точка рухається по колу радіусом  4R =  м. Шлях в метрах, 
який проходить точка по траєкторії, в будь який момент часу 
визначається рівнянням:  

34,5S t= . 

Визначити  величину прискорення точки і кут α ,  який 
утворюють між собою вектори швидкості і прискорення в мо-
мент часу, коли величина швидкості дорівнює  6 см . 

Розв’язок. Зобразимо траєкторію з точкою М у довільному 
положенні (рис.1.8). Швидкість  V   
направимо за дотичною до кола, 
нормальне прискорення na  - до 

центра кола, а дотичне aτ  - за 
швидкістю, приймаючи, що воно 
додатне. 

 

Кут  α   між векторами швидкості  V   і повного прискорен-
ня  a   буде дорівнювати: 

na
tg

aτ
α = ; na

arctg
aτ

α = . 

Знайдемо величину нормального прискорення: 
 

2 26
9

4n
V

a
R

= = =  2см . 

Функціональні залежності для швидкості та дотичного при-
скорення знайдемо за рівнянням руху точки: 

 

3 2(4,5 ) 13,5
dS d

V t t
dt dt

= = = ; 

 

2(13,5 ) 27
dV d

a t t
dt dtτ = = = . 

 

 

α  

О  

Рис. 1.8 

M  

V  

a  

na  
τa  
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Оскільки для обчислення дотичного прискорення треба зна-
ти час, коли швидкість буде дорівнювати  6 м/с, то з першого 
рівняння отримуємо: 

6 2

13,5 13,5 3

V
t = = =  с. 

Величина дотичного прискорення: 
2

27 27 18
3

a tτ = = ⋅ =  2см . 

Тоді: 
9

0,5
18

tgα = = ; (0,5) 26 30arctgα ′= = � . 

Повне прискорення точки: 
 

2 2 2 29 18 9 5na a aτ= + = + =  2см . 

Відповідь:        9 5a = 2см ;         26 30α ′= � . 
 

 
Задача №3 

 

Рівняння руху пальця шарніра А кривошипно-повзунного 
механізму (рис.1.9)  під час його 
пуску мають вигляд: 

2

2

0,75cos4 ;

0,75sin4 ,

А

А

x t

y t

=

=
        (1) 

де  ,А Аx y  - в метрах; 
    t  - в секундах.    

Визначити швидкість, дотичне і нормальне прискорення 
пальця. 

Розв’язок. Рівняння для визначення дотичного і нормально-
го прискорення мають вигляд:  

Рис. 1.9 

А  

О  х  

у  

В  

Ах  

Ау  
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;
dV

a
dtτ =  

2

.n
V

a
ρ

=  

Таким чином, для визначення  aτ   і  na   необхідно знати 
радіус кривизни траєкторії  ρ  і залежність швидкості  V   від 
часу  t . 

Для обчислення  V   знайдемо проекції швидкості на коор-
динатні осі: 

( )2 2 20,75cos4 4 2 0,75 sin 4 6 sin 4 ;А
x

dx d
V t t t t t

dt dt
= = = − ⋅ ⋅ = −  

     ( )2 2 20,75sin 4 4 2 0,75 cos4 6 cos4 .А
y

dy d
V t t t t t

dt dt
= = = ⋅ ⋅ =  

Швидкість пальця кривошипа буде дорівнювати: 
 

( ) ( )2 22 2 2 26 sin 4 6 cos4 6x yV V V t t t t t= + = − + = . 

 

Обчислимо величину дотичного прискорення: 
 

( )6 6
dV d

a t
dt dtτ = = =  2см . 

Для визначення радіуса кривизни траєкторії знайдемо її рі-
вняння. Щоб виключити параметр t  з рівнянь руху (1), піднесе-
мо до квадрату праві і ліві частини рівнянь , а потім їх додамо:  

2 2 2 20,75 cos 4 ;Аx t=  2 2 2 20,75 cos 4Аy t= ;  

( )2 2 2 2 2 2 20,75 cos 4 sin 4А Аx y t t+ = + ; 

2 2 20,75А Аx y+ = . 

Таким чином, траєкторією пальця буде коло радіусом 
0,75ρ = м. 

Величина нормального прискорення  na   буде дорівнювати : 
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( )22
26

48
0,75n

tV
a t

ρ
= = = . 

Відповідь:  6V t= ;  6aτ = 2м с ;  248na t= . 
 

Задача №4 
 

Рівняння руху матеріальної точки мають вигляд:  

x tα= ; 
2

2

gt
y tβ= − , 

де   α , β , g  - сталі величини. 

Визначити дотичне і нормальне прискорення точки. 
 

Розв’язок. Дотичне прискорення точки визначається за фо-
рмулою: 

.
dV

a
dtτ =  

 

При координатному способі означення руху швидкість точ-
ки через проекції дорівнює: 

2 2
x yV V V= + . 

 

Підставимо вираз для  V  в рівняння для  aτ : 

( )( )2 2

2 2

2 2

2

yx
x y x x y y

x y

x y

dVdV
V V V a V ad dt dta V V

dt VV V
τ

+ +
= + = =

+
, 

де        xV , yV    - проекції швидкості на координатні осі; 

        xa , ya    - проекції прискорення на координатні осі. 

Проекції швидкості та прискорення на координатні осі ви-
значимо за формулами для координатного способу означення 
руху: 

( )x
dx d

V t
dt dt

α α= = = ; 
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2

( )
2y

dy d t
V t g gt

dt dt
β β= = − = − ; 

2 2 2 2( )x yV V V gtα β= = = + − ; 

( ) 0x
x

dV d
a

dt dt
α= = = ; 

( )y
y

dV d
a gt g

dt dt
β= = − = − ; 

2 2
x ya a a g= + = . 

 

Тоді дотичне прискорення точки буде дорівнювати: 
 

( ) ( )
( )

( )
22

0 gt g g gt
a

Vgt
τ

α β β

α β

⋅ + − ⋅ − − −
= =

+ −
. 

Для визначення нормального прискорення скористаємося 
повним прискоренням точки, яке вже було знайдене, виходячи з 
формул координатного способу означення руху.  

 

Оскільки: 
2 2 ,na a a gτ= + =  

то:  

( )
2 2

22 2 2 2
2

( )
n

g gt g
a a a g V gt

VV
τ

β β−= − = − = − − . 

Підставивши під корінь вираз для  V,  отримаємо: 
 

( ) ( )2 22 .n
g g

a gt gt
V V

αα β β= + − − − =  

Відповідь: 
( )

,
g gt

a
Vτ

β −
= −  .n

g
a

V

α=  
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Задача №5 
 

Точка  М  рухається по колу радіусом  1 3R = м   таким чи-
ном, що повне прискорення весь час пропорційне квадрату 
швидкості і направлене під тупим кутом до неї. Рух починається 
з початковою швидкістю  0 2V = м с   і початковим прискорен-

ням  0 20a = 2м с . 
 

Визначити, за який час швидкість точки зменшиться вдві-
чі, і який шлях при цьому вона пройде. 

 
Розв’язок. Зобразимо траєкторію з точкою  М  в довільному 

положенні (рис.1.10). 
Швидкість  V   спрямуємо 

за дотичною до траєкторії, а по-
вне прискорення  a    під кутом  

90α > �   до швидкості.  
Повне прискорення a  роз-

кладемо на нормальне  na   і  

дотичне  aτ   за правилом пара-
лелограма. 

За умовою задачі: 
2a kV= , 

де    k   –  коефіцієнт пропорційності. 

Оскільки ця рівність повинна виконуватися і в початковий 
момент часу  0 0t = ,  то: 

2
0 0a kV= . 

Звідки: 

0
2 2

0

20
5

2

a
k

V
= = = 1c− . 

Таким чином, закон зміни повного прискорення точки під 
час руху буде мати вигляд:  

25a V= . 

α  

О  

Рис. 1.10 

M  

1V  a  

na  

τa  

0M  

0V  
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Визначимо функціональні залежності від швидкості для но-
рмального і дотичного прискорень точки: 

2 2
23 ;

1 3n
V V

a V
R

= = =  

( ) ( )2 22 2 2 25 3 4na a a V V Vτ = − = − = − . 

В рівнянні для  aτ   було взяте від’ємне значення кореня, 
оскільки повне прискорення утворює тупий кут з напрямом 
швидкості (рис.1.10), тобто дотичне прискорення буде напрям-
лене протилежно швидкості і рух точки буде сповільнений. 

Для визначення часу руху та пройденого точкою шляху 
скористаємося залежністю для дотичного прискорення:  

24 .
dV

a V
dtτ = = −  

Розділимо  змінні і проінтегруємо цей вираз: 
 

2
4 ;

dV
dt

V
− ∫ = ∫          1

1
= 4t C

V
+ , 

де    1C   -  стала інтегрування. 

Сталу інтегрування 1C  знайдемо з початкових умов,  коли 

0 0t = , 0 2V V= =  м с . 
Звідки: 

1
0

1
4 0 ;C

V
= ⋅ +   ⇒     1

1
.

2
C =  

Функціональна залежність для швидкості буде мати вигляд:  
1 1

4 ,
2

t
V

= +     або    
2

1 8
V

t
=

+
. 

 

За умовою задачі в кінцевий момент часу  1t t=   швидкість 
точки зменшиться вдвічі, тобто: 

 

1 00,5 1V V V= = =  м с . 
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Тоді час руху точки буде дорівнювати: 
 

1
1

2
;

1 8
V

t
=

+
 ⇒   

1

2
1 ;

1 8t
=

+
 ⇒   1

1

8
t =  .c  

 

Для визначення пройденого точкою шляху скористаємося 
рівняннями: 

2
.

1 8

dS
V

dt t
= =

+
 

 

Розділимо змінні і проінтегруємо: 
 

2

1 8
dS dt

t
∫ = ∫

+
  ⇒  ( ) 2

1
n 1 8

4
S l t C= + + , 

 

де    2C  - стала інтегрування. 
 

Оскільки в початковий момент  0 0t = ,   0S = , то: 

( ) 2
1

0 n 1 8 0 ;
4

l C= + ⋅ +   ⇒  2 0.C =  

Таким чином, для шляху S отримаємо наступну залеж-
ність: 

( )1
n 1 8 .

4
S l t= +  

За проміжок часу  1 1 8t = c   шлях, пройдений точкою, буде 
складати:  

( )1 1
1 1 1 1

n 1 8 (1 8 ) n 2 0,16
4 4 8 4

S l t ln l= + = + ⋅ = =  м . 

 
Відповідь: 1 1 8t = c ; 0,16S = м . 

 
Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи: 12.17; 

12.19; 12.20 [ ]2 . 
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A  

В  

x  

y  

О  

В′  

A′  
AV  

BV  

Aa  

Ba  

Рис. 2.1 

Тема 2. ПОСТУПАЛЬНИЙ ТА ОБЕРТАЛЬНИЙ 
ВИДИ РУХУ ТВЕРДОГО ТІЛА 

 

ЗАНЯТТЯ №3 
 

Зміст 

2.1.   Поступальний рух твердого тіла. 
2.2.   Обертальний рух твердого тіла. 
2.3.   Рівномірний  та  рівнозмінний обертальний рух тіла.  
2.4.   Швидкість та прискорення точок тіла, що оберта-

ється. 
2.5.   Контрольні запитання. 
2.6.   Приклади розв’язування задач.  
 

2.1. Поступальний рух твердого тіла  
 

Поступальним називається такий рух твердого ті-
ла, при якому довільна пряма, що незмінно пов’язана з 
тілом, увесь час залишається паралельною своєму по-
чатковому положенню. 

Для твердого тіла (рис.2.1) пряма  АВ, що з’єднує дві дові-
льні його точки, під час поступального руху не змінюється ні за 
довжиною, ні за напрямом. Це означає, що при поступальному 
русі точки  А  та  В тіла мають однакові траєкторії (при накла-
данні збігаються) і в кожний момент часу однаковими будуть їх 

швидкості    і   прискорення, тобто:  

A BV V= ;       A Ba a= .  

Таким чином, поступальний рух 
твердого тіла повністю визначається 
рухом будь-якої точки цього тіла, 
тобто задача визначення кінематич-
них характеристик поступального 
руху твердого тіла зводиться до 
задачі кінематики точки. 
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2.2. Обертальний рух твердого тіла 
 

Обертальним рухом називається такий рух твердо-
го тіла, при якому будь-які дві точки тіла залишаються 
нерухомими. 

Якщо закріпити дві точки тіла  1O   і  2O  (рис.2.2), то будуть 

нерухомими всі точки прямої  1 2O O ,  яка   називається віссю 
обертання. 

Траєкторіями усіх інших точок тіла, наприклад М , будуть 
кола з центрами на осі обертання. 

 

Проведемо через вісь обертання  zz  (рис.2.3)  дві площини: 
одну нерухому - А , а другу, площину В , жорстко пов’яжемо з ті-
лом, що обертається.  Двогранний кут  ϕ   між цими двома площи-
нами однозначно визначає положення тіла, що обертається. 

Для визначення знака кута  ϕ   на осі обертання  zz  оби-
рають додатний напрям (на рис.2.3 – вгору). Кут уважається до-
датним, якщо з додатного напряму осі обертання кут відносно 
нерухомої площини відкладений проти ходу годинникової стрі-
лки і від’ємний, якщо за ходом. 

Коли тіло обертається, кут  ϕ   безперервно змінюється з 
часом. Таким чином, для повної характеристики обертального 
руху треба задати рівняння виду: 

( ).f tϕ =     (2.1) 
 

 

C  

М  

2О  

1О  

Рис. 2.2 

ϕ  

z  

z  

Рис. 2.3 

В  

А  
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Рівняння  (2.1)  називається рівнянням обертального руху 
тіла. 

Зміну кута повороту тіла з плином часу характеризує куто-
ва швидкість  ω . 

 

Миттєва кутова швидкість ω  є першою похідною від кута 
повороту за часом: 

d

dt

ϕω = .                                        (2.2) 

Одиницею вимірювання кутової швидкості є радіан поділе-
ний на секунду і позначається як  рад/с, або  1c− , або 1 с . 

Направлена кутова швидкість в бік миттєвого обертання ті-
ла та 0ω > , якщо    збігається з напрямом відліку кута  ϕ , і 

0ω < , якщо протилежна напряму відліку  ϕ . 
В техніці кут повороту пропорційний кількості обертів  N , 

що зробило тіло за деякий проміжок часу. В цьому випадку кут 
повороту тіла  ϕ   в радіанах можна знайти за залежністю:  

 

2 .Nϕ π=                                    (2.3) 
 

Кутову швидкість обертання тіла часто задають числом 
обертів за одну хвилину  n  ( )об хв . 

Кутову швидкість ω  в цьому випадку визначають за фор-
мулою: 

30

nπω = , рад/с                             (2.4) 

де   n  - підставляють в  об хв . 

Зміну кутової швидкості з плином часу характеризує куто-
ве прискорення  ε . 

Миттєве кутове прискорення ε  визначається як перша по-
хідна від кутової  швидкості  за  часом,  або  друга  похідна   від  
кута повороту тіла: 

2

2
.

d d

dt dt

ω ϕε = =                                    (2.5) 
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Одиницею вимірювання кутового прискорення є радіан, по-

ділений на секунду в квадраті, і позначається  рад/с2,  або  21 с ,  

або 2c− . 
Направлене кутове прискорення за напрямом кутової швид-

кості, якщо знаки  ω   та  ε   збігаються, і проти напряму кутової 
швидкості,  якщо знаки  ω   та  ε   різні. 

 
2.3. Рівномірний та рівнозмінний  

обертальний рух тіла 
 

У випадку рівномірного обертального руху тіла його кутова 
швидкість буде сталою  ( constω = ), а кутове прискорення дорі-
внює нулю ( )0ε = . 

Кут повороту тіла в цьому випадку обчислюється за форму-
лою: 

0 tϕ ϕ ω= + ⋅ ,                                     (2.6) 
 

де   0ϕ   - початковий кут повороту тіла при  0t = . 
 

У випадку рівномірно змінного обертального руху тіла його 
кутове прискорення буде сталим  ( constε = ). 

Кутова швидкість і кут повороту тіла  в цьому випадку об-
числюються за формулами: 

 

0 ;tω ω ε= +                                (2.7) 
2

0 0 2

t
t

εϕ ϕ ω= + + ,                            (2.8) 
 

де     0ϕ , 0ω  - відповідно кут повороту тіла і кутова швидкість в 
момент часу 0t = . 

 
2.4. Швидкість та прискорення точок тіла,  

що  обертається 
 

Якщо для тіла, що обертається, відомі кутова швидкість  ω   
і кутове прискорення  ε ,  то можна знайти швидкість  V   і при-
скорення  a   будь якої його точки. 
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Швидкість точки тіла, що обертається, дорівнює добутку 
кутової швидкості тіла на відстань від точки до осі обертання:  

 

V Rω= ⋅ .                                      (2.9) 

Вектор швидкості точки V   направлений під прямим кутом 
до радіуса обертання  ОМ  (рис.2.4) в бік обертання тіла (в бік 
кутової швидкості ω ). 

Оскільки точка тіла, що оберта-
ється, рухається по криволінійній 
траєкторії (колу з радіусом кривиз-
ни R  ), то прискорення точки a  
можна розкласти на дві складові:   
тангенціальну (дотичну)  aτ   і нор-

мальну  (доцентрову) na  (рис.2.4). 
 

Підставивши в формули для  aτ   

і  na    (1.14)  вираз для  V   (2.9)  отримаємо : 

( )dV d R d
a R R

dt dt dtτ
ω ω ε= = = = ;                 (2.10) 

 

 
( )22

2
n

RV
a R

R R

ω
ω= = = .                       (2.11) 

Нормальне прискорення  na   направлене від точки вздовж 

радіуса до центра обертання. Дотичне прискорення  aτ   спрямо-
ване перпендикулярно до радіуса в бік кутового прискорення ε.  

Повне ж прискорення точки відповідно дорівнює: 

( )22 2 2 2 2 4( ) .na a a R R Rτ ω ε ε ω= + = + = +     (2.12) 

 

2.5. Контрольні запитання 
 

1. Який рух твердого тіла називається поступальним? 
2. Який рух твердого тіла називається обертальним навко-

ло нерухомої осі? 

М  

V  

na  

τa  

Рис. 2.4 

О  

a  
R  

ω  

ε  
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3. За якими формулами визначаються модулі кутової 
швидкості і кутового прискорення? 

4. Як спрямований вектор швидкості тіла, що обертається? 
5. Як визначити величину та напрям дотичного і нормаль-

ного прискорення точки тіла, що обертається? 

 
2.6. Приклади розв’язування задач 

 
Задача №1 

 

Вал починає обертатися зі сталим прискоренням із стану 
спокою. За перші  5 секунд вал робить  12,5  оберти. 

 

Визначити кутову швидкість вала в кінці проміжку часу, 
що розглядається. 

 

Розв’язок. При рівноприскореному обертанні тіла кутова 
швидкість  ω   змінюється за законом:   

0 tω ω ε= + . 

Оскільки за умовою задачі 0 0ω = ,      то  

tω ε= . 

Таким чином, для визначення кутової швидкості вала треба 
знайти його кутове прискорення ε . 

Кут повороту тіла при рівноприскореному обертанні ви-
значається за формулою: 

2

0 0 .
2

t
t

εϕ ϕ ω= + +  

Оскільки    0 0ϕ =   і    0 0,ω =     то 
2

.
2

tεϕ =  

Кут повороту вала за число обертів N  дорівнює:   
2 Nϕ π= . 

Тоді:   
2 2

2 2 2 N

t t

ϕ πε ⋅= = . 
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Підставивши вираз для  ε   в формулу для  ω   отримаємо: 

2

4 4
.

N N
t t

tt

π πω ε= = =  

З урахуванням  числових даних: 
4 12,5

10
5

πω π⋅= = срад . 

Відповідь:   10ω π=  срад . 
 

Задача № 2 
 

Шків пасової передачі починає обертатися із стану спокою з 
сталим кутовим прискоренням і через  10 хвилин від початку 
руху має кутову швидкість, яка відповідає  120 об хв . 

Визначити  число обертів N, які зробив шків за  10 хвилин. 
 

Розв’язок. Число обертів  N   можна визначити, якщо відо-
мий кут  ϕ , на який повернувся шків за  10 хвилин.  

Оскільки       2 Nϕ π= ,    то      .
2

N
ϕ
π

=  

Кут повороту тіла при рівноприскореному обертанні дорів-
нює: 

2

0 0 .
2

t
t

εϕ ϕ ω= + +  

Оскільки         0 0ϕ =    і    0 0ω = ,   то  
2

2

tεϕ = . 

Таким чином:            
2

2 4

t
N

ϕ ε
π π

= = . 

Для визначення кутового прискорення  ε   скористаємося 
формулою для кутової швидкості при рівноприскореному обер-
танні тіла: 

0 tω ω ε= + . 

Оскільки   0 0ω = ,   то     .
t

ωε =  
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З іншого боку, через число обертів за хвилину 

30

nπω = . 

Тоді: 

30

n

t t

ω πε = = . 

 

Якщо підставити  ε   в формулу для  N ,  отримаємо: 
 

2 2

4 30 4 120

t nt nt
N

t

ε π
π π

= = =
⋅

. 

При  120n = об хв    і  600t = с, знайдемо:   
 

120 600
600

120
N

⋅= = об . 

 

Відповідь:   600N = об . 
 

Задача №3 
 

Колесо радіусом    0,2R = м   починає обертатися із стану 
спокою зі сталим прискоренням. Через  10t = c  від початку 
руху точка, що лежить на ободі колеса, має лінійну швидкість  

10V = м с . 
 

Визначити  швидкість, нормальне і дотичне прискорення 
точок обода колеса в момент  часу 1 15t = c   від початку руху. 

 

Розв’язок. Для визначення  1V , 
1na  і 

1
aτ   скористаємося за-

лежностями обертального руху: 
 

1 1 ;V Rω=    
1

2
1 ;na Rω=     

1
.a Rτ ε=  

Таким чином, для визначення  1V , 
1na   і  

1
aτ   треба знайти 

кутову швидкість і кутове прискорення колеса в момент часу  

1 15t = c . 
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Рис. 2.5 

О  

М  

ω  ε  

1V  

1a  

1na  

1τa  

Визначимо кутову швидкість в момент часу  10t = c . Оскі-
льки при  10t = c   швидкість точки обода колеса  10V = м с ,  
то: 

10
50

0,2

V

R
ω = = = срад . 

 

При рівноприскореному обертанні тіла  ( constε = )  кутова 
швидкість змінюється за законом:   0 tω ω ε= + . 

Оскільки   0 0ω = ,  то 

50
5

10t

ωε = = = срад . 

 

В момент часу  1 15t = c   кутова швидкість тіла відповідно 
буде дорівнювати: 

1 1 5 15 75tω ε= = ⋅ = срад . 
Тоді: 

1 1 75 0,2 15V Rω= = ⋅ = м с ; 

1

2 2
1 75 0,2 1125na Rω= = ⋅ = 2 ;м с  

1
5 0,2 1a Rτ ε= = ⋅ = 2

м с . 
 

 

На рис. 2.5. показані напрями 
визначених векторів.  

Оскільки  > 0ω   і  > 0ε , то 
напрями 1V   і  

1
aτ   збігаються. Но-

рмальне ж прискорення 
1na  на-

правлене до центра обертання 
шківа. 

 
Відповідь: 1 15V = м с ; 

1
1125na = 2 ;м с  

1
1aτ = 2 .м с  
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Задача№4 
 

Обертальний рух вала радіусом  0,1R = м   викликається 
вантажем  P ,  що підвішений до нитки, яка намотана на вал 

(рис.2.6). Вантаж  P   рухається верти-

кально за законом  2x t= , де  x   - від-
стань від тіла до точки збігу нитки з по-
верхні вала в метрах,  t   - час в секун-
дах. 

Визначити  кутову швидкість  ω   
і кутове прискорення  ε   вала та повне 
прискорення a  точки на поверхні вала 
в довільний момент часу  t . 

 
 

Розв’язок. Величина швидкості  V   точки  M   обода вала 
дорівнює швидкості нитки, що змотується з поверхні вала при 
опусканні вантажу P , а також швидкості вантажу Р. Швидкість 
же вантажу P   визначимо шляхом диференціювання його зако-
ну руху: 

( )2 2P
dx d

V V t t
dt dt

= = = = . 

Дотичне прискорення  aτ   точки  M  дорівнює прискорен-
ню вантажу  P ,  оскільки з цим прискоренням збігає нитка з 
поверхні вала: 

( )
2

2
2 2P

d x dV d
a a t

dt dtdt
τ = = = = = 2 .м с  

За відомими лінійною швидкістю і дотичним прискоренням 
точки  M   поверхні вала можна визначити кутову швидкість  ω   
і кутове прискорення ε  вала  : 

V Rω= ⋅     ⇒   
2

= 20
0,1

V t
t

R
ω = = ; 

a Rτ ε= ⋅     ⇒   
2

20
0,1

a

R

τ
ε = = = 2

срад . 

Рис. 2.6 

О  М  

,ω ε
 

P  

V  

a  

na  

aτ  

х 
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Тоді, нормальне прискорення точки  M   буде дорівнювати: 

( )22 220 0,1 40na R t tω= = ⋅ = . 

Для повного прискорення точки  M , що лежить на  поверх-
ні вала,  отримаємо: 

( ) ( )222 2 2 42 40 2 1 400na a a t tτ= + = + = + . 

Відповідь: 20tω = ;    20ε = 2
срад ;   42 1 400a t= + . 

 
Задача №5 

 
Передача складається з трьох шківів: 1, 2  і  3 (рис.2.7). Пе-

редача обертального руху від першого шківа на другий відбува-
ється за рахунок сил тертя в точці A  дотику  шківів. Причому, 
обертання відбувається без проковзування одного шківа віднос-

но другого. Другий і третій 
шків жорстко насаджені на 
один вал (вісь вала О2). Кут 
повороту першого шківа 
змінюється за законом:    

2 10t tϕ = − . 
 

Визначити  кутові 
швидкості і кутові приско-
рення шківів передачі та 
швидкості і прискорення 
точок дотикання шківів в 
момент часу  3t = c , якщо 
радіуси шківів: 

1 3 0,2r r= = м ; 2 0,4r = м . 
 

Розв’язок. Визначимо 
кутову швидкість і кутове прискорення шківа  1: 

( )2 10 2 10
d d

t t t
dt dt

ϕω = = − = − ; 

Рис. 2.7. 

1О  

1ω  

1ε  

2О  

ϕ  

1А
V  

2А
a  

τ
1А

а  

1 

2  

3  

2 3,ω ω  

2 3,ε ε  

2

n
Аa  

А  
3А

a  
1

n
Аa  



Кінематика 
——————————————————————————— 

40 

 

( )2 10 2
d d

t
dt dt

ωε = = − = 2
срад . 

 

В момент часу  3t = c : 

1 2 3 10 4ω = ⋅ − = − срад ;       1 2ε = 2
срад . 

Знак мінус при значенні  1ω   вказує на те, що напрям куто-
вої швидкості в момент часу  3t = c   в протилежний бік від до-
датного напряму відліку кута  ϕ . Оскільки знаки  1ω   і  1ε   різні, 
то кутове прискорення спрямоване в протилежний бік від куто-
вої швидкості.  

На рис  2.7  додатний напрям відліку кута  ϕ   обрано проти 
ходу годинникової стрілки. Тоді напрям  1ω   буде за ходом го-
динникової стрілки, а  1ε   проти ходу годинникової стрілки. За 

модулем  же 1ω   і  1ε   відповідно дорівнюють:  1ω =4 срад ;  

1ε =2 2
срад . 

Швидкість та прискорення точки  А  дотику першого шківа 
визначимо за формулами: 

1 1 1 4 0,2 0,8AV rω= = ⋅ = ;м с  

1 1 1 2 0,2 0,4Aa rτ ε= = ⋅ = 2
м с ; 

1

2 2
1 1 0,2 4 3,2n

Aa rω= = ⋅ = 2 .м с  

Швидкість  
1AV  направлена (рис  3.7) перпендикулярно до 

радіуса  1AO   за напрямом кутової швидкості  1ω .  Дотичне 

прискорення 
1Aaτ  направлене теж перпендикулярно до  1AO , але  

за напрямом  1ε . Нормальне прискорення  
1

n
Aa  направлене 

вздовж радіуса 1AO  до центра обертання 1O . 
Оскільки шківи 1 та 2 обертаються без проковзування в точ-

ці дотику, то швидкість і дотичне прискорення точки  А  другого 
шківа будуть дорівнювати швидкості і дотичному прискоренню 
точки  А  першого шківа, тобто: 
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1 2A AV V= ;        
1 2А Aa aτ τ= . 

Тоді: 

2 1
2

2 2

0,8
2

0,4
A AV V

r r
ω = = = = срад ; 

2 1
2

2 2

0,4
1

0,4
A Aa a

r r

τ τ

ε = = = = 2
срад . 

Обчислимо нормальне прискорення точки  А  другого шківа: 

2

2 2
2 2 2 0,4 1,6n

Aa rω= = ⋅ = 2 .м с  

Спрямоване нормальне прискорення точки  А  другого шкі-
ва вздовж радіуса  2AO   до центра обертання  2O . 

Напрям кутової швидкості другого шківа визначається на-
прямом швидкості точки  А,  тобто буде проти ходу годиннико-
вої стрілки. Напрям же кутового прискорення визначається на-
прямом дотичного прискорення, тобто буде за ходом годинни-
кової стрілки. 

Повні прискорення точок дотику шківів: 

( ) ( )
1 1 1

2 2 2 2
0,4 3,2 3,225n

A A Aa a aτ= + = + = 2 ;м с  

( ) ( )
2 2 2

2 2 2 2
0,4 1,6 1,65n

A A Aa a aτ= + = + = 2 .м с  

Оскільки шківи  2  та  3  жорстко насаджені на один вал, то 
їх кутові швидкості і кутові прискорення будуть однаковими, 
тобто: 

3 2 2ω ω= = срад ;     3 2 1ε ε= = 2
срад . 

 

Відповідь: 1 4ω = срад ; 2 3 2ω ω= = срад ; 0,8AV = ;м с   

1
3,225Aa =  2 ;м с

2
1,65Aa = 2 .м с  

 
Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи:   13.11; 

13.16; 13.19 [ ]2  
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Тема 3. СКЛАДНИЙ РУХ ТОЧКИ 
 

Заняття № 4 
 

Зміст 

3.1. Відносний, переносний і абсолютний рух точки. 
3.2. Відносні, переносні та  абсолютні  швидкості  і приско-

рення. 
3.3. Додавання   швидкостей  та  прискорень  при складному 

русі точки. 
3.4. Прискорення Коріоліса. 
3.5. Контрольні запитання. 
3.6. Приклади розв’язування задач. 

 

3.1. Відносний, переносний і абсолютний рух точки 

При дослідженні руху точки обирають деяку систему відлі-
ку (теми 1 і 2), відносно якої розглядають рух точки.  

В деяких випадках доводиться розглядати рух точки відно-
сно двох різних систем відліку. Наприклад, рух пасажира в по-
тязі можна розглядати як по відношенню до потяга, так і по від-
ношенню до Землі. 

При цьому рух однієї і тієї ж точки  відносно двох різних 
систем відліку буде різним. Наприклад, точка ободу колеса залі-
зничного вагона, що рухається, відносно Землі пише циклоїду, а 
відносно вагона – коло. 

При розгляді руху точки по відношенню до двох систем 
відліку та система, яка в даній задачі умовно прийнята за неру-
хому, називається основною системою відліку (нерухомою), а 
система, яка рухається відносно основної, називається рухомою 
системою відліку. 

Рух точки відносно основної системи відліку назива-
ється абсолютним рухом, а її рух відносно рухомої сис-
теми відліку – відносним рухом. 
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Рух точки відносно основної системи відліку назива-
ється абсолютним рухом, а її рух відносно рухомої сис-
теми відліку – відносним рухом. 

Нехай є дві системи координат Oxyz і  O x y z′ ′ ′ ′   та деяка ру-
хома точка  М (рис.3.1). 

Оберемо систему координат  
Oxyz  за основну. Тоді рух сис-

теми O x y z′ ′ ′ ′  відносно системи 
Oxyz буде переносним. Рух точ-

ки  M  відносно системи  O x y z′ ′ ′ ′  
буде відносним, а рух точки M  
відносно системи Oxyz буде аб-
солютним. 

Треба зауважити, що перено-
сним рухом є рух не самої точки M , а того тіла, з яким 
пов’язана рухома система координат O x y z′ ′ ′ ′ , тоді як відносний 
і абсолютний рух є рухом самої точки M , який розглядається 
відповідно відносно рухомої і основної систем відліку. В пере-
носному русі рухома система координат може мати будь-який 
вид руху. 

Основна задача цього розділу полягає в тому, щоб за відо-
мими відносним і переносним рухами визначити абсолютний 
рух точки (рух точки  M   відносно системи відліку Oxyz). 

Вибір основної та рухомої систем відліку, а відповідно, і 
поділ руху точки на абсолютний та відносний залежить від по-
становки конкретної задачі. У більшості випадків за основну 
систему відліку приймають систему, яку пов’язано з Землею. 
 

3.2. Відносні, переносні і абсолютні швидкості  
та прискорення 

 

Відносною швидкістю  відV   точки називається її 
швидкість у відносному русі, тобто по відношенню до 
рухомої системи відліку. 

x  

y  

M  

О  

z  

x′  

y′  

z′  

Рис. 3.1 

О′  



Кінематика 
——————————————————————————— 

44 

Абсолютною швидкістю  абсV   точки називається 
її швидкість в абсолютному русі, тобто по відношенню 
до основної системи відліку. 

Переносною швидкістю  перV
  називається швид-

кість відносно основної системи відліку тієї точки ру-
хомої системи відліку, з якою в даний момент часу збі-
гається точка, що рухається. 

Аналогічно введемо поняття відносного, абсолютного та 
переносного прискорення точки. 

Відносним прискоренням  відa   точки називається її 
прискорення у відносному русі, тобто по відношенню до 
рухомої системи відліку. 

Абсолютним прискоренням  абсa  точки називаєть-
ся її прискорення в абсолютному русі, тобто по відно-
шенню до основної системи відліку. 

Переносним прискоренням перa
 називається при-

скорення відносно основної системи відліку тієї точки 
рухомої системи відліку, з якою в даний момент часу 
збігається точка, що рухається. 

Звернемо увагу на те, що переносний рух – це рух усієї ру-
хомої системи відліку, тобто деякого тіла, з яким пов'язана ру-
хома система координат, а переносна швидкість і переносне 
прискорення  – це швидкість і прискорення конкретної точки 
цього тіла. 
 

3.3. Додавання швидкостей та прискорень 
при складному русі точки 

 

Залежність між абсолютною, переносною та відносною 
швидкостями точки визначається теоремою додавання швид-
костей, згідно якій абсолютна швидкість точки дорівнює век-
торній сумі переносної та відносної швидкостей: 
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,абс від перV V V= +    (3.1) 

де         абсV   – абсолютна швидкість точки; 

відV   – відносна швидкість точки; 

перV  – переносна швидкість. 

Для визначення відносної швидкості точки достатньо поду-
мки зупинити переносний рух і знайти за правилами кінематики 
швидкість точки відносно системи відліку, яка була рухомою. 

Для визначення переносної швидкості – достатньо подумки 
зупинити відносний рух і знайти переносну швидкість як швид-
кість тієї точки рухомої системи відліку, з якою в даний момент 
часу збігається точка, що рухається. 

Залежність між абсолютним, відносним і переносним при-
скоренням точки при поступальному русі рухомої системи від-
ліку виражається векторним рівнянням: 

,абс від перa a a= +           (3.2) 

де     абсa  – абсолютне прискорення точки; 

відa  – відносне прискорення точки; 

перa  – переносне прискорення точки. 

Якщо переносним рухом є обертальний, або складний, то 
теорема про додавання прискорень набуває вигляду: 

,абс від пер Кa a a a= + +                            (3.3) 

де Кa  – прискорення Коріоліса (поворотне прискорення точки). 
 

3.4. Прискорення Коріоліса 
 

Вектор коріолісового прискорення визначається як 
подвоєний векторний добуток кутової швидкості ω  
переносного обертання на  відносну швидкість відV  то-
чки:  
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( )2 .К відa Vω= ⋅ ×                                  (3.4) 

Модуль коріолісового прискорення дорівнює: 

2 sin( , )відК відa V Vω ω
∧

= ⋅ ⋅ ⋅ , 

де     , відVω
∧

  – кут між векторами  ω   і   відV . 

Прискорення Коріоліса характеризує: 
- зміну модуля і напряму переносної швидкості точки 

внаслідок її відносного руху; 

- зміну напряму відносної швидкості точки внаслідок 
обертального переносного руху. 

Прискорення Коріоліса дорівнює нулю в трьох випадках: 

• якщо 0ω = , тобто у випадку поступального переносного 
руху або в момент, коли кутова швидкість не поступа-
льного переносного руху набуває значення нуль; 

• якщо 0відV = , тобто у випадку, коли точка знаходиться в 
стані спокою по відношенню до рухомої системи   відліку ; 

• якщо sin( , ) 0відVω
∧

= , тобто у випадку, коли відносна 
швидкість точки паралельна осі переносного обертання. 

Напрям прискорення Коріоліса визначається як напрям 

вектора векторного добутку ( )відVω × . 

Нехай точка M  (рис.3.2) рухається 
з швидкістю  відV  відносно тіла, яке обе-
ртається навколо осі  z  з кутовою шви-
дкістю  ω . Якщо побудувати в точці M   
крім відV  вектор ω , то вектор векторно-

го добутку ( )відVω × , тобто вектор корі-

олісового прискорення Кa , буде напра-

M  

Рис. 3.2 

ω  
ω  

відV  

Ка  

z  
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влений перпендикулярно до площини, в якій лежать вектори  ω   
і  відV  в той бік , звідки поворот вектора  ω   до вектора віднос-

ної швидкості  відV  на найменший кут видно проти ходу годин-
никової стрілки. 

Для визначення напряму коріолісового прискорення зручно 
користуватися правилом Жуковського: щоб знайти напрям ко-
ріолісового прискорення треба спроектувати відносну швид-
кість точки відV   на площину, що перпендикулярна до осі пере-
носного обертання, і повернути в цій площині отриману проек-

цію на  90�    в бік переносного обертання (рис.3.3). 
Дійсно, отриманий напрям Кa  
(рис.3.3) перпендикулярний до пло-
щини трикутника, який утворений 
відносною швидкістю відV  і її проек-

цією  відV ′ , а  ця  площина збігається з 

площиною векторів  ω   і відV , до якої 
повинен бути перпендикулярним век-
тор коріолісового прискорення. 

 

Якщо вектор  ω   перпендикуля-

рний до  відV , тобто , 90відVω
∧

= �     і     відповідно     

sin( , ) 1відVω
∧

= ,    то    величина коріолісового прискорення буде 
дорівнювати: 

2 · .к відa Vω=                                   (3.5) 

Такий випадок можливий, якщо відно-
сний рух точки відбувається в площині пе-
рпендикулярній до осі переносного обер-
тання. В цьому випадку вектори  відV , ω  і 

Кa  взаємно перпендикулярні (рис. 3.4). 
 

 

Рис. 3.4 

ω  

відV  
Ка  

M  

Рис. 3.3 
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Розглянемо два приклади визначення модуля і напряму ко-
ріолісового прискорення. 

Приклад 1. Диск обертається навколо осі, яка перпендику-
лярна до його площини, проти ходу годинникової стрілки з ку-
товою швидкістю 20ω = p c . По хорді диска від точки  K до 
L   рухається точка  M . 

Визначити модуль і напрям коріолісового прискорення то-
чки M   в зображеному на рис. 3.5 положенні, якщо відносна 
швидкість  5відV = м с . 

Точка M  рухається в площині диска яка перпендикулярна 
до осі  обертання, тобто кут між векторами ω   і  відV  складає  

90� . Враховуючи, що sin( , ) 1відVω
∧

= , модуль прискорення Ко-
ріоліса дорівнює: 

2 2 20 5 200К відa Vω= ⋅ = ⋅ ⋅ = 2
м с . 

Оскільки вектор відносної швидкості лежить в площині пе-
рпендикулярній до осі обертання, то для визначення напряму 
прискорення Коріоліса згідно правила Жуковського треба пове-
рнути вектор  відV  за напрямом кутової швидкості  ω   перенос-

ного руху на кут  90�   (рис.3.5). 
Приклад 2.  Визначити модуль і напрям коріолісового 

прискорення точки  M , яка рухається по твірній ВN  кругового 
конуса від вершини  В  до точки  N . Конус обертається навколо 
своєї осі з кутовою швидкістю 10ω = p c  в напрямі, показано-

му на рис.3.6, кут нахилу твірної до 

осі конуса  30AВN α∠ = = � , відно-
сна швидкість точки  5відV = м с . 

Відкладемо вектор кутової 
швидкості  ω   переносного оберта-
льного руху по осі обертання в бік, з 
якого обертання видно проти ходу 
годинникової стрілки. Відносну 
швидкість відV  спрямуємо від точки 

M  
�90  

Рис. 3.5 

ω  

відV  

Ка  

О  

К  L  
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M   до точки  N . Тоді  кут між векторами ω  і відV  (рис.3.6) 
складе: 

( , ) 180 180 30 150відVω α
∧

= − = − =� � � � . 

Модуль прискорення Коріоліса точки  M  дорівнює: 

( )2 sin( , ) 2 sin 180відК від відa V V Vω ω ω α
∧

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ − =  

2 sin 2 10 5 sin30 50відVω α= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =� 2
м с . 

Щоб знайти напрям при-
скорення Коріоліса (рис.3.6), 
спроектуємо вектор віднос-
ної швидкості відV  на  пло-
щину S, яка перпендикуляр-
на до осі обертання  конуса. 

Проекція відносної 
швидкості відV ′  направлена 
по прямій  МК, яка є продов-
женням радіуса СМ.  

Якщо повернути проек-
цію відV ′  в напрямі обертання 

конуса на кут �90 , встанов-
люємо, що вектор Кa  коріо-
лісового прискорення  напра-

влений за дотичною до кола радіусом  СМ  в бік обертання ко-
нуса. 

 
3.5. Контрольні запитання 

1. Що називається відносним і абсолютним рухом точки? 
2. Що називається переносним рухом? 
3. Які швидкості точки називаються відносною і абсолют-

ною? 

Рис. 3.6 
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4. Як визначити абсолютну швидкість точки при складно-
му русі? 

5. Як визначити абсолютне прискорення точки при склад-
ному русі? 

6. Яка причина виникнення коріолісового прискорення? 
7. Як знайти модуль і напрям коріолісового прискорення? 
8. В яких випадках коріолісове прискорення точки дорів-

нює нулю? 
 

3.6. Приклади розв’язування задач 
 

Задача №1 

Клин АВС (рис.3.7) з кутом 
нахилу робочої поверхні α , 
який рухається поступально по 
горизонтальній поверхні з швид-
кістю u , піднімає стержень  
DE , який рухається в вертика-
льному напрямі. 

 

Знайти  абсолютну швид-
кість стержня  DE . 

 

Розв’язок.  Враховуючи, що стержень  DE  у вертикальному 
напрямі буде рухатися прямолінійно поступально, то достатньо 
визначити швидкість будь якої його точки. 

Розглянемо рух точки  D  стержня.  

Оскільки точка D   стержня повинна увесь час торкатися 
клина ABC, то розглянемо її рух як складний - відносним буде 
рух точки D   по відношенню до клина, а переносним - рух точ-
ки D   разом з клином. 

По відношенню до клина точка  D  стержня може рухатися 
тільки вздовж робочої поверхні АВ. Таким чином, відносна 
швидкість  відV   буде напрямлена вздовж АВ. 

Клин ABC рухається поступально горизонтальною поверх-
нею, тобто швидкості всіх його точок однакові. Таким чином, 

С  

Рис. 3.7 
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переносна швидкість перV  точки  D  стержня, яка збігається з 

точкою D  клина, буде дорівнювати u . 

Абсолютну швидкість точки D   стержня визначимо з век-
торного рівняння: 

абс від перV V V= + .                                   (1) 

Для розв'язання векторного рівняння (1) побудуємо парале-
лограм на векторах перV  і відV  (рис.3.7). При побудові треба 

врахувати, що абсV , як діагональ паралелограма,  повинна бути 
направлена вертикально. 

Оскільки кут між векторами перV  і абсV  прямий, то отримає-

мо: 

абс перV V tg u tgα α= ⋅ = ⋅ . 

Відповідь:  абсV u tgα= ⋅ . 
 

Задача № 2 
 

Круг радіусом r  (рис.3.8) рівномірно обертається в своїй 
площині навколо центра О  за ходом годинникової стрілки і ро-
бить 1n  обертів за хвилину. По кругу рівномірно в протилежно-

му напрямі рухається точка  М  і робить  2n   обертів за хвилину. 

Знайти  абсолютне прискорення точки  М. 
Розв’язок.  Рух точки М  розглянемо як складний. Перенос-

ним рухом буде обертання круга разом з точкою М навколо 
центра О, а відносним – рух точки 
М по кругу. 

Абсолютне прискорення точки  
М, враховуючи, що переносним 
буде обертальний рух, дорівнює: 

абс від пер Кa a a a= + + . 

Оскільки переносний рух обе-
ртальний, то переносне приско-

M  

Рис. 3.8 
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Ка  О  
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рення точки круга, з якою збігається точка М,  буде мати норма-

льну n
перa  і тангенціальну перaτ  складову.  

Враховуючи, що при рівномірному обертанні  кутове при-
скорення 0ε = , тангенціальна складова переносного приско-
рення  

0перa rτ ε= ⋅ = . 

Величина переносного нормального прискорення n
перa  ви-

значимо з формули: 
2
1

n
перa rω= , 

де 1
1 30

nπω = – кутова швидкість круга. 

Направлене це прискорення вздовж радіуса від точки М  до 
точки О  (рис.3.8). 

Враховуючи те, що точка  М  по кругу радіуса r  рухається 
рівномірно, модуль відносного прискорення буде мати теж тіль-

ки одну нормальну складову  n
відa : 

2
2 ,n

відa rω= ⋅  

де    2
2 30

nπω =  – кутова швидкість обертання точки М  по кругу. 

Направлене це прискорення від точки  М  до точки О  
(рис.3.8). 

Оскільки точка М рухається в площині, перпендикулярній 
до осі обертання, то прискорення Коріоліса визначається за фо-
рмулою: 

12К відa Vω= ⋅ . 

Враховуючи, що 2відV rω= ⋅ , дістанемо:  

1 22Кa rω ω= ⋅ ⋅ . 

Для визначення напрямку коріолісового прискорення пове-
рнемо вектор відносної швидкості  відV , який направлений за 
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дотичною до круга, в напрямі переносної кутової 1ω  на 90�  
(рис.3.8). Таким чином, це прискорення спрямоване вздовж ра-
діуса від центра обертання О. 

Оскільки всі прискорення направлені вздовж однієї прямої, 
то їх можна додати алгебраїчно: 

n n
абс пер від Кa a a a= + − , 

або з урахуванням виразів для n
перa , n

відa  та Кa : 

( ) ( )22 2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2 1 22 2абсa r r r r rω ω ω ω ω ω ω ω ω ω= + − = − + = − . 

Підставивши залежності для кутових швидкостей 1ω  і 2ω , 
отримаємо: 

( )
2 2

21 2
1 2 .

30 30 900абс

n n
a r r n n

π π π = − = − 
 

 

Відповідь:  ( )
2

2
1 2 .

900абсa r n n
π= −  

 
Задача №3 

 

По хорді  АВ  диска, що обертається, від точки  А до точки В 

рухається точка  М , згідно рівнянню 24 ,S t=  кут повороту дис-
ка змінюється за законом  8tϕ = . 

Визначити  абсолютні швидкості та прискорення точки М 
в момент часу, коли вона знаходиться на відстані 0,2h = м  від 
осі обертання диска (рис.3.9). 

Розв’язок. У даній задачі переносним рухом буде обертання 
диска за законом  8 ,tϕ =  а відносним – рух точки по хорді  АВ 

за законом  24S t= . 

Запишемо рівняння для визначення абсолютної швидкості 
точки М: 
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.абс від перV V V= +  

Для визначення відносної швидкості зупинимо переносне 
обертання диска і будемо розглядати рух точки по відношенню 

до нерухомого диска. Оскільки закон відносного руху  24S t= , 
то величина відносної швидкості визначається як перша похідна 
від шляху за часом: 

( )24 8 .від

ds d
V t t

dt dt
= = =  

Вектор відносної швидкості направлений по хорді АВ (рис. 
3.9) від точки А до точки В. 

Переносною швидкістю  перV  

точки М буде швидкість тієї точ-
ки диска, з якою в даний момент 
збігається точка  М. 

З умови задачі витікає, що 
точка  М  в даний момент часу 
знаходиться посередині хорди  
АВ  на відстані  h   від осі обер-
тання диска. 

Переносна швидкість обертального руху визначається за 
формулою:  

перV hω= ⋅ , 

де ω   – кутова швидкість переносного обертального руху. 

Кутову швидкість переносного обертального руху  знайде-
мо як першу похідну від кута повороту  ϕ   за часом: 

( )8 8пер

d d
t

dt dt

ϕω = = =  рад/с. 

Таким чином, переносна швидкість обертального руху дорі-
внює: 

8 0,2 1,6перV = ⋅ = м с . 

M  

Рис. 3.9 
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Вектор переносної швидкості направлений перпендикуляр-
но радіусу  OM   в бік обертання диска. 

Оскільки вектори  відV  і перV   направлені вздовж однієї 

прямої в різні боки (рис. 3.9), то для визначення абсолютної 
швидкості від операції векторного додавання швидкостей можна 
перейти до їх алгебраїчного додавання. 

Тоді: 

1,6 8абс пер відV V V t= − = − . 

В залежності від абсолютних значень швидкостей перV  і відV , 

вектор абсV   буде направлений або в бік перV , або в бік відV . 

Визначимо абсолютне прискорення точки M . Оскільки пе-
реносний рух є обертальним, то абсолютне прискорення точки 
дорівнює: 

абс отн від Кa a a a= + + . 

Модуль відносного прискорення визначимо як похідну від 
відносної швидкості за часом: 

( )8 8від
від

dV d
a t

dt dt
= = = м/с2. 

Спрямований вектор відa  вздовж хорди AB від точки A  до 
точки  B  (рис.3.10). 

Переносне прискорення перa  

точки диска, яка збігається з точ-
кою  M , враховуючи, що вона ру-
хається по колу радіусом  h , скла-
дається із переносного тангенціа-
льного (дотичного) прискорення 

перaτ  і переносного нормального 

прискорення n
перa : 

Рис. 3.10 

перω  

відV  

абса  

M  

О  

А  В  перV  

h
 

віда  

Ка  

n
пера  
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n
пер пер перa a aτ= + . 

Обчислимо модулі нормального n
перa  і тангенціального перaτ  

прискорень: 

2 28 0,2 12,8n
перa hω= ⋅ = ⋅ =  м/с2; 

0перa hτ ε= ⋅ = , 

де  ( )8 0
d d

dt dt

ωε = = =  – кутове прискорення переносного обер-

тального руху. 
 

Переносне нормальне прискорення направлене вздовж ра-
діуса до центра обертання  O   (рис.3.10). 

Оскільки рух точки  M   відбувається в площині, перпенди-
кулярній до осі обертання, то прискорення Коріоліса визнача-
ється з формули: 

2К пер відa Vω= ⋅ = 2 8 8 128 .t t⋅ ⋅ =  

Для визначення напряму прискорення Коріоліса (рис.3.10) 

необхідно вектор відносної швидкості  відV  повернути на 90�  в 

бік кутової швидкості  перω  переносного обертального руху, 

тобто проти ходу годинникової стрілки. 

Для визначення величини і напряму абсолютного приско-

рення  абсa   спочатку додамо вектори n
перa  і Кa , які направлені 

вздовж однієї прямої в протилежні боки. Знайдена векторна су-

ма  n
пер Кa a a∑ = +  направлена перпендикулярно до вектора відa  і 

за модулем дорівнює 12,8 128a t∑ = − . 

Таким чином, абсолютне прискорення точки  M   дорівнює 
сумі векторів: 

абс відa a a∑= + . 
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Оскільки вектор  відa   перпендикулярний до вектора a∑ , то 

вектор абсa  буде зображатися діагоналлю прямокутника з сто-

ронами відa   і a∑  (рис.3.10). 

Модуль абсолютного прискорення буде дорівнювати: 

( )22 2 64 12,8 128абс відa a a t∑= + = + − . 

Відповідь:     1,6 8абсV t= − ;  ( )2
64 12,8 128 .абсa t= + −  

 

Задача №4 
 

До складу механізму Вітворта 
(рис.3.11) входить: кривошип 1, повзун 2 
і куліса 3. Кривошип 0,2OB = м  меха-
нізму обертається з сталою кутовою 
швидкістю 1 10ω =  рад/с. 

 

Визначити швидкість і приско-
рення точки  В та кутову швидкість і 
кутове прискорення куліси  3 механі-
зму  в положенні, 

 коли: 90α = � ;  30β = � . 

Розв’язок.  Особливість цього 
механізму полягає в тому, що в точці  

B  між собою з’єднуються кривошип 1, повзун 2 і куліса 3 
(рис.3.12). 

Кривошип 1 і повзун 2 між собою з’єднані циліндричним 
шарніром, що дозволяє повзуну відносно кривошипа повертати-
ся, а на кулісі 3 паралельно її осі зроблені напрямні, по яким по-
взун 2 може рухатися поступально. 

При повороті кривошипа 1 повзун 2 ковзає по кулісі 3 і при-
мушує її повертатися навколо точки 1O . Відстань від точки 1O  до 

точки  B  на кулісі 3 з поворотом кривошипа 1 змінюється. 

О  

1О  

В  

3  

2  

1 

β  

α  

Рис. 3.11 

А  

А  

1ω  
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Такий механізм дозволяє перетворити обертальний рух 
кривошипа в коливальний рух куліси, якщо  1 1OO O B> , або в 
обертальний, з іншим законом зміни кутової швидкості ніж у 
кривошипа, рух куліси, якщо 1 1OO O B< . 

Таким чином, в точці  B  
механізму (рис.3.12) будемо 
розглядати  три  різні  точки:  

1B , що належить кривошипу 1; 

2B  –- повзуну 2 та  3B  – кулісі 
3.  Усі  ці  точки  лежать  одна 
під другою на рис.3.11. 

Перед розв’язуванням за-
дачі в довільному масштабі 
побудуємо схему механізму 
(рис.3.13,а) для заданого поло-
ження кривошипа. 

Першою визначимо швидкість точки  1B  , що належить 
кривошипу 1, який обертається навколо точки  O  з кутовою 
швидкістю  1ω : 

( )
1 1 10 0,2 2BV OBω= ⋅ = ⋅ = м с . 

Направлена швидкість 
1BV  перпендикулярно до OB в бік 

обертання кривошипа 1 (рис.3.13,а). 

Швидкість точки  2B , що належить повзуну 2, який з’єдна-

ний з кривошипом 1 шарніром, дорівнює швидкості точки 1B : 

2 1B BV V= . 

Для визначення швидкості точки  3B  куліси 3, приймемо 
рух повзуна 2 за переносний. Тоді куліса 3 відносно повзуна 2 
може рухатися поступально і швидкість точки 3B  куліси 3 від-

носно точки 2B  повзуна 2 буде направлена вздовж напрямних, 

тобто вздовж 1BO .  

1 (кривошип) 

2  (повзун) 

3  (куліса) 

21,ВВ  

3В  

Рис. 3.12 

Перетин АА−  
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Запишемо рівняння для швидкостей при складному русі то-
чки  3B  відносно 2B : 

3 2 3 2B B B BV V V= + ,                                   (1) 

де   
2BV – переносна швидкість точки  2B   повзуна, яка в даний 

момент часу збігається з точкою 3B  куліси. Ця швид-
кість уже визначена; 

     
3 2B BV – відносна  швидкість  точки 3B   відносно  2B . Направ-

лена ця швидкість вздовж 1BO ; 

        
3BV – абсолютна швидкість точки 3B  куліси 3. Враховуючи, що 

куліса 3 обертається навколо нерухомої точки  1O , то ця 

швидкість буде направлена перпендикулярно до 1BO . 

Векторне рівняння (1) розв’яжемо шляхом побудови плану 
швидкостей. 

Оскільки напрями швидкості в правій і в лівій частині рів-
няння (1) відомі, то з полюса плану швидкостей спочатку побу-
дуємо праву частину рівняння, а потім ліву. 

Рис. 3.13 

О  

1О  

В  

3  

2  

1 

�30  
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, BB VV  
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23,ωω  
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12,bb  

p  
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e  

d  

�60  

�30  

б) в) 

2ω  
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Згідно  правій  частині  рівняння  (1) з  полюса  p  

(рис.3.13,б) відкладаємо вектор ( )2pb  за напрямом  
2BV   

(рис.3.13,а), який в масштабі буде зображати цю швидкість. 
(Оскільки  

2 1B BV V= , то швидкості цих точок на плані будуть 

зображатися одним вектором, тобто на плані швидкостей точки 

2b  і 1b  збігаються). Через точку  2b  проведемо лінію ed  парале-

льно 1O B, вздовж якої від точки 2b  буде направлений вектор, 

що буде зображати відносну швидкість 
3 2B BV  (величина і на-

прям цієї швидкості невідомі). 

Тепер побудуємо ліву частину рівняння (1). Оскільки абсо-
лютна швидкість 

3BV  направлена перпендикулярно до 1BO , то з 

полюса  p   за цим напрямом проводимо лінію до перетину в 

точці  3b   з  лінією  ed . Точка перетину  3b   буде розв'язком ве-
кторного рівняння (1). 

Вектор ( )3pb  на плані швидкостей в масштабі зображає абсо-

лютну швидкість  
3BV , а вектор ( )2 3b b  – відносну швидкість 

3 2B BV . 

Оскільки на плані швидкостей вектор ( )2pb  перпендикуля-

рний до OB, а ( )3pb  перпендикулярний до 1O B, то кут між ци-

ми векторами дорівнює куту між OB і 1O B на схемі механізму, 

тобто 60� . 

Кут при вершині 3b  плану швидкостей буде прямим, оскільки 

лінія  3pb  перпендикулярна до 1O B, а лінія ed  паралельна 1O B. 

Таким чином трикутник 2 3pb b  на плані швидкостей прямо-

кутний, з кутами при вершинах: 60p∠ = �  і 2 30b∠ = � . 

З плану швидкостей визначаємо: 

( ) ( )3 2 sin30 ,pb pb= �  або 
3 2

sin30 2 0.5 1B BV V= = ⋅ =�

м с ; 
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( ) ( )2 3 2 sin60b b pb= � ; або 
3 2 2

sin60 2 0,886 1,72B B BV V= = ⋅ =�

м с . 

Враховуючи те, що куліса 3 обертається навколо точки 1O , 

то для кутової швидкості куліси  3ω  отримаємо: 

( )
3

3
1

1
2,5

0,4
BV

O B
ω = = = срад , 

де  1( )O B  – довжина куліси для цього положення механізму. З 

1OBO∆  (рис.3.13,а):   1
( ) 0,2

( ) 0,4
0,5sin30

ОВ
О В = = =

�

м . 

Оскільки повзун 2 відносно куліси 3 рухається поступально, 
то 2 3ω ω= . 

Для визначення напряму кутової швидкості 3ω  попередньо 

перенесемо вектор 
3BV  в точку B  механізму (рис.3.13,а). Кутова 

швидкість  3ω  направлена проти ходу годинникової стрілки. 

Визначимо прискорення точок механізму.  

Оскільки кривошип 1 обертається навколо центра  О з ста-
лою кутовою швидкістю 1ω  ( )1 0ε = , то прискорення точки  1B  

має тільки нормальну складову: 

( )
1 1

2 2
1 10 0,2 20n

B Ba a OAω= = = ⋅ = 2
м с . 

Спрямоване прискорення точки 1B  вздовж кривошипа до 
центра обертання  О (рис.3.14,а). 

Прискорення точки 2B  повзуна 2, враховуючи, що кривошип і 

повзун з'єднані шарніром, дорівнює прискоренню точки 1B : 

2 1B Ba a= . 
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Для прискорення точки 3B  куліси 3 запишемо векторне рів-

няння для складного руху точки, врахувавши при цьому, що рух 
повзуна 2 прийнято за переносний: 

3 2 3 2 3 2

від К
B B B B B Ba a a a= + + ,                              (2) 

 
де  

3Ba  – абсолютне прискорення точки 3B ; 

2Ba  – переносне прискорення точки 2B  повзуна, яка в даний 

момент часу збігається з точкою 3B  куліси; 

3 2

від
B Ba  –прискорення точки 3B  відносно 2B , направлене по осі 

куліси 1O C ; 

3 2

К
B Ba  – коріолісове прискорення точки  3B . 

 

Оскільки відносний рух відбувається в площині, перпенди-
кулярній до осі обертання повзуна 2, то коріолісове прискорення 
визначимо з формули: 

3 2 3 222 2 2,5 1,73 8,65К
B B B Ba Vω= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = 2

м с . 

Рис. 3.14 
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де  2ω  – кутова швидкість обертального переносного руху пов-

зуна 2, 2 3 2,5ω ω= = срад ; 

3 2B BV  – відносна  швидкість  точки  3B   відносно  2B , 

3 2
1,73B BV = м с . 

Для визначення напряму коріолісового  прискорення необ-

хідно вектор відносної швидкості  
3 2B BV  повернути на 90�  в бік 

переносного обертального руху, тобто в напрямі кутової швид-
кості  2ω . Напрям повернутого вектора  (рис.3.13,в), який буде 

перпендикулярний до осі куліси 1O B, відповідає напряму коріо-
лісового прискорення. 

З іншого боку, точка 3B  належить кулісі 3, яка обертається 

навколо центра 1O . Таким чином, прискорення 
3Ba  буде мати 

дві складові:  

3 3 3

n
B B Ba a aτ= + ,                                     (3) 

де  
3

n
Ba  – нормальне прискорення точки 3B  при її обертанні на-

вколо точки 1O , направлене по осі куліси від точки 

B  до точки 1O  (рис.3.14,а) і за модулем дорівнює:  

( )
3

2 2
3 1 2,5 0,4 2,5n

Ba O Bω= = ⋅ = 2
м с ; 

      
3Baτ  – тангенціальне прискорення точки 3B  при її обертанні 

навколо точки 1O , направлене перпендикулярно до 

осі  куліси 1O B і за модулем дорівнює: 

( )
3 3 1Ba O Bτ ε= . 

Розв'яжемо систему векторних рівнянь (2, 3) графічно,  
шляхом побудови плану прискорень. 

Першим побудуємо векторне рівняння (2). З довільного по-

люса π  (рис.3.14,б) відкладемо напрямлений відрізок ( )2bπ , 
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який зображає прискорення 
2 1B Ba a=  і спрямований паралельно 

лінії  BO  від точки В до точки О. 

 Довжину відрізка ( )2bπ  оберемо 50мм . Тоді масштабний 

коефіцієнт плану прискорень буде рівний: 

( )
2

2

20
0,4

50
B

a

a

b
µ

π
= = =

2

м

с мм⋅
. 

Від точки 2b  відкладемо вектор 
3 2B BK , який зображає коріолі-

сове прискорення  
3 2

К
B Ba . Спрямований цей вектор перпендикулярно 

до осі куліси 1BO  за визначеним раніш напрямом (рис.3.13,в).  

Довжина вектора 
3 2B BK  дорівнює: 

3 2
3 2

8,65
21,62

0,4

К
B B

B B
a

a
K

µ
= = = мм . 

Через кінець вектора 
3 2B BK  проводимо лінію ml , вздовж 

якої буде направлений вектор 
3 2B Br , який буде зображати відносне 

прискорення 
3 2

від
B Ba . Напрям і довжина цього вектора невідомі. 

Наступним побудуємо векторне рівняння (3). З полюса  
π   відкладемо вектор 

3Bn , який зображає нормальне приско-

рення 
3

n
Ba . Спрямований цей вектор паралельно осі куліси 1BO  

від точки B  до точки 1O  і має довжину: 

3
3

2,5
6,2

0,4

n
B

B
a

a
n

µ
= = = мм . 

Через кінець вектора  
3Bn  проводимо лінію sh, вздовж якої 

буде спрямований вектор 
3Bτ , який буде зображати тангенціа-

льне прискорення 
3Baτ . 
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Розв'язком системи (2, 3) буде точка перетину ліній ml  і 

sh, а вектор ( )3bπ  буде зображати прискорення 
3Ba . 

З плану прискорень визначаємо: 

( )
3 3 22,4 0,4 8,9B aa bπ µ= = ⋅ = 2

м с ; 

3 3
21,6 0,4 8,6B B aaτ τ µ= ⋅ = ⋅ = 2

м с ; 

3 2 3 2
19 0,4 7,6від

B B B B aa r µ= ⋅ = ⋅ = 2
м с . 

Кутове прискорення куліси 3 і повзуна 2 визначимо через 

відоме тангенціальне прискорення 
3Baτ : 

( )
3

2 3
1

8,6
21,6

0,4
Ba

O B

τ

ε ε= = = = 2
срад . 

Для визначення напряму кутового прискорення 3ε  треба 

перенести в точку B  механізму  тангенціальне прискорення 
3Baτ  

(рис.3.14,а). Кутове прискорення  3ε  спрямоване проти ходу 
годинникової стрілки. 

Відповідь: 
3

1BV = м с ;       3 2,5ω = срад ; 

3
8,9Ba = 2

м с ;  3 21,6ε = 2
срад . 
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Тема 4.  ПЛОСКИЙ РУХ ТІЛА 
 

ЗАНЯТТЯ № 5 
 

Визначення швидкостей точок тіла 
 

Зміст 
 

4.1. Рівняння плоского руху. 
4.2. Швидкості точок плоскої фігури. Миттєвий центр 

швидкостей. 
4.3. Порядок розв’язування задач. 
4.4. Контрольні запитання. 
4.5. Приклади розв’язування задач. 

 
4.1. Рівняння плоского руху 

 

Плоским називається такий рух тіла, при якому 
траєкторії усіх його точок лежать в площинах, що па-
ралельні до даної нерухомої площини. 

При такому русі усі точки твердого тіла, що лежать на пер-
пендикулярі до цієї площини, мають однакові траєкторії, швид-
кості і прискорення. 

Плоский рух фігури можна розглядати як складний (тобто, 
абсолютний) рух, який включає поступальний рух разом з дові-
льно обраною точкою  А ,  що називається полюсом (перенос-
ний рух),  і на обертальний рух фігури навколо цієї точки (від-
носний рух). 

На рис.4.1  з тілом Q  пов’язана рухома система координат  

1 1Аx y . При русі тіла початок координат  Аx ,  Аy   і кут повороту  

ϕ   рухомої системи координат відносно нерухомої системи  

Oxy   з часом змінюються. Таким чином, щоб однозначно задати 

положення тіла при плоскому русі потрібно задати закон руху 
початку рухомої системи координат (полюса А) і кут повороту 
рухомої системи відносно нерухомої системи координат, тобто: 
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 ( ) ( ) ( )1 2 3; ; .А Аx f t y f t f tϕ= = =                (4.1) 

Рівняння (4.1) називаються рівняннями плоского руху 
твердого тіла. 

При цьому, поступальна 
частина плоского руху опису-
ється двома рівняннями: 

( )1 ;Аx f t=  

( )2 ,Аy f t=  
 

а відносна обертальна навко-
ло полюса – третім рівнян-
ням: 

( )3f tϕ = . 

Координати будь якої 
точки  М  плоскої фігури Q  (рис.4.1), якщо за полюс обрана то-
чка А і заданий кут α , визначаються за рівняннями: 

).sin()(

);cos()(

αϕ
αϕ

++=
++=

AMyy

AMxx

AM

AM                  (4.2) 

 

4.2. Швидкості точок фігури. Миттєвий  
центр швидкостей 

 

Оскільки плоский рух тіла складається з поступального ра-
зом з полюсом і обертального на-
вколо нього, то швидкість будь- 
якої точки тіла  М (рис.4.2) геоме-
трично складається з абсолютної 
швидкості AV  точки А, яку прийн-
ято за полюс, і відносної швидко-
сті  MAV  у відносному  оберталь-
ному русі точки  М  разом з тілом 
навколо полюса  А:  

ω  

AV  

МV  

Рис. 4.2 

А  

M AV  

МАV  

α
 

Рис. 4.1 

А

Ax Mx

x

Ay

Мy

y

М

1x1y

О

ϕ
1М

x
1М

y

Q
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M A MAV V V= + .       (4.3) 

Вектор відносної швидкості MAV  точки  М  у відносному 
обертальному русі разом з тілом  навколо полюса  А  направле-
ний перпендикулярно до  АМ у бік кутової швидкості. 

Модуль і напрям абсолютної швидкості  MV   знаходиться 

побудовою відповідного паралелограма на векторах  AV   і  MAV   
(рис.4.2). Такий шлях розв’язування векторного рівняння, коли 
за записаним рівнянням будують векторну фігуру, називається 
графоаналітичним. 

Відносна швидкість   MAV   у відносному обертальному русі 
точки  М разом з тілом  навколо полюса  А  за модулем дорівнює: 

,MAV MAω= ⋅                                    (4.4) 
 

де    ω   -  кутова швидкість обертання тіла навколо полюса. 
Знайти швидкість будь-якої точки тіла можна також на ос-

нові теореми, яка свідчить: 
 

Проекції швидкостей двох точок фігури на пряму, 
що з’єднує ці точки, рівні між собою. 

 

Згідно з цією теоремою (рис.4.3) : 
 

,Aа Bb=    
або    

cos cosA BV Vα β= . 

Якщо відома швидкість  AV   
точки  А тіла,  то : 

cos
.

cosB AV V
α
β

=          (4.5) 

При плоскому русі тіла в ко-
жен момент часу існує точка тіла, швидкість якої дорівнює ну-
лю. Ця точка називається миттєвим центром швидкостей і, 
як правило, позначається літерою  Р . 

α  

β  

AV  

ВV  

Рис. 4.3 

А  

В  

а  

b  
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Якщо миттєвий центр швид-
костей відомий, то легко можна 
знайти миттєве розподілення 
швидкостей усіх точок тіла 
(рис.4.4). 

Оберемо за полюс поступаль-
ного руху  миттєвий центр швид-
костей  Р.  Тоді для точок  А  і  В  
тіла можна записати векторні рів-
няння  (4.3): 

A P APV V V= + ; 

B P BPV V V= + , 

де   PV   -   вектор абсолютної швидкості полюса  Р;  

     APV  -  вектор відносної швидкості точки  А  у відносному 
обертальному русі разом з тілом навколо полюса  Р, 
направлений перпендикулярно до  АР ;  

     BPV  -  вектор відносної швидкості точки B  у відносному 
обертальному русі разом з тілом навколо полюса  Р,   
направлений перпендикулярно до ВР . 

 

Оскільки швидкість обраного полюса Р дорівнює нулю 
( PV = 0) , то: 

A APV V= ;       B BPV V= . 

За модулем швидкості обертання точок А і В навколо полю-
са  Р  дорівнюють: 

( )A APV V PAω= = ⋅ ;             ( )B BPV V PBω= = ⋅ . 
Поділивши  BV   на  AV   дістанемо: 

( )
( )

B

A

PBV PB

V PA PA

ω
ω

⋅
= = .                          (4.6) 

Таким чином, миттєвий розподіл швидкостей точок ті-
ла при його плоскому русі, такий же, який був би при його обе-
ртальному русі навколо миттєвого центра швидкостей. 

ω
AV  

ВV  

Рис. 4.4 

А
В

P

С

СV  
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Визначення положення миттєвого  
центра  швидкостей 

 

Існує декілька способів знаходження положення миттєвого 
центра швидкостей. 

 
Випадок 1. Відома швидкість  AV   однієї 

точки  А  тіла і кутова швидкість його обертання  
ω  (рис.4.5). 

Миттєвий центр швидкостей Р лежить на 
перпендикулярі до швидкості AV  точки  А, на 
відстані: 

AV
AP

ω
= .                    (4.7) 

Для знаходження напряму перпендикуляру треба повернути 

вектор  AV   відносно точки  А  на кут  90�   в бік кутової швидкості.  

 
Випадок 2.  Відомі напрями швид-

костей  AV    і  BV   двох точок  А  і  В  

тіла (рис.4.6). 
Миттєвий центр швидкостей пови-

нен лежати як на перпендикулярі до 
вектора AV ,  так і на перпендикулярі до  

вектора BV , тобто миттєвий центр 

швидкостей Р лежить в точці перетину 
цих перпендикулярів. 

 
Випадок 3.  Швидкості двох то-

чок  А   і  В  тіла паралельні між со-
бою, а перпендикуляри до них не спів-
падають (рис.4.7). 

Говорять, що в цьому випадку 
миттєвий центр швидкостей лежить на 
нескінченності. Кутова швидкість обе-
ртання дорівнює нулю, а швидкості 

ω  

AV  
ВV  

Рис. 4.6 

А  В  

P

P  

AV  

Рис. 4.5 

А  

ω
 

ВV  В  

AV  

Рис. 4.7 

А  
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усіх точок тіла геометрично рівні, тобто в даний момент часу 
тіло виконує поступальний рух. 

 
Випадок 4.  Швидкості двох точок  А  і  

В  паралельні, направлені в один бік і не рі-
вні за модулем. Крім того, AV   і  BV   перпе-
ндикулярні до відрізка  АВ (рис.4.8). 

Миттєвий центр швидкостей знахо-
диться на продовженні відрізка  АВ  тієї то-
чки, швидкість якої менша. Відстань від то-
чки до миттєвого центра швидкостей можна 
знайти з пропорції (4.6): 

B

A

V PB PB

V PA PB BA
= =

+
. 

Розв’язавши це рівняння відносно  РВ,  отримаємо: 
( )B

A B

V BA
PB

V V
=

−
.    (4.8) 

Таким чином, для визначення положення миттєвого центра 
швидкостей треба знати не тільки напрями швидкостей, а  і їх 
величину. 

 
Випадок 5.   Швидкості двох точок  А  і  

В  тіла паралельні одна одній, перпендику-
лярні до відрізка  АВ, але направлені в різні 
боки (рис.4.9). 

Миттєвий центр швидкостей лежить на 
відрізку  АВ  і ділить його на частини про-
порційні швидкостям. Оскільки  
BP AB AP= − , то за формулою  (4.6) можна 
записати: 

 

A

B

V AP AB

V BP AB AP
= =

+
. 

ВV  
В  

AV  

Рис. 4.8 

А  

P  

ВV  
В

AV  

Рис. 4.9 

А
 

P
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Розв’язавши рівняння відносно  АP, отримаємо:  
( )A

A B

V AB
AP

V V
=

+
.                  (4.9) 

Таким чином, для знаходження положення миттєвого 
центра швидкостей треба знати величини і напрями швидкостей 
обох точок. 

 
Випадок 6.  Тіло котиться без проковзування по нерухомій 

поверхні (рис.4.10). 
В цьому випадку миттєвий центр 

швидкостей знаходиться в точці  Р  дотику ті-
ла до поверхні. Дійсно, якщо відсутнє ковзан-
ня тіла відносно поверхні, то швидкості точок 
дотику тіла і поверхні повинні бути однакови-
ми. Але швидкості точки  P′ , що належить 
нерухомій поверхні, дорівнює нулю. 

Тоді і швидкість точки  Р, якою в да-
ний момент часу рухоме тіло дотикається до 
нерухомої поверхні, теж дорівнює нулю. 

 
4.3. Порядок розв’язування задач 

 

а)  розв’язування графоаналітичним методом: 

• обрати за полюс ту точку тіла, швидкість якої ві-
дома за величиною і напрямом або легко визнача-
ється з умов задачі; 

• знайти точку тіла, напрям швидкості якої відомий; 
• користуючись формулами плоского руху знайти 

швидкість цієї точки; 
• визначити кутову швидкість тіла в даний момент 

часу; 
• за відомою кутовою швидкістю і швидкістю полю-

са, користуючись формулами плоского руху знайти 
швидкості інших точок тіла. 

 

P  

Рис. 4.10 

P′  
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б) розв’язання за допомогою миттєвого центра швидко-
стей: 

• визначити положення миттєвого центра швидко-
стей одним з відомих способів; 

• визначити значення миттєвого радіуса тієї точки 
тіла, швидкість якої відома, та знайти кутову шви-
дкість тіла; 

• знайти швидкості інших точок тіла. 
 
 

4.4. Контрольні запитання 
 

1. Який рух тіла називають плоским? 
2. Як визначити швидкість будь якої точки тіла при посту-

пальному русі? 
3. Яка точка називається миттєвим центром швидкостей?  
4. Яким способом можна знайти положення миттєвого 

центра швидкостей ? 
 
 

4.5. Приклади розв’язування задач 

Задача №1 
 

Стержень АВ (рис.4.11) довжиною 2м виконує плоский рух. 

Вектор швидкості точки А утворює кут 30�  з віссю стержня і в 
даний момент часу дорівнює  5м с . Вектор швидкості точки  В 

у цей же момент часу утворює кут  60�   з віссю стержня. 
Визначити  величину 

швидкості точки  В, поло-
ження миттєвого центра 
швидкостей, кутову швид-
кість стержня та швидкість 
точки  D , яка лежить на се-
редині стержня. 

 
 

60�  

30�  

AV  

ВV  

Рис. 4.11 

А  

В  

D  
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Розв’язок задачі графоаналітичним способом. 
 

1. За полюс оберемо точку  А (рис.4.11), оскільки відомі 
напрям і величина швидкості цієї точки. 

2. Використовуючи формулу розподілу швидкостей при 
плоскому русі, запишемо векторне рівняння для визначення 
швидкості точки  В : 

 

,B A BAV V V= +                                     (1) 
 

де   AV  - швидкість полюса точки  А; 

    BAV - відносна   швидкість  точки   В  у  її   відносному обер-
тальному русі разом з тілом навколо полюса  А. 

Дане векторне рівняння можна розв’язати побудовою век-
торного трикутника швидкостей (рис.4.12). Для цього з довіль-
ної точки площини  О  треба побудувати праву і ліву частину 
векторного рівняння (1). 

При побудові правої частини рівняння (1) з точки  О  в до-
вільному масштабі відкладемо вектор швидкості AV , який є ві-

домим і за величиною і за напрямом. До 
вектора  AV   треба додати вектор відно-

сної швидкості  BAV , напрям якого є ві-

домим, оскільки швидкість точки  В  у її 
відносному обертальному русі навколо 
полюса  А  перпендикулярна до радіуса 
обертання, в даному випадку радіус 
обертання – відрізок  АВ. Величина век-
тора  BAV   невідома і тому через точку 

" "a  проводиться тільки його напрям 
(пряма  ab   рис.4.12). 

Тепер з точки  О  побудуємо ліву 
частину рівняння (1). Напрям швидкості 
точки  В  є відомим  (за умовою задачі), 
але невідома її величина, і тому, з точки  
О  проводимо лінію паралельну до  BV .   

60�

30�  

AV  

ВV  

Рис. 4.12 

а  

b  

О  

DV  
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Точка  " "b    перетину прямих, паралельних до  BAV   та  BV , 
і  буде рішенням даного векторного рівняння. 

В результаті побудови отримали замкнутий трикутник 
швидкостей, сторони якого в обраному масштабі визначають 
шукану швидкість точки  В  і відносну швидкість цієї ж точки 
при її обертанні разом з тілом навколо полюса  А. 

В цьому трикутнику відомі всі кути і одна сторона  AV . З 
трикутника  Oab знаходимо: 

5
10

0,5sin30
A

BA
V

V = = =
�

 м с ; 

· 60 5 3 8,65B AV V tg= = =� м с . 
3. Визначимо кутову швидкість обертання стержня  АВ. 

Оскільки   ( )BAV ABω= ⋅ ,  то : 

( )
10

5
2

BAV

AB
ω = = =

 

срад .
 

4. Знайдемо швидкість точки  D , що лежить посередині 
відрізка  АВ.  Для цього запишемо формулу для швидкості точки  
D  відносно того ж самого полюса точки  А: 

D A DAV V V= + ,                                      (2) 

де   AV   -  швидкість полюса точки  А; 

DAV  - відносна  швидкість  точки  D  у  її  відносному обер-
тальному русі разом з тілом навколо полюса  А. 

Швидкість  DAV   має той же напрям, що і  BAV , а за модулем 
дорівнює: 

( ) ( ) 1
5

2 2DA BA
AB

V AD Vω ω= = = = м с .
 

Відклавши від точки  " "a   (рис.4.12)  вектор  DAV , рівний 

половині вектора  BAV , отримаємо точку  " "d . Вектор, що про-
ведений з точки початку побудови (точки  О )  в точку  " "d   зо-
бражає швидкість  DV   точки  D . 
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Оскільки сторони  Оa   та  ad   трикутника  Оad   рівні між 

собою  ( 5A DAV V= = м с )  і  кут між ними  60� , то трикутник 

рівносторонній. Таким чином: 5DV =  м с . 
 

Розв’язання задачі за допомогою  
миттєвого центра швидкостей 

 

1. Визначимо поло-
ження миттєвого центра 
швидкостей. Для цього з 
точок  А  і  В  (рис.4.13)  
проведемо перпендикуля-
ри до швидкостей  AV   і  

BV . Перетин цих перпен-
дикулярів (точка  P)  буде 
миттєвим центром швид-
костей. 

2. Визначимо миттєві радіуси. Оскільки трикутник  АВР 
прямокутний, то: 

( ) sin30 2 0,5 1AP AB= ⋅ = ⋅ =�

м ; 

( )·sin60 2 0,866 1,73BP AB= = ⋅ =� м .
 

3. Обчислимо кутову швидкість обертання фігури навколо 
миттєвого центра швидкостей: 

( )
5

5
1

AV

AB
ω = = = срад .

 
4.   Знайдемо швидкості точок  В  і  D: 

( ) 5 1,73 8,65BV BPω= ⋅ = ⋅ = м с ; 

( ) 5 1 5DV DPω= = ⋅ = м с , 
де  DP   - миттєвий радіус точки  В , оскільки трикутник  АВР   

                  рівносторонній  ( AD AP=   і кут між ними  60� ), то  
DP =1 м . 

Рис. 4.13 
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Якщо треба було б визначити тільки величину швидкості 

BV , то можна було б скористатися теоремою про рівність проек-
цій двох точок плоскої фігури на пряму, що з’єднує ці точки: 

cos30 cos60A BV V=� � . 
Тоді:  

cos30 0,865
5 8,65

0,5cos60
B AV V= = =

�

�

 
м с .

 
 

Відповідь: 8,65BV = м с ;    5DV = м с ;    5ω = срад . 
 

Задача №2 
 

Колесо радіусом 2R= м  котиться по горизонтальній пове-
рхні. В момент часу, що  розглядається, швидкість центра 

0 3V = м с  і кутова швидкість колеса  2=ω срад  (рис.4.14). 

Визначити: швидкості точок ,M P  і N , які лежать на 
кінцях вертикального і горизонтального діаметрів. 

 

 

P  

ОV  

Рис. 4.14 
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Розв’язок. 
1. В якості полюса оберемо точку  O , напрям і величина 

швидкості якої відомі. 
2. Використовуючи формулу розподілу швидкостей точок тіла 

при плоскому русі визначаємо швидкості інших точок колеса. 
Для точки M  колеса: 

,MOOM VVV +=                                     (1) 

де  MОV  - відносна   швидкість  точки   M   у  її  відносному 

обертальному русі навколо полюса  O . 

За модулем   MОV   дорівнює: 

( ) 2 2 4MОV OM Rω ω= = ⋅ = ⋅ = м с . 
Швидкість  MОV  направлена перпендикулярно до MO  в бік 

кутової швидкості, тобто за напрямом MОV  і ОV  будуть збігатися. 

З точки  M  (рис.4.14) будуємо рівняння (1): відкладаємо 
вектор ОV , а з його кінця за тим же напрямом  MОV . 

Тоді: 

MOOM VVV += 3 4 7= + = м с . 
Векторне рівняння для визначення швидкості точки P , бу-

де мати вигляд: 

,POOP VVV +=                                      (2) 

де  PОV   - швидкість точки P  у її обертальному русі навколо 

полюса O . 

Ця швидкість паралельна швидкості ОV , але буде направле-

на в протилежний бік, і за модулем дорівнює:  

( ) 2 2 4POV OP Rω ω= ⋅ = ⋅ = ⋅ = м с . 
З точки P  (рис.4.14) будуємо векторне рівняння (2): відкла-

даємо вектор ОV , а з його кінця в протилежний бік PОV . 
Оскільки вектори колінеарні, то: 
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3 4 1PV = − = − м с . 
Таким чином, швидкість точки P  дорівнює  1м с  і направ-

лена в протилежний бік від ОV . Колесо котиться з ковзанням по 

поверхні. 
Складаємо векторне рівняння для визначення швидкості то-

чки N : 

,NOON VVV +=                                      (3) 
де  NOV  - відносна швидкість точки N  у її відносному оберта-

льному русі навколо полюса O .   

За модулем  NOV  дорівнює: 

( ) 2 2 4NOV ON Rω ω= ⋅ = ⋅ = ⋅ = м с . 
Швидкість  NOV   направлена перпендикулярно до NО  в бік 

кутової швидкості ω , тобто вертикально униз. 
З точки  N  (рис.4.14) будуємо рівняння (3): відкладаємо ве-

ктор ОV , а з його кінця вектор NOV  вертикально униз. 

З’єднавши точку N  з кінцем вектора NOV  отримаємо вектор NV  

швидкості точки N . 
Оскільки вектори ОV  і NOV  між собою перпендикулярні, то 

вектор NV  є гіпотенузою прямокутного трикутника: 

22
NOON VVV += 2 23 4 5= + = м с . 

 

Відповідь:    7MV = м с ;  1PV = м с ; 5NV = м с . 
 

Задача №3 
 

Колесо радіусом 2R = м  котиться без проковзування по 
горизонтальній поверхні з  швидкістю центра колеса  

4ОV = м с . 
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Визначити: швидкості точок  
, ,M N L  (рис.4.15). 

Розв’язок.  Розв’яжемо 
задачу за допомогою миттєвого 
центра швидкостей. 

1. Визначимо  положення 
миттєвого  центра швидкостей. 
Оскільки колесо котиться по не-
рухомій поверхні, то миттєвий 
центр швидкостей знаходиться в 
точці Р дотику колеса до нерухо-
мої поверхні. 

2.    Миттєвий радіус для точки  O  дорівнює  OP . Тоді з 
формули (4.4) отримаємо кутову швидкість ω  колеса:  

( )
0 0 4

2
2

V V

OP R
ω = = = = р с . 

Направлена кутова швидкість за ходом годинникової стрілки. 
3. Визначимо величину і напрям швидкостей точок 

, ,M N L . 

З’єднаємо точки , ,M N L  з миттєвим центром швидкостей 

P . Вектори швидкостей MV , NV  і LV  будуть направлені перпе-

ндикулярно миттєвим радіусам MP , NP  і LP , відповідно. 
За модулем швидкості будуть дорівнювати: 

( ) 2 2 4 2M LV V MP Rω= = ⋅ = = м с ; 

( ) 2 4 8NV NPω= ⋅ = ⋅ = м с , 

де 

( ) 2 2 2MP R= = м ; ( ) 2 4NP R= = м . 

Відповідь:  4 2M LV V= = м с ; 8NV = м с . 
 
Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи:    

16.2; 16.4; 16.11; 16.12 [ ]2 . 

 

P

Рис. 4.15 
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Тема 4. ПЛОСКИЙ РУХ ТІЛА (продовження) 
 

ЗАНЯТТЯ № 6 
 

Визначення прискорень точок тіла  
 

Зміст 
 

4.6. Прискорення точок плоскої фігури. 
4.7. Порядок розв'язування задач. 
4.8. Контрольні запитання. 
4.9. Приклади розв'язування задач. 

 

4.6.  Прискорення точок плоскої фігури 
 

Формула розподілу прискорень при плоскому русі тіла має 
вигляд: 

,M A MAa a a= +                       (4.10) 
 

де   Aa   - прискорення полюсу, точки A , в поступальному русі; 

      MAa - відносне прискорення точки M  у її обертальному русі 
разом з тілом  навколо полюса A ;  

     Ma  -  прискорення будь-якої точки M  тіла. 
 

Прискорення будь-якої точки M  плоскої фігури до-
рівнює геометричній сумі прискорення точки, яку обра-
но за полюс, і прискорення точки M  при її обертанні 
разом з тілом навколо цього полюса. 

  
Графічне визначення прискорення точки M  виконується 

наступним чином (рис.4.16): 
• З точки M  відкладають вектор Aa , який дорівнює при-

скоренню полюса A; 
• Під кутом µ  до AM  проводять вектор MAa , відхилений 

в бік кутового прискорення ε , причому 

2
tg

ε
µ

ω
= ; ( ) 2 4

MAa MA ε ω= + .                     (4.11) 
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• Модуль і напрям прискорення Ma  визначається діаго-

наллю паралелограма, який побудовано на векторах Aa  і 

MAa  як на сторонах. 

Обчислення величини прискорення точки M  за допомогою 
розглянутого паралелограма ускладнює розрахунки, оскільки 
попередньо треба визначити кут між векторами MAa  і Aa . 

Враховуючи те, що MAa  являє собою відносне прискорення 

точки M  у її відносному обе-
ртальному русі навколо по-
люса A, то це прискорення 
можна розкласти на  віднос-
ну тангенціальну (дотичну) і 
відносну нормальну (доцент-
рову) складові: 
 

,n
МАМАМА ааа += τ     (4.12) 

де 

( )
( )2

;

.

MA

n
MA

a AM

a AM

τ ε

ω

= ⋅

= ⋅
 

Вектор MAaτ  направлений перпендикулярно до AM  в бік 

кутового прискорення, а вектор n
MAa  завжди направлений від 

точки M  до обраного полюса A (рис.4.17). 
Тоді рівняння (4.10) набуде вигляду:  

n
M A MA MAa a a aτ= + + .                                 (4.13) 

 Якщо точка A, яка обрана за полюс поступального руху, 
рухається не прямолінійно, то її прискорення, в свою чергу, теж 

можна розкласти на тангенціальну Aaτ  і нормальну n
Aa  складові: 

n
A A Aa a aτ= + .  

 

 

ω  

Aа  
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Рис. 4.16 
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4.7. Порядок розв'язування задач 

 

1. Обрати точку, яка буде полюсом при запису рівняння 
плоского руху (як правило обирають точку, прискорен-
ня якої відоме). 

2. Записати векторне рівняння розподілу прискорень. 
3. Спроектувати рівняння розподілу прискорень на дві вза-

ємно перпендикулярні осі, одна з яких збігається з нор-
мальним прискоренням, а друга – з тангенціальним. 

4. Визначити миттєве кутове прискорення плоскої фігури. 
5. Знайти шукані прискорення точок за допомогою рів-

няння розподілу прискорень. 
 

4.8. Контрольні запитання 
 

1. Яку точку треба обирати за полюс для визначення при-
скорень точок плоскої фігури? 

2. Запишіть формулу розподілу прискорень точок плоскої 
фігури. 

3. Як обчислити модуль нормального прискорення ? 
4. Як обчислити модуль тангенціального прискорення? 
5. Як направлений вектор нормального прискорення? 
6. Як визначити напрям тангенціального прискорення? 

 

 

Рис. 4.17 
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4.9. Приклади розв'язування задач 
 

Задача №1 
 

Прямокутна (рис.4.18,а) пластина ABCD рухається в пло-
щині креслення. Прискорення точки A в даний момент часу до-

рівнює 22 м с  і утворює з прямою AB кут 30� . 

Прискорення точки B  складає   26 м с  і утворює кут 60�  
з прямою BA. 

Визначити миттєву кутову швидкість і миттєве кутове 
прискорення пластини, та прискорення точки C , якщо 

0,1AB = м ,   0,05BC = м . 
 

Розв'язок. 
 

1. Оберемо за полюс точку A, оскільки її прискорення ві-
доме (задано у вихідних даних). 

2. Складемо векторне рівняння для прискорення точки B  
пластини: 

n
B A BA BAa a a aτ= + + ,                             (1) 

де  n
BAa  -  відносне нормальне прискорення точки B  у її оберта-

льному русі разом з тілом навколо точки A. Вектор 

Рис. 4.18. 

а) б) 

n  
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цього прискорення направлений від точки B  до точки 

A і за модулем  дорівнює: ( )2n
BAa ABω= ⋅ ; 

  BAaτ  -  відносне тангенціальне (дотичне) прискорення точки 
B  у її обертанні разом з тілом навколо точки A . 
Спрямований вектор цього прискорення перпендику-
лярно до AB в бік кутового прискорення і за модулем 

дорівнює  ( )BAa ABτ ε= ⋅ . 

Оскільки напрям кутового прискорення невідомий, то на-

прямом BAaτ  на рис. 4.18,а задаємося. 
 

3. Спроектуємо складене рівняння (1) на осі Bn  і Bτ .  
В проекції на вісь Bn  отримаємо: 

cos60 cos30 n
B A BAa a a= − + .� �

                      (2) 

В проекції на вісь Bτ : 

cos30 cos60B A BAa a aτ= − + .� �

                       (3) 

4. З рівняння (2) дістанемо величину нормального приско-
рення: 

cos30 cos60 2 0,866 6 0,5 4,73n
BA A Ba a a= + = ⋅ + ⋅ =� � .2см  

 

Знайдемо миттєву кутову швидкість фігури: 

( )
4,73

6,88
0,1

n
BAa

рад с
AB

ω = = = .
 

5. З рівняння (3) отримаємо величину тангенціального при-
скорення: 

cos30 cos60 6 0,866 2 0,5 6,2BA B Aa a aτ = + = ⋅ + ⋅ =� � 2 .м с  

Кутове прискорення фігури: 

( )
26,2

62
0,1

BAa
рад с

AB

τ
ε = = = . 
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Оскільки величина BAaτ  додатня, то напрям тангенціально-
го, а відповідно і кутового, прискорень обрано вірно. 

6. Визначимо прискорення точки C . 
Для обчислення прискорення точки C  краще за полюс об-

рати точкуB, оскільки прискорення цієї точки вже відоме і зада-
на сторона  BC  прямокутника: 

n
C B CB CBa a a aτ= + + .  

 Напрям векторів n
CBa  і СBaτ  показано на рис. 4.18,б.  

 Спроектуємо записане рівняння на осі Bn  і Bτ : 

cos60 6 0,5 3,1 6,1Cn B CBa a aτ= + = ⋅ + =� 2см ; 

sin60 6 0,866 2,36 2,84n
C B CBa a aτ = − = ⋅ − =� 2см , 

де 

( ) 62 0,05 3,1CBa CBτ ε= ⋅ = ⋅ = 2см ; 

( ) 26,88 0,05 2,36n
CBa CBω= ⋅ = ⋅ = 2см . 

 Повне прискорення точки C : 

( )22 2 26,1 2,84 6,7C Cn Ca a a τ= + = + = 2см . 

 

Відповідь: 0,69 рад сω = ; 20,62 рад сε = ;  

6,7Ca = 2м с . 
 

Задача №2 
 

Рівносторонній трикутник ABC рухається в площині крес-
лення. Прискорення вершин A та B  в даний момент часу дорі-

внюють 216 м с  і направлені вздовж сторін трикутника 
(рис.4.19). 

Визначити    прискорення вершини C . 
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Розв'язок. Якщо відомі прискорення двох точок плоскої фі-
гури, наприклад A і B , то задачу рекомендується розв'язувати в 
наступній послідовності: 

1. Розглядаючи першу точку A як полюс поступального 
руху, записати векторне рівняння розподілу прискорень 
при плоскому русі для точки B  і спроектувати це рів-
няння на пряму AB, що з'єднує обидві точки. 

2. З рівняння проекцій визначити величину нормального при-

скорення  n
BAa  і значення кутової швидкості фігури ω . 

3. Спроектувати векторне рівняння розподілу прискорень 
при плоскому русі на пряму, яка перпендикулярна до 
AB, та визначити з рівняння проекцій величину танген-

ціального прискорення BAaτ  і  значення кутового при-

скорення фігури ε . 

4. Якщо треба, то, використовуючи формулу розподілення 
прискорень при плоскому русі, визначити прискорення  
будь-якої іншої точки плоскої фігури. 

Розв'яжемо задачу, дотримуючись наведеної послідовності. 

1. Оберемо за полюс точку A. Для точки B  трикутника 
можна записати: 

τ
BA

n
BAAB aaaa ++= ,   (1) 

де  n
BAa  - відносне нормальне прискорення точки B   у її віднос-

ному  обертальному русі навколо точки A, направ-
лене вздовж BA від точки B  до точки A; 

     BAaτ  - відносне тангенціальне прискорення точки B  в її 

відносному обертальному русі навколо точки A, 
направлене перпендикулярно до BA, напрямом за-
даємося (рис.4.19). 

Спроектуємо записану рівність (1) на пряму AB: 

cos60 0.n
B A BAa a a− = − +�  
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2. Звідки: 

cos60 16 16 0,5 24n
BA B Aa a a= + = + ⋅ =� 2см . 

Оскільки      ( )2n
BAa BAω= ⋅ ,   то:  

( ) ( )
24n

BAa

BA BA
ω = = срад . 

3. Спроектуємо векторне рівняння на пряму, що перпенди-
кулярна до AB: 

0 sin60 0Aa= +� τ
BAa− . 

Звідки: 

τ
BAa sin60 16 0,866 13,86Aa= = ⋅ =� м/с2. 

Враховуючи те, що    τ
BAa ( ),BAε= ⋅   отримаємо: 

ε = ( )BA

aBA
τ

= ( )
13,86

BA
2

срад . 

Оскільки величина тангенціального прискорення  BAaτ  додатна, 
то його напрям на рис. 4.19 обрано вірно. Звідси випливає, що куто-
ве прискорення направлене проти ходу годинникової стрілки. 
 

60�  

Ва  

Рис.4.19
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4. Визначимо прискорення точки C , прийнявши за полюс 
точку A: 

n
C A CAa a a= + + ,τ−

CAa                                      (2) 

де  n
CAa  - відносне нормальне прискорення точки C у її віднос-

ному обертальному русі навколо точки A, направ-
лене вздовж CA від точки C  до точки A; 

         CAaτ  -  відносне тангенціальне прискорення точки C у її 
відносному обертальному русі навколо точки A, 
направлене перпендикулярно до CA в бік кутового 
прискорення фігури ε . 

Враховуючи, що CA BA= , визначимо модулі відносного 
нормального і тангенціального прискорень: 

( ) ( ) ( )2 24
24n

CAa CA CA
BA

ω= ⋅ = ⋅ = м/с2; 

τ
CAa ( ) ( ) ( )13,86

13,86CA CA
BA

ε= ⋅ = ⋅ = м/с2. 

Від точки C  (рис.4.20) відкладемо вектори прискорень, які 
складають праву частину рівняння (2). 

Оберемо систему координат xCy, причому вісь Cx  напря-
мимо вздовж сторони CB  трикутника. 

Спроектуємо рівність (2) на осі обраної системи координат: 

cos60 cos60n
Cx A CAa a a= − + +� � �30cosτ

CAa ; 
 

0sin60 sin60n
Cy A CAa a a= − + −� � �30sinτ

CAa . 

Підставляючи числові дані, отримаємо: 

      16 0,5 24 0,5 13,86 0,866 16Cxa = − ⋅ + ⋅ + ⋅ = 2м с ; 
 

16 0,866 24 0,866 13,86 0,5 0Cya = − ⋅ + ⋅ − ⋅ = . 
 

Таким чином, прискорення вершини C  трикутника дорівнює: 

1622 =+= CyCxC aaa  2м с .  
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Оскільки проекція прискорення Ca  на вісь Cy  дорівнює нулю і 
величина проекції на вісь Cx  додатня, то вектор  прискорення 
точки C  буде направлений вздовж сторони CB  трикутника від 
точки C  до точки B. 
 

Відповідь:   16Ca = 2м с . 
 

Задача № 3 
 

В шарнірному механізмі (рис.4.21) в даний момент часу ку-
това швидкість і кутове прискорення кривошипа OA дорівню-
ють 0ω π= срад ; 0 0,2ε π= 2

срад . Точка B  механізму руха-

ється по дузі кола радіусом 1 0,3O B R= = м і  в момент часу, що  
розглядається, лежить на прямій OB. 

Знайти  прискорення точки B  і миттєве кутове прискорен-
ня шатуна AB, якщо 0,4AB= м, 0,2OA= м. 
 

Розв'язок.   Швид-
кість точки A  кривоши-
па, який обертається на-
вколо точки O , дорівнює: 

( )0 0,2AV OAω π= ⋅ = м с . 

Спрямована швид-
кість AV  перпендикуляр-
но до OA в бік кутової 
швидкості 0ω (рис.4.21). 

Точка B  шатуна обе-
ртається навколо центра 

1O  і її лінійна швидкість 
направлена  перпендику-

лярно до 1BO . 
Оскільки швидкості точок A та B  шатуна паралельні, то 

миттєвий центр швидкостей шатуна лежить в нескінченності і 
миттєвий рух шатуна є поступальним, тобто  

0ABω =    і   B AV V= . 

Рис.4.21
. 

А  

В  0ε  

n
Аа  

γ  

R  

О  

0ω  

1О  

АV  

ВV  

τ
Аa  



Теоретична механіка. Посібник для практичних занять 
——————————————————————————— 

91

Прискорення точки A  дорівнює геометричній сумі норма-
льного і тангенціального прискорень: 

n
A Aa a= + τ

Aa , 

де 

( )2 2
0 0,2n

Aa AOω π= ⋅ = 2м с ;  

τ
Aa ( )0 0,2 0,2 0,04AOε π π= ⋅ = ⋅ = 2м с . 

 

Напрями прискорень  n
Aa   і  τ

Aa   показані на рис.4.21. 
Оберемо точку A за полюс для шатуна AB.  Тоді для точки 

B  шатуна: 
n

B A BAa a a= + + τ
BAа , 

або 

Ba = τ
Aа n n

A BAa a+ + + τ
BAа ,                              (1) 

де n
BAa  - відносне нормальне прискорення точки B  у її віднос-

ному обертальному русі навколо точки A, направ-
лене вздовж BA від точки B  до точки A, 

( )2 0;n
BA ABa BAω= ⋅ =  

      BAaτ  -  відносне тангенціальне прискорення точки B  у її від-
носному обертальному русі навколо точки A, на-
правлене перпендикулярно до BA, напрямом задає-

мося (рис.4.22),  BA ABa ABτ ε= ⋅ . 
 

Пов'яжемо з точкою B  прямокутну систему координат xBy 

(рис.4.22) і спроектуємо рівняння (1), пам’ятаючи, що 0=n
BAa , 

на осі обраної системи координат: 
 

   Bxa = τ
Aa− + τ

BAa sinγ⋅ ;      (2) 

   n
By Aa a= − + τ

BAa cos .γ⋅       (3) 
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З іншого боку, при русі точки B  по дузі кола радіуса R , точка 
набуде прискорення Ba : 

n
B Ba a= + τ

Ba  ,           (4) 

де  n
Ba  - нормальне прискорення 

точки B  у її оберта-
льному русі навколо 
точки 1O , направлене 

до центра обертання; 

         Baτ  - тангенціальне приско-

рення точки B  у її 
обертальному русі на-
вколо точки 1O , на-

правлене перпендику-
лярно до 1O B , напря-

мом задаємося 
(рис.4.22).  

За величиною нормальне n
Ba   і  тангенціальне Baτ  приско-

рення відповідно дорівнюють: 

( )22
20,2 0,4

0,3 3
n B
B

V
a

R

π
π= = = , 2м с ; 

Ba Rτ ε= . 

Спроектуємо  рівняння (4) на осі обраної системи координат: 

Bxa = − τ
Ba ;                                      (5) 

20,4

3
n

By Ba a π= − = − , 2м с .                     (6) 

Підставимо в (3) усі обраховані величини: 

2 20,4
0,2

3
π π− = − + τ

BAа γcos . 

Рис.4.22
. 
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Оскільки 

sin 0,5
OA

AB
γ = =   ⇒   30γ = �  ⇒  

3
cos ,

2
γ =  

то 

τ
BAa

2
2 22 0,4 0,4

0,2 0,77
33 3 3

ππ π = − = = 
 

2м с . 

Додатнє значення величини BAaτ  вказує на те, що напрям 

BAaτ   був обраний вірно. 
Кутове прискорення тіла AB  дорівнює: 

ABε = ( )AB

aBA
τ 2

20,4
0,192

3 3 0,4

π π= =
⋅

1,9= 2
срад . 

Кутове прискорення  ABε  направлене в бік BAaτ , тобто про-
ти ходу годинникової стрілки. 

Для визначення тангенціального прискорення Baτ  в рівнян-

ня (2) підставимо Bxa  з   (5): 

γτττ sinBAAB aaa +−=− . 
Звідки 

γτττ sinBAAB aaa +=
20,4

0,04 0,5 0,254
3 3

ππ= − ⋅ = − 2м с . 

 Оскільки величина Baτ  від’ємна, то напрям тангенціаль-

ного прискорення Baτ  обрано не в той бік. 
  

Повне прискорення точки B : 

( ) ( )22 τ
B

n
BB aaa += ( )220,77 0,254 0,81= + − = 2м с . 

 

Відповідь: 0,81Ba = 2м с ;  ABε = 1,9 2
срад . 

 
Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи:   18.12; 

18.14; 18.22 [ ]2 . 
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Тема 4.   ПЛОСКИЙ РУХ ТІЛА (продовження) 
 

ЗАНЯТТЯ №7 
 

План швидкостей 
 

Зміст 
 

4.10. План швидкостей. 
4.11. Порядок розв'язування задач шляхом побудови  

плану швидкостей. 
4.12. Контрольні запитання.  
4.13. Приклади розв'язування задач. 

 
4.10. План швидкостей 

 

Визначення швидкостей різних точок рухомої плоскої фігу-
ри легко може бути виконано графічно за допомогою побудови 
плану швидкостей. 

План швидкостей – це графічне зображення з єдино-
го центра (полюса) векторів абсолютних швидкостей 
точок фігури в фіксований момент її руху. 

 План швидкостей може бути побудований, якщо: 

• відома швидкість однієї точки плоскої фігури і напрям 
швидкості іншої точки;  

• відома швидкість однієї точки плоскої фігури і миттєва 
кутова швидкість фігури. 

Нехай відомі швидкості AV , BV , CV  і DV , вершин прямоку-
тника ABCD (рис. 4.23,а). Для побудови плану швидкостей з 
довільної точки  p  (рис.4.23,б), яка називається полюсом плану 

швидкостей, відкладемо направлені відрізки ( )pa , ( )pb , ( )pc  і 

( )pd , які в обраному масштабі будуть зображати швидкості AV , 

BV , CV  і DV . Отримані точки a , b , c  і d , які називаються ве-
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ршинами плану  швидкостей, з’єднаємо між собою прямими лі-
ніями. 

Встановимо властивості і правила побудови плану швидко-
стей.  

За рівнянням розподілу швидкостей при плоскому русі фі-
гури, якщо за полюс прийняти точку  A , то для точки B  отри-
маємо: 

,BAAB VVV +=                                    (4.14) 

де   AV    -  вектор абсолютної швидкості точки  А; 

BAV  - вектор відносної швидкості точки B  у відносному обе-
ртальному русі разом з тілом навколо точки A, напра-
влена перпендикулярно до BA і за модулем дорівнює  

BAV ABω= ⋅ . 

 З іншого боку для векторів трикутника  pab  плану 
швидкостей (рис.4.23,б) можна записати: 

pb pa ab= + .                                  (4.15) 

 Ураховуючи, що вектори ( )pb  і  ( )pa  зображають в об-

раному масштабі абсолютні швидкості BV  і AV , та порівнюючи 

ω  

AV  

ВV  

Рис. 4.23 
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рівняння (4.14) і (4.15), можна зробити висновок, що відрізок  

( )ab  зображає в масштабі швидкість BAV . 

 Таким чином, відрізок ( )ab  плану швидкостей  направ-
лений перпендикулярно до сторони AB фігури  і  за модулем 
дорівнює:  

( ) ( )
V

AB
ab ω

µ
= , 

де Vµ - масштабний коефіцієнт, який прийнятий при  побудові 
плану швидкостей.  

Аналогічно:  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

, ;

, ;

, .

V

V

V

BC
bc BC bc

CD
cd CD cd

DA
da DA da

ω
µ

ω
µ

ω
µ

⊥ =

⊥ =

⊥ =

                     (4.16) 

Звідси миттєва швидкість обертання плоскої фігури: 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) .V V V Vab bc cd da

AB BC CD DA

µ µ µ µ
ω = = = =           (4.17) 

Вектор ( )ab  згідно рівнянню (4.14) направлений на плані 
швидкостей від точки  a  до точки  b. Якщо цей вектор перенес-
ти в точку  B  фігури, то можна визначити напрям обертання 
точки B  навколо точки A разом з фігурою (в даному випадку,  
за ходом годинникової стрілки). Напрям же миттєвої кутової 
швидкості ω  плоскої фігури буде збігатися з напрямом її обер-
тання. 

З розглянутого витікає: 

• відрізки, що з’єднують кінці векторів абсолютних швид-
костей на плані швидкостей, перпендикулярні відрізкам, 
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що з’єднують відповідні точки тіла, і за модулем пропо-
рційні цим відрізкам; 

• ( теорема подібності) многокутник з вершинами  abcd  
плану швидкостей подібний до многокутника  ABCD 

фігури і повернутий відносно останнього на 90�  в бік 
обертального руху плоскої фігури. 

 
4.11. Порядок розв'язування задач 

 

1. Зображають на кресленні в обраному масштабі плоску 
фігуру і вектор швидкості тієї точки, швидкість якої ві-
дома. 

2. Визначають напрям швидкості другої точки плоскої фі-
гури. 

3. Записують векторне рівняння розподілу швидкостей при 
плоскому русі, приймаючи за полюс точку, швидкість 
якої відома, а за  шукану ту точку, напрям швидкості 
якої відомий. 

4. Розв'язують записане векторне рівняння графічно шля-
хом побудови в обраному масштабі плану швидкостей. 

5. Визначають миттєву кутову швидкість обертання плос-
кої фігури. 

6. Визначають швидкість інших точок плоскої фігури. 

 
4.12. Контрольні запитання 

 

1. Які дані необхідні для побудови плану швидкостей? 
2. Що  являє собою відрізок, який з’єднує дві вершини 

плану швидкостей? 
3. Як визначити миттєву кутову швидкість обертання пло-

скої фігури? 
4. Як визначити напрям обертального руху плоскої фігури? 
5. Яка точка називається полюсом плану швидкостей? 
6. Яку точку обирають за полюс при складанні рівняння 

швидкостей для плоского руху? 
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Рис. 4.24 
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4.13  Приклади розв'язування задач 
 

Задача №1 
 

Знайти кутову швидкість  

2ω   шатуна 2 і швидкість  точ-
ки С  повзуна 3 кривошип-но-
шатунного механізму (рис. 
4.24), якщо : 

1 10ω = срад ; 30α = � ; 

0,06AB = м ; 120β = � . 

Розв'язування. 

1. Згідно  з вихідними  даними  в довільному масштабі бу-
дуємо схему механізму (рис.4.25,а).  

2. Враховуючи, що кривошип 1 обертається  навколо неру-
хомої точки A з кутовою швидкістю  1ω , визначаємо швидкість 
точки B  кривошипа 1 і шатуна 2: 

( )1 10 0,06 0,6BV ABω= ⋅ = ⋅ = м с . 

Направлена швидкість  BV  перпендикулярно до AB в бік 

кутової швидкості 1ω . 

3. Наступною точкою шатуна, швидкість якої можна визна-
чити, є точка С , оскільки вона, крім шатуна, одночасно нале-
жить і повзуну 3, що рухається поступально в горизонтальних 
напрямних. Тобто напрям цієї швидкості відомий.  

Для визначення швидкості точки С  запишемо рівняння 
розподілу швидкостей при плоскопаралельному русі, приймаю-
чи за полюс точку B , швидкість якої відома:  

,C B CBV V V= +                                           (1) 

де CBV - відносна  швидкість  точки  С   у  її  відносному оберта-
льному русі разом з шатуном 2 навколо точки B .  Век-

тор CBV  направлений перпендикулярно до BC; 
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     CV  - абсолютна швидкість точки С, яка рухається прямолі-
нійно  разом з повзуном 3  в горизонтальних напрям-
них. 

 

4. Розв'яжемо рівняння (1) графічно (рис.4.25,б). Для цього з 
довільної точки p  (полюса плану швидкостей) відкладемо на-

правлений відрізок ( )pb , який в певному  масштабі буде зобра-

жати вектор швидкості BV . Через точку  b   цього відрізка про-
ведемо лінію  kl   перпендикулярно до BC, вздовж якої від точ-
ки  b  буде направлений вектор швидкості CBV , довжина і  на-
прям якого невідомі. 

Вектор, що буде на плані швидкостей зображати абсолютну 
швидкість точки С , виходить з полюса p  паралельно АС до пе-
ретину з лінією  kl   в точці С. 

Визначимо напрям відрізку )(bc , який на плані швидкостей 

зображає відносну швидкість CBV . Оскільки, згідно рівняння (1), 

вектор CBV  треба додати до вектора BV , який на плані швидко-

стей зображається вектором ( )pb , то вектор ( )bc  буде направ-

лений від точки b  до точки С. 
Отриманий векторний трикутник  pbc  являє собою план 

швидкостей для кривошипно-шатунного механізму в положенні, 

Рис. 4.25   
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що розглядається. Сторони цього трикутника в певному масш-

табі зображають: ( )pb  - абсолютну швидкість точки B ; ( )bc  - 

відносну  швидкість  точки  С   у  її  відносному обертальному 

русі разом з шатуном BС  навколо точки B ; ( )pc  - абсолютну 

швидкість точки С. 
Перенесемо з  плану швидкостей в точку С  на рис.4.25, а 

знайдені  напрями швидкостей  CBV  і  CV .  

Оскільки швидкість BV  на плані зображається вектором 

( )pb , а CV  - вектором  ( )pc , то кут при вершині  p  буде дорі-

внювати куту між цими двома векторами швидкостей. Якщо на 
рис.4.25,а  перенести BV  і CV  в точку D , то кут між ними буде 

складати 60� , тобто �60=∠p . 

Аналогічно, с∠   дорівнює куту між векторами CBV  і CV . 

Враховуючи, що CBV CB⊥  і �30=∠СВD ,  з  рис.4.25, а отримає-
мо:  

=∠с ( , )C CBV V
∧

.609030180 ���� =−−=  

Таким чином, і кут при вершині b  теж буде дорівнювати 

60� , а трикутник  pbc  буде рівностороннім, тобто: 

( ) ( ) ( )pb pc bc= = ,  або    B C CBV V V= = . 

5. Визначаємо миттєву кутову швидкість шатуна 2. Оскіль-
ки    ( )2CBV CBω= ⋅ ,  то:  

( )2
0,6

10
0,06

CBV
рад с

CB
ω = = = , 

де  0,06CB AB= = м , виходячи з того, що трикутник  ABC 
(рис.4.25,а)  рівнобедрений. 

Напрям кутової швидкості 2ω   визначається вектором  CBV . 

В даному випадку 2ω  направлена проти ходу годинникової 
стрілки.  
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Відповідь:   2 10ω = срад ,  0,6CV = .м с  

Задача №2 
 

Знайти кутові швидкості 
шатуна 2 і коромисла 3 та абсо-
лютні швидкості точок  С  і Е  
важільного механізму (рис.4.26), 

якщо: 60α = � ; 30β = � ;   45γ = � ; 

0,05AB BC= = м ;  2BЕ АВ= ; 
ВЕ ВС⊥ .  

Кутова швидкість кривоши-
па 1 - 1 20ω = срад . 

  

Розв'язок. 

1. У відповідності з вихідними даними в довільному масш-
табі будуємо схему механізму (рис.4.27,а). 

2. Оскільки точка B  належить кривошипу 1, який оберта-
ється навколо шарніра A з кутовою швидкістю 1ω , то:  

( )1 20 0,05 1BV ABω= ⋅ = ⋅ = .м с                          (1) 

Вектор швидкості  BV  направлений перпендикулярно до 
AB в бік обертання кривошипа (рис.4.27,а). 

2. Шатун 2 механізму рухається плоскопараллельно. Швид-
кість точки B  шатуна 2 дорівнює швидкості точки B  кривоши-
па 1. Другою точкою шатуна, напрям швидкості якої відомий, є 
точка С . Точка С , крім шатуна, належить і коромислу 3, яке 
обертається навколо центра  D . Таким чином, швидкість точки 
C  направлена перпендикулярно радіусу обертання CD . 

3. Для визначення швидкості точки С  запишемо формулу 
розподілення швидкостей: 

,C B CBV V V= +                                        (2) 

Рис. 4.26 
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де  CV  - абсолютна   швидкість  точки   С ,  яка  направлена пе-
рпендикулярно до CD; 

 BV    - абсолютна швидкість точки B ; 

CBV  - відносна  швидкість  точки  С  у  її  відносному обер-
тальному русі разом з шатуном 2 навколо полюса B . Направле-
ний вектор CBV  перпендикулярно до CB . 

4. Розв'язуємо записане рівняння графічно.  Для цього з до-
вільної точки  p  (полюса плану швидкостей) (рис.4.27,б) про-

водимо вектор  ( )pb   паралельно BV , який в певному масштабі 

буде зображати швидкість точки B . 

Через кінець вектора ( )pb  проводимо лінію  kl   перпенди-

кулярно до BC , вздовж якої від точки b  буде направлений век-
тор відносної швидкості CBV . Довжина і напрям цього вектора 
невідомі. 

Швидкість точки С  направлена перпендикулярно до CD  і, 
за правилом, повинна проходити через полюс плану швидко-
стей. Виходячи з цього, через точку  p   проводимо лінію перпе-
ндикулярну коромислу 3 до перетину в точці  c   з лінією  kl . 

Рис. 4.27 
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Отриманий на рис. 4.27,б векторний трикутник  pbc  являє 
собою план швидкостей механізму в даному положенні. В цьо-

му трикутнику вектор ( )pb  зображає абсолютну швидкість точ-

ки B , вектор ( )pc , направлений від полюса до точки с -  абсо-

лютну швидкість точки С , а вектор ( )bc , направлений від точ-

ки b  до точки  с  - відносну швидкість  CBV , оскільки, згідно 

рівнянню (2), ця швидкість додається до BV . 

Перенесемо напрями швидкостей CBV  і CV  в точку С  на 

рис. 4.27,а. 
Оскільки CDpc⊥ , а 

ABpb⊥ , то кут при вер-

шині  с  дорівнює куту при 
вершині F  трикутника 
AFD  на схемі механізму 
(рис. 4.28), який утворений 
шляхом продовження кри-
вошипа AB і коромисла 
CD  до перетину.  

Таким чином 

= = 180 = 75 .c F∠ ∠ − 60 − 45� � � �  
Кут при вершині  b  буде дорівнювати куту δ  між продов-

женням прямої AB (рис.4.28) і прямою BC , оскільки сторона  
pb⊥ AB, а  пряма kl BC⊥ . Враховуючи, що 

= = 60FBN BAD∠ ∠ � , то: 

= = 60 30 = 30 .b δ∠ −� � �  

Тоді кут при вершині p : 

180 75 30 75 .p∠ = − − =� � � �

 
Для визначення сторін pbc∆  плану швидкостей скористає-

мося теоремою синусів: 

Рис.4.28 
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( ) ( ) ( )
sin75 sin75 sin30

pb cb pc
= =
� � �

 
.
                           

(1)
 

З рівняння  (1) отримаємо:  

( ) ( ) ( )sin75
;

sin75
cb pb pb= =

�

�

 

( ) ( ) ( ) ( )sin30 0,5
0,518

0,966sin75
pc pb pb pb= = =

�

�
.
 

 Таким чином: 

1CB BV V= = м с ; 
0,518 0,518C BV V= = м с . 

          5. Визначимо миттєві кутові швидкості шатуна 2 і коромисла 3. 
 Оскільки  ( )2 ,CBV CBω=   то: 

( )2
1

20
0,05

CBV

CB
ω = = = срад .

 
 Напрям  кутової швидкості  2ω   визначається напрямом 

відносної швидкості CBV . З рис.4.27,а видно, що  кутова швид-

кість 2ω   буде направлена проти ходу годинникової стрілки. 
 Кутова  швидкість коромисла 3 дорівнює:  

( )3
0,518

5,36
0,0966

CV

CD
ω = = = срад ,

 
де 

( ) ( ) 0,0683
0,097

0,707sin45

CF
CD = = =

�

м ;
 

( ) ( ) ( )sin60 sin30CF AB BC= + =� �  

                    0,05 0,866 0,05 0,5 0,068= ⋅ + ⋅ = м . 

Напрям 3ω  визначає швидкість CV . Направлена кутова швид-
кість коромисла  3 (рис.4.27,а) за ходом годинникової стрілки. 
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6. Визначити величини швидкостей CV  та CBV  можна без-
посередньо і шляхом вимірювання відповідних відрізків на по-
будованому плані швидкостей.  

Оскільки вектор BV  на плані швидкостей зображається від-
різком 3,33)( =pb мм , то масштабний коефіцієнт плану швид-
костей буде дорівнювати: 

03,0
3,33

1

)(
===

pb

VB
Vµ .

ммс

м

⋅
 

Швидкості CV  на плані швидкостей відповідає відрізок 

17)( =pс мм , а швидкості CBV  – 3,33)( =bс мм . 
Тоді: 

51,003,017)( =⋅=⋅= VC pcV µ м с ; 

103,03,33)( =⋅=⋅= VCB bcV µ м с . 

7. Для визначення швидкості точки Е  скористаємося тео-
ремою подібності.  

Оскільки фігура СВЕ  на схемі механізму і фігура cbe на 
плані швидкостей повинні бути подібними, то можна скласти 
пропорцію: 

.
)(

)(

)(

)(

bc

be

BC

BE =                                         (2) 

В лівій частині пропорції (2) відношення відрізків на схемі 
механізму, а в правій - на плані швидкостей. 

З рівняння (2) отримаємо відстань від точки b  до точки e  
на плані швидкостей: 

7,16
05,0

025,0
3,33

)(

)(
)()( ===

BC

BE
bcbe мм . 

Оскільки на схемі механізму відрізок ВЕ  перпендикуляр-
ний доВС , то і на плані швидкостей відрізок be треба провести 
перпендикулярно до bс , причому в той бік, щоб обхід точок 
с ,b  та e  на плані швидкостей мав бути проти ходу годиннико-
вої стрілки, як і для точок С , В  та Е на схемі механізму. 
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Вектор швидкості ЕV  точки Е  на плані швидкостей в мас-

штабі буде зображатися вектором ( )pе , а величина швидкості 

точки Е  дорівнює: 
32,103,05,43)( =⋅=⋅= VЕ pеV µ м с . 

 

Відповідь:     0,518CV = м с ;  

32,1=ЕV м с ;   

2 20ω = срад ;    

3 5,36ω = срад . 
 

Задача №3 
 

До складу важільного механізму 
(рис.4.29) входять два кривошипа 1 і 
4, та два шатуна 2 і 3.  Кривошип   1 
обертається з кутовою швидкістю  

1 20ω = срад , а кривошип 4 - з куто-

вою швидкістю  4 40ω = срад .  
 

Знайти кутові швидкості шату-

нів 2 і  3  та абсолютні швидкості точок С  і 2S , якщо: 30α = � ; 

45γ = � ; 0,25AB ED= = м ; 0,4BC CE= = м ; 2 2BS ВC= . В 

даному положенні механізму кривошип 1 розташований верти-
кально, а кривошип 2 – горизонтально.  

Розв'язок.   Особливість цієї задачі полягає в тому, що ви-
значити відразу напрям швидкості точки С  неможливо. Але 
точка С  одночасно належить до двох тіл (шатуну ВС  та шату-
ну СЕ ), і для неї можна записати два векторних рівняння роз-
поділу швидкостей при плоскому русі (відносно точок B  та Е ), 
що дозволяє розв'язати задачу. 

1. У відповідності з вихідними даними в довільному масш-
табі будуємо схему механізму (рис.4.30,а). 

2. Оскільки точка B  належить кривошипу 1, який оберта-
ється навколо шарніра A з кутовою швидкістю 1ω , то:  

Рис.4.29 
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( )1 20 0,25 5BV ABω= ⋅ = ⋅ = .м с  

Вектор швидкості  BV  направлений перпендикулярно до 

AB в бік обертання кривошипа 1 (рис.4.30, а). 
Шатун 2 механізму рухається плоскопараллельно. Швидкість 

точки B  шатуна 2 дорівнює швидкості точки B  кривошипа 1.  
Для визначення швидкості точки С  шатуна 2  запишемо 

формулу розподілу швидкостей при плоскому русі: 
,C B CBV V V= +                                      (1) 

де  CV  -  абсолютна      швидкість  точки   С, величина і напрям 

якої є невідомим; 
       BV   -  абсолютна швидкість точки B; 

CBV  - відносна швидкість точки С  при її обертанні разом з 

шатуном  2 навколо  полюса  B. Направлений вектор 

CBV  перпендикулярно до CB.  

В рівнянні (1) три невідомих: величина і напрям швидкості 
точки С ; величина швидкості CBV . Оскільки векторне рівняння 

а) б)  

�30  
 

�45  
 

Рис.4.30 
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для площини дозволяє визначити тільки дві невідомих, то роз-
в'язати рівняння (1) неможливо. 

3. Розглянемо визначення швидкості точки С  шатуна 3 від-
носно точки Е. 

Швидкість точки  Е  кривошипа 4 дорівнює: 

( )4 40 0,25 10ЕV EDω= ⋅ = ⋅ = .м с  

Вектор швидкості ЕV   направлений перпендикулярно до  

ED  в бік обертання кривошипа 4 (рис.4.30,а). 
Враховуючи, що шатун 3 механізму рухається плоскопара-

лельно, то для визначення швидкості точки С  шатуна 3 запи-
шемо формулу розподілу швидкостей при плоскому русі:  

,C Е CЕV V V= +                                        (2) 

де  ЕV   -  абсолютна швидкість точки Е ; 

CЕV  - відносна швидкість точки С  у її відносному оберталь-

ному русі разом з шатуном  3 навколо  полюса Е . На-
правлений вектор CЕV  перпендикулярно до CЕ .  

В записаній системі векторних рівнянь (1,2) чотири невідо-
мі: величина і напрям швидкості точки С; величина швидкості 

CBV ; величина швидкості CЕV . Оскільки з кожного рівняння 
можна визначити дві невідомих, то записана система є визначе-
ною і її можна розв'язати. 

4. Розв'язуємо записану систему векторних рівнянь (1) та (2) 
графічно. Для цього з довільної точки  p   побудуємо спочатку 
рівняння (1), а потім (2) (рис.4.30,б). 

Згідно рівнянню (1) з довільної точки p  проводимо вектор  

( )pb паралельно BV , який зображатиме швидкість точки B. До-

вжину відрізка ( )pb оберемо 25 мм.  

Тоді масштабний коефіцієнт плану швидкостей буде дорів-
нювати: 

2,0
25

5

)(
===

pb

VB
Vµ .

ммс

м

⋅
 



Теоретична механіка. Посібник для практичних занять 
——————————————————————————— 

109

Через кінець вектора ( )pb  проводимо лінію  bk   перпенди-

кулярно до BC , вздовж якої від точки b  буде направлений век-
тор відносної швидкості CBV . Довжина і напрям цього вектора 
невідомі. 

Тепер побудуємо з того ж самого полюса p  рівняння (2). 

Спочатку відкладемо вектор ( )pе  паралельно ЕV , який в масш-

табі Vµ  буде зображати швидкість точки Е. Довжина цього век-
тора відповідно дорівнює: 

50
2,0

10
)( ===

V

EV
pe

µ
.мм  

Через кінець вектора ( )pе  проводимо лінію  el   перпенди-

кулярно до ЕC , вздовж якої від точки е  буде направлений век-
тор відносної швидкості CЕV .  

Точка перетину  с   прямих bk  та el , яка одночасно задо-
вольняє векторним рівнянням (1) та (2), і буде розв'язком систе-
ми, а вектор, який на плані швидкостей зображає CV , буде на-
правлений від полюса p  до точки с. 

Отриманий на рис. 4.30,б чотирикутник  pbcе   являє собою 
план швидкостей механізму в даному положенні. В цьому чоти-

рикутнику: вектор ( )bc  визначає відносну швидкість CBV ; век-

тор ( )еc  - відносну швидкість CЕV ; ( )pc  - абсолютну швидкість 

точки С .   
Перенесемо  напрями   швидкостей  CBV   та  CЕV   на  рис. 

4.30,а і, помірявши довжини відповідних відрізків, визначимо 
величини цих швидкостей: 

7,32,05,18)( =⋅=⋅= VCB bcV µ м с ; 

6,112,05,57)( =⋅=⋅= VCЕ еcV µ м с ; 

4,82,042)( =⋅=⋅= VC pcV µ м с . 

5. Визначимо миттєві кутові швидкості шатунів.  
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Оскільки  ( )2 ,CBV CBω=  то: 

( )2
3,7

9,25
0,4

CBV

CB
ω = = = срад . 

Напрям  кутової швидкості  2ω   визначається напрямом 

відносної швидкості  CBV . З рис.4.30,а видно, що  2ω   буде на-
правлена проти ходу годинникової стрілки. 

Аналогічно, кутова  швидкість шатуна  3 дорівнює:  

( )3
11,6

29
0,4

CЕV

ЕC
ω = = = срад . 

Напрям 3ω  визначається відносною швидкістю CЕV . Направ-
лена кутова швидкість шатуна  3 за ходом годинникової стрілки.  

Для визначення швидкості точки 2S  скористаємося теоре-

мою подібності. Оскільки точка 2S  на схемі механізму лежить 
посередині шатуна BC , то і  на плані швидкостей вона повинна 
лежати посередині відрізка )(bc . 

Вектор швидкості 
2SV  точки 2S  на плані швидкостей в ма-

сштабі буде зображатися вектором ( )2ps , а величина швидкості 

точки 2S  дорівнює: 

2,72,036)( 22
=⋅=⋅= VS psV µ м с . 

Відповідь:     8,4CV = м с ;   2,7
2

=SV м с ;   

2 9,25ω = срад ;   3 29ω = срад . 
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Тема 4. ПЛОСКИЙ РУХ ТІЛА (продовження) 
 

ЗАНЯТТЯ № 8 
 

План прискорень 
 

Зміст 
 

4.14  План прискорень. 
4.15  Контрольні запитання  
4.16  Приклади розв'язування задач. 

 

4.14. План прискорень 
 

Розглянемо графічний спосіб визначення прискорень точок 
плоскої фігури (тіла) за допомогою плану прискорень. 
 

Планом прискорень плоскої фігури є геометричне 
місце кінців векторів прискорень будь-яких точок фігу-
ри, що відкладені з однієї довільної точки, яку назива-
ють полюсом плану прискорень. 

 

Побудова плану прискорень базується на представлені при-
скорення  Ba  будь якої точки  B  фігури у вигляді суми трьох 
векторів: 

,n
B A BA BAa a a aτ= + +                               (4.18) 

 

де  Aa  - прискорення точки фігури, яку прийнято за полюс по-
ступального руху;  

      n
BAa - відносне нормальне (доцентрове) прискорення точки B  

у її відносному обертальному русі разом з тілом навко-
ло полюса A . Направлене це прискорення від точки B  

до точки A  і за модулем дорівнює  2n
BAa ω= ⋅ );(BA  

        BAaτ - відносне    тангенціальне  (дотичне)   прискорення точ-
ки B  у її відносному обертальному русі разом з тілом 
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навколо полюса A . Направлене це прискорення перпе-

ндикулярно до n
BAa  (відрізку AB) в бік кутового при-

скорення ε  тіла і за модулем  дорівнює   ( ).BAa BAτ ε= ⋅  

Оскільки для визначення величини  n
BAa   треба знати кутову 

швидкість  ω   плоскої фігури, то, якщо вона не задана, попере-
дньо треба побудувати план швидкостей. З плану швидкостей 
визначити відносну швидкість обертання однієї точки фігури 
відносно другої і знайти кутову швидкість відносного оберталь-
ного руху (заняття 7). 

Для того, щоб рівняння (4.18) можна було розв'язати, пови-
нно бути відоме прискорення  Aa   будь-якої точки А фігури, яку 
обирають за полюс поступального руху. 

Крім того, повинно бути відомо: 
• Випадок 1 - напрям прискорення  точки B фігури, для 

якої записано векторне рівняння (4.18). 
• Випадок 2 - прискорення  Ca  точки С фігури, відносно 

якої, як полюса, можна записати для точки В друге ве-
кторне рівняння, аналогічне (4.18). 

• Випадок 3 - в точці В до фігури приєднане інше тіло, 
відносно точки якого можна записати друге векторне 
рівняння для точки В, аналогічне (4.18). 

 

Розглянемо визначення прискорень точок В і С трикутника  
АВС (рис.4.31, а). Відомими є прискорення точки А, напрям 
прискорення точки В і кутова швидкість трикутника  АВС,  тоб-
то випадок 1. 

Для прискорення точки  В, якщо за полюс обрати точку А, 
буде справедливим векторне рівняння (4.18). 

Розв'яжемо рівняння (4.18) графічно. Для цього (рис.4.31,б) 
з довільної точки π  (полюса плану прискорень) побудуємо век-

тор  ( аπ ) , який в масштабі буде зображати прискорення Aa . З 

кінця побудованого вектора (точки а ) побудуємо вектор  BAn , 

який в тому ж масштабі буде зображати прискорення  n
BAa . 
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Величину прискорення n
BAa визначимо з формули: 

( )2n
BAa BAω= , 

а направлений цей вектор  вздовж ВА  від точки В до точки  А. 

 
До нормального прискорення додамо, згідно рівнянню 

(4.18), тангенціальне прискорення  BAaτ . Оскільки величина цьо-
го прискорення невідома, то через точку  a′   (кінець вектора  

BAn ) проведемо лінію  mk   перпендикулярно до ВА , вздовж 

якої і буде направлений вектор  BAaτ . 

Напрям абсолютного прискорення  Ba  точки  В  відомий з 
умови задачі. Оскільки всі абсолютні прискорення точок на 
плані відкладаються від полюса  π, то через полюс проведемо 
пряму, паралельну напряму прискорення точки В. Точка пере-
тину  b   ліній mk  і bπ  буде рішенням рівняння (4.18), а вектор  

( bπ )  буде в обраному масштабі зображати прискорення  Ba   
точки  В. 

Для визначення прискорення точки С скористаємося тим, 
що відомими вже є прискорення двох точок фігури А  і  В (випа-
док 2). 

ω  

Aа  

k  

Рис.4.31 

А  

В  

С  

π  а  

b  

с  BAn  

а) б) 

BAτ  

САn  

СAτ  

СBτ  

СBn  

ε  

а′  

m  

Напрям Ba  
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Запишемо векторні рівняння для прискорення точки  С  від-
носно полюсів А і В: 

n
C A CA CAa a a aτ= + + ;                               (4.19) 

C Ba a= + τ
CB

n
CB aa + ,                              (4.20) 

де   n
CAa  і n

CBa  - відносні нормальні прискорення точки  С  у її 
відносному обертальному русі відповідно на-
вколо точок  А  і  В; 

   CAaτ  і CВaτ  - відносні тангенціальні прискорення точки С у її 
відносному обертальному русі навколо точок  А 
і В, відповідно. 

Першим розв'язуємо рівняння (4.19). Оскільки прискорення  

Aa   точки  А  на плані (рис.4.31,б) вже побудоване, то з його кі-

нця (точки а  ) будуємо вектор  CAn , який направлений від точ-

ки  С  до точки  А  і за модулем в масштабі дорівнює  n
CAa : 

( )2n
CAa CAω= ⋅ . 

Через кінець вектора CAn  проводимо пряму, перпендикуля-

рну до  СА, вздовж якої буде направлене прискорення  CAaτ  і на 

якій буде лежати точка кінця вектора  Ca . 
Наступним побудуємо рівняння (4.20). Оскільки приско-

рення  Ba  точки В  на плані вже побудоване, то з його кінця, 

точки  b , будуємо вектор  CBn , який направлений від  С  до  В  і 

за модулем в масштабі дорівнює n
CBa : 

( )2n
CBa CBω= ⋅ . 

Через кінець вектора CBn  проводимо пряму, перпендикуля-

рну до  СВ, вздовж якої буде направлене прискорення CBaτ  і на 

якій буде лежати точка кінця вектора  Ca . 

Таким чином, кінець вектора  Ca   буде лежати на перетині 
ліній, вздовж яких будуть направлені тангенціальні прискорення 



Теоретична механіка. Посібник для практичних занять 
——————————————————————————— 

115

CAaτ  і CBaτ . Вектор  ( cπ )  на плані прискорень буде в масштабі 
зображати абсолютне прискорення точки  С. 

Вектори ( aπ ) , ( bπ ) і ( cπ ), які виходять з полюса плану 
прискорень, визначають абсолютні прискорення точок A , B  і 
C . Відрізки ж, які з’єднують кінці векторів абсолютних при-
скорень ( ),( )ab bc  і ( )ac  визначають відносні прискорення од-

них точок при їх обертанні навколо інших ( , ,BA CB CAa a a ). 
Крім абсолютних і відносних прискорень точок фігури 

АВС, визначається величина її кутового прискорення  ε : 

( )
BAa

BA

τ
ε = ,   або  ( )

CAa

CA

τ
ε = ,  або  ( )

CBa

CB

τ
ε = . 

Для визначення ж напряму кутового прискорення  ε   треба 

перенести в точку  В  вектор тангенціального прискорення  BAaτ  
і напрям цього вектора вкаже напрям кутового прискорення. В 
даному випадку, кутове прискорення  ε   направлене за ходом 
годинникової стрілки.  

Трикутник abc, який утворився на плані прискорень, буде 
подібним до трикутника ABC.  

Таким чином, для плану прискорень справедливе  

правило подібності: фігура, яку утворюють кінці век-
торів абсолютних  прискорень точок тіла на плані при-
скорень подібна до фігури, яку однойменні точки утво-
рюють на тілі. 

 

4.15. Контрольні запитання  
 

1. Які дані необхідні для побудови плану прискорень? 
2. Яка точка називається полюсом плану прискорень? 
3. Які прискорення зображають вектори, що виходять з 

полюса плану прискорень? 
4. Як визначити величину і напрям кутового прискорення 

фігури? 
5. Скільки векторних рівнянь треба записати для точки, 

величина і напрям прискорення якої невідомі? 
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4.16. Приклади розв'язування задач 
 

Задача №1 

Знайти прискорення точки С повзуна 3 і кутове приско-
рення 2ε  шатуна 2 механізму, зображеному на рис.4.24. Вихідні 

дані: 1 10ω = срад ; 0,06AB = м ;  30α = � ;  120β = � , кривошип 

1 обертається рівномірно ( const=1ω ). 
  

Розв'язок. План швидкостей для цього механізму був побу-
дований в задачі № 1 заняття № 7 (рис.4.25,б) і була визначена 
кутова швидкість шатуна 2 2 10ω = срад . 

1.Побудуємо  схему механізму (рис. 4.32,а). 
2.Спочатку знайдемо прискорення точки В механізму, оскі-

льки вона належить кривошипу 1, який обертається навколо то-
чки А з відомою кутовою швидкістю.  

Враховуючи, що кутова швидкість кривошипа стала 
( 1 constω = ), то 1 0ε =   і повне прискорення  Bа  буде дорівню-

вати нормальному прискоренню n
BAа  1( 0)BAa ABτ ε= ⋅ =  точки В  

в її обертальному русі навколо А : 
n

B BAа а= . 

За модулем: 

( )2 2
1 10 0,06 6n

B BAa a ABω= = ⋅ = ⋅ = 2
м с . 

Направлене прискорення  Ba   від точки В до точки А по лі-
нії ВА. 

3. Для визначення прискорення точки С запишемо формулу 
розподілу прискорень при плоскому русі, прийнявши за полюс 
точку В, прискорення якої вже відомо: 

n
C B CB CBa a a aτ= + + ,                            (1) 

де Ca  - абсолютне прискорення точки С, яке направлене по на-
пряму руху повзуна 3 в горизонтальних напрямних; 

    Ba  - прискорення   точки  В,  відоме  за величиною і за на-
прямом; 
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n
CBa - відносне  нормальне  прискорення  точки С у її віднос-

ному обертальному русі навколо точки В, направлене 
по шатуну СВ від точки С до точки В і за модулем до-
рівнює:  

( )2 2
2 10 0,06 6n

CBa CBω= = ⋅ = 2м с ; 

    CBa
τ

 - тангенціальне прискорення  точки С при її обертанні 
навколо точки А, направлене перпендикулярно до ша-
туна СВ і за модулем дорівнює:  

( )2CBa CBτ ε= ⋅ . 

Оскільки напрям прискорення точки С відомий, то рівняння 
(1) достатньо для визначення Ca . 

4. Розв'яжемо рівняння (1) графічно шляхом побудови  пла-
ну прискорень. 
 З довільної точки π  полюса плану прискорень 

(рис.4.32,б) відкладемо вектор ( )bπ , що буде зображати при-

скорення  Ba , і який направлений паралельно лінії АВ від точки 

В до точки А. Від кінця цього вектора відкладемо вектор CBn , 

що буде зображати n
CBa , і який направлений паралельно СВ від 

точки С до точки В. Через кінець вектора CBn , точку b’, прове-
демо лінію lm, перпендикулярну до ВС, вздовж якої буде напра-

влене тангенціальне прискорення  CBaτ  і на цій лінії буде лежати 

Рис.4.32 
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точка с  - кінець вектора абсолютного прискорення точки C  
механізму. 

Оскільки прискорення Ca  направлене по осі АС  руху пов-
зуна 3, то з полюса π  проводимо горизонтальну пряму. Точка 
перетину с  цієї прямої з лінією lm, що проведена перпендику-
лярно до ВС, буде кінцем вектора прискорення точки C, а век-

тор СBτ буде зображати на плані прискорень CBaτ .  
4. З побудованого плану прискорень визначимо абсолютні 

величини прискорень Ca  і CBaτ . Для цього з полюса π  опустимо 
перпендикуляр Kπ  на продовження лінії bb′ . Кут c bπ  дорів-

нює куту b Kπ  і складає 30� . 

З векторного чотирикутника bbc ′π  (рис. 4.32,б) витікає: 

( ) ( ) .CB CBс b nπ π τ= + +                              (2) 

Спроектуємо векторне рівняння (2) на пряму b K′ : 

( ) sin60 ( ) sin30c bπ π− ⋅ = − ⋅ −� �

CBn .                (3) 

Враховуючи, що )( cπ  зображає на плані прискорень Ca , 

)( bπ  − Ba , а CBn  − n
CBa , рівняння (3) можна переписати наступ-

ним чином: 

sin60 sin30C Ba a− = − −� � n
CBа . 

Звідки: 

Ca =
�

�

60sin

30sin n
CBB aa + 6 0,5 6 18

6 3
3 /2 3

⋅ += = = 2м с .
 

Тепер спроектуємо рівняння (2) на пряму Kπ : 

( ) cos60 ( ) cos30CBc bπ τ π− ⋅ = − ⋅� � .                    (3) 
Враховуючи, що  CBτ  на плані прискорень зображає CBaτ , 

отримаємо: 

cos60 cos30C CB Ba a aτ− = −� � . 
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Звідки:  

3 1
cos30 cos60 6 6 3 0

2 2CB B Ca a aτ = − = − ⋅ =� � . 

Оскільки 0CBaτ = , то: 

( )2 0CBa

BC

τ
ε = = . 

З отриманого результату 
випливає, що в даний момент 
часу шатун механізму оберта-
ється рівномірно ( 02 =ε ) і 
план прискорень буде мати ви-
гляд як на рис.4.33. 
  

Відповідь: 6 3Ca = 2м с ; 2 0ε = . 

Якщо побудову плану прискорень виконувати з дотриман-
ням масштабу, то прискорення характерних точок можна визна-
чити безпосередньо вимірюванням відповідних відрізків на пла-
ні прискорень.  
 

Задача №2 
 

Знайти абсолютне прискорення точок С і Е та кутові при-
скорення шатуна 2 і коромисла 3 шарнірного механізму, схема 

якого зображена на рис.4.26, якщо: 0,05AB BC= = м ; 60 ,α = �  

30β = � ; 45γ = � .   Кривошип 1 механізму обертається з сталою 

кутовою швидкістю 1 20ω = срад . 
 

Розв’язок.  План швидкостей механізму для положення, що 
розглядається,  був побудований в задачі № 2 заняття № 7 
(рис.4.27,б) і визначені миттєві кутові швидкості шатуна 2 і ко-
ромисла 3: 2ω  = 20 срад , 3ω  =5,36 срад .  

Розв'яжемо задачу шляхом побудови в масштабі плану при-
скорень. 

Рис.4.33 

π  

b  

с  

CBn  
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1.Спочатку в довільному масштабі будуємо схему механіз-
му (рис.4.34,а). 

2.Визначимо прискорення точки В  кривошипу. 
Оскільки кривошип 1 обертається навколо нерухомої точки 

А  з сталою кутовою швидкістю 1ω  (тобто 1 0ε =  і відповідно 

0BAaτ = ), то прискорення Ba  точки В: 

n
B BAa a= . 

За модулем Ba   дорівнює: 

( )2 2
1 20 0,05 20n

B Ba a BAω= = ⋅ = ⋅ = 2м с . 

Направлене прискорення Ba  від точки В до точки А. 

3.Запишемо векторні рівняння для визначення прискорення 
точки С.  

Точка С належить одночасно шатуну 2 і коромислу 3 (випа-
док 3). У шатуна 2 відоме вже визначене прискорення точки В, а 
у коромисла 3 прискорення точки D  (точка D  нерухома, тобто 

0Da = ). Таким чином, можна записати формули розподілу при-

скорень для точки С, взявши за полюс точку В для шатуна 2 в 
першому рівнянні і точку D  для коромисла 3 в другому рівнян-
ні: 

;n
C B CB CBa a a aτ= + +                                (1) 

,n
C D CD CDa a a aτ= + +                               (2) 

де n
CBa  - відносне нормальне прискорення точки С у її відносно-

му обертальному русі навколо точки В, направлене 
вздовж СВ від точки С до точки В і за модулем дорів-
нює:  

( )2 2
2 20 ·0,05 = 20n

CBa CBω= ⋅ = 2
м с ; 
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        CBaτ  - відносне тангенціальне прискорення точки С у її від-

носному обертальному русі навколо точки В, направле-
не перпендикулярно до ВС і за модулем дорівнює:  

2 ( );CBa CBτ ε= ⋅  

        n
CDa  - відносне нормальне прискорення точки С у її віднос-

ному обертальному русі навколо точки D , направлене 
вздовж CD від точки С до точки D  і за модулем дорів-
нює: 

( )2 2
3 5,36 ·0,0966 = 27,75n

CDa CDω= ⋅ = 2
м с ; 

        CDaτ  - відносне тангенціальне прискорення точки С у її від-

носному обертальному русі навколо точки D , направ-
лене перпендикулярно до CD і за модулем дорівнює:  

                    3 ( ).CDa CDτ ε= ⋅  

4.Розв’яжемо графічно систему векторних рівнянь (1,2). 

 Спочатку побудуємо рівняння (1). Для цього з довільної 
точки π  полюса плану прискорень (рис.4.34,б) відкладемо век-

тор ( )bπ  , який буде зображати прискорення  Ba . Направлений 

вектор ( )bπ  паралельно лінії АВ від точки В до точки А. Дов-

жину цього вектора оберемо 16)( =bπ мм . Тоді масштабний 

коефіцієнт плану прискорень буде дорівнювати: 

25,1
16

20

)(
===

b

aB
а π

µ
2м с

мм
. 

Від кінця вектора ( )bπ  відкладемо вектор CBn , який буде 

зображати n
CBa . Направлений вектор CBn  паралельно СВ від то-

чки С до точки В, а  довжина цього вектора дорівнює: 

16
25,1

20 ===
a

n
CB

CB
a

n
µ

мм . 
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Рис.4.34 
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Через кінець вектора CBn  проведемо лінію перпендикуляр-
ну до ВС, вздовж якої буде направлене тангенціальне приско-

рення  CBaτ  і на цій лінії буде лежати точка с  - кінець вектора 
абсолютного прискорення точки C  механізму. 

Наступним побудуємо  рівняння (2). 
Оскільки  0Da = , то точка d  буде лежати в полюсі π  пла-

ну прискорень. 

Від точки d  відкладемо вектор CDn , який буде зображати 
n
CDa . Направлений вектор CDn  паралельно СD від точки С до 

точки D, а  довжина цього вектора відповідно дорівнює: 

22
25,1

75,27 ===
a

n
CD

CD
a

n
µ

мм . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Через кінець вектора CDn  проведемо лінію перпендикуляр-
ну до СD, вздовж якої буде направлене тангенціальне приско-

рення  CDaτ . 
Розв'язком  системи (1,2) буде точка с , в якій перетинають-

ся лінії, що були проведені перпендикулярно до СВ і СD, вдовж 

яких направлені відповідно тангенціальні прискорення CBaτ  і 

CDaτ . 
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Вектор абсолютного прискорення Са  точки С  на плані 

прискорень в масштабі буде зображатися вектором ( )сπ , а ве-

личина прискорення точки С  дорівнює: 

5125,141)( =⋅=⋅= aС сa µπ 2
м с . 

Величини тангенціальних прискорень CBaτ  і CDaτ  знайдемо 
шляхом вимірювання відповідних відрізків на плані прискорень: 

   22,5 1,25 28CB CB aaτ τ µ= ⋅ = ⋅ = 2
м с ; 

36 1,25 45CD CD aaτ τ µ= ⋅ = ⋅ = 2
м с . 

Оскільки 2 ( )CBa CBτ ε= ⋅  і 3 ( )CDa CDτ ε= ⋅ , то миттєві кутові 

прискорення 2ε  шатуна 2  і  3ε   коромисла 3 відповідно дорів-
нюють: 

2
28

560
( ) 0,05

CBa

CB

τ
ε = = = 2

срад ; 

    3
45

466
( ) 0,0966

CDa

CD

τ
ε = = = 2

срад , 

де 0966,0)( =CD м – довжина коромисла 3, яка була визначена в 
задачі №2  заняття №7. 

Для визначення напряму кутового прискорення 2ε  перене-
семо подумки в точку С  відносне тангенціальне прискорення 

CBaτ ( )СВτ . Напрям CBaτ  вказує на те, що 2ε  буде направлене за 
ходом годинникової стрілки.  

Аналогічно, для визначення напряму 3ε  в точку С  перене-

семо CDaτ ( )СDτ . Кутове прискорення 3ε  буде направлене проти 
ходу годинникової стрілки.  

5.Для визначення прискорення точки Е  скористаємося тео-
ремою подібності. 

Для цього спочатку побудуємо пряму bc на плані приско-
рень (рис.4.34,б). Оскільки фігура СВЕ  на схемі механізму і фі-
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гура cbe на плані прискорень повинні бути подібними, то  мож-
на скласти пропорцію: 

.
)(

)(

)(

)(

bc

be

BC

BE =                                         (3) 

В лівій частині пропорції (3) відношення відрізків на схемі 
механізму, а в правій - на плані прискорень. 

З рівняння (3) отримаємо відстань від точки b  до точки e  
на плані прискорень: 

8,13
05,0

025,0
5,27

)(

)(
)()( ===

BC

BE
bcbe мм . 

Оскільки на схемі механізму відрізок ВЕ  перпендикуляр-
ний до ВС , то і на плані прискорень відрізок be треба провести 
перпендикулярно до bс , причому в той бік, щоб розташування 
точок с ,b  та e  на плані прискорень було проти ходу годинни-
кової стрілки, як і точок С, В  та Е  на схемі механізму. 

Вектор абсолютного прискорення Еа  точки Е  на плані 

прискорень в масштабі буде зображатися вектором ( )еπ , а ве-

личина прискорення точки Е  дорівнює: 

6,1525,15,12)( =⋅=⋅= aЕ еa µπ 2
м с . 

 

Відповідь: 

= 51Са
2

м с ;  6,15=Еа
2

м с ;  

2 = 560ε 2
срад ;   3 466ε = 2

срад . 
 

Задача №3 

До складу важільного механізму 
(рис.4.35) входять два кривошипа 1 і 4, та 
два шатуна 2 і 3.  Кривошип   1 в даний 
момент часу обертається рівномірно з 
кутовою швидкістю 1 20ω = срад , а кри-
вошип 4 – сповільнено з кутовою швид- Рис.4.35 
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кістю 4 40ω = срад  і   кутовим прискоренням  2
4 500 срад=ε . 

 

Знайти кутові прискорення шатунів 2 і 3 та абсолютні при-

скорення точок С  і 2S , якщо: 30α = � ; 45γ = � ; 

0,25AB ED= = м ; ВС 4,0== CD м; 2BS = 2ВC . В даному 
положенні механізму кривошип 1 розташований вертикально, а 
кривошип 4 – горизонтально.  

 

Розв'язок.  План швидкостей механізму для положення, що 
розглядається,  був побудований в задачі №3 заняття №7 
(рис.4.30,б) і визначені миттєві кутові швидкості шатуна 2 і ша-
туна 3: 2 9,25ω = срад ;   3 29ω = срад . 

1.В довільному масштабі побудуємо схему механізму (рис. 
4.36,а). 

2.Спочатку визначимо абсолютні прискорення точок В  і 
Е , що належать відповідно кривошипам 1 і 4, кутові швидкості 
яких відомі. 

 Оскільки кривошип 1 обертається навколо нерухомої то-
чки А  з сталою кутовою швидкістю ( const=1ω , 01 =ε ), тобто 

1·( ) = 0Ba ABτ ε= , то: 
n

B Ba a= ;  

10025,020)( 22
1 =⋅=⋅== ABaa n

BB ω 2
м с . 

Направлене прискорення Ba  вздовж кривошипа АВ  від то-
чки В до точки А. 

Кривошип 4 обертається навколо нерухомої точки D  з ку-
товою швидкістю 4ω  і кутовим прискоренням 4ε . Оскільки 
кривошип 4 обертається сповільнено,  то кутове прискорення 
направлене протилежно кутовій швидкості (рис.4.35.) 

Абсолютне прискорення точки Е  кривошипа 4 являє собою 
векторну суму нормальної і тангенціальної  складових: 

+n
Е E Eа a aτ= .                                      (1) 
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Нормальна складова прискорення точки Е  направлена 
вздовж ED  від точки Е  до  точки D  і за модулем дорівнює: 

2 2
4 ( ) 40 0,25 400n

Ea EDω= ⋅ = ⋅ = 2
м с , 

а тангенціальна – перпендикулярно до ED  в бік кутового при-
скорення 4ε  і за модулем дорівнює: 

4 ( ) 500 0,25 125Ea EDτ ε= ⋅ = ⋅ = 2
м с . 

3. Запишемо векторні рівняння для визначення прискорення 
точки С.  

Точка С належить одночасно шатуну 2 і шатуну 3. У шатуна 
2 відоме прискорення точки В, а у шатуна 3 - точки Е . Таким 
чином, можна записати формули розподілу прискорень для точ-
ки С, взявши за полюс точку В для шатуна 2 в першому рівнянні 
і точку Е  шатуна 3 в другому : 

;n
C B CB CBa a a aτ= + +                                (2) 

,n
C E CE CEa a a aτ= + +                               (3) 

В рівнянні (2): 
n
CBa  – направлене вздовж CB  від точки С до точки В і за моду-

лем дорівнює:  

( )2 2
2 9,25 ·0,4 = 34n

CBa CBω= ⋅ = 2
м с ; 

CBaτ  –  направлене перпендикулярно до ВС, величина і напрям 
цього прискорення невідомі. 

 В рівнянні (3): 
n
CEa  – направлене вздовж CE  від точки C до точки E і за моду-

лем дорівнює:  

( )2 2
3 29 ·0,4 = 336n

CEa CEω= ⋅ = 2
м с ; 

CEaτ  –  направлене перпендикулярно до СE, величина і напрям 
цього прискорення невідомі. 

4. Розв’яжемо графічно систему векторних рівнянь (2,3). 
Спочатку побудуємо  рівняння (2). Для цього з довільної то-

чки π  полюса плану прискорень (рис.4.36,б) відкладемо вектор 
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( )bπ , який буде зображати прискорення  Ba . Направлений век-

тор ( )bπ  паралельно лінії АВ від точки В до точки А. Довжину 

цього вектора оберемо 5,12)( =bπ мм . Тоді масштабний коефі-
цієнт плану прискорень буде дорівнювати: 

8
5,12

100

)(
===

b

aB
а π

µ
2м с

мм
. 

Від кінця вектора ( )bπ  відкладемо вектор CBn , який буде 

зображати n
CBa . Направлений вектор CBn  паралельно СВ від то-

чки С до точки В, а  довжина цього вектора дорівнює: 

4
8

34 ===
a

n
CB

CB

a
n

µ
,25 4≈ мм . 

Через кінець вектора CBn  проведемо лінію перпендикулярну 
до ВС , вздовж якої буде направлене тангенціальне прискорення  

CBaτ  і на цій лінії буде лежати точка с  - кінець вектора абсолю-
тного прискорення точки C  механізму. 

Наступним побудуємо  рівняння (3).  
Для побудови вектора Еа  від полюса π  згідно рівнянню (1) 

відкладемо вектор  En , а з його кінця Eτ . Ці вектори в масштабі 

аµ  будуть зображати прискорення n
Ea   та Eaτ  і будуть направ-

лені їм паралельно (рис. 4.36, а).  
Довжини векторів En  і Eτ  відповідно дорівнюють: 

50
8

400 ===
a

n
E

E
a

n
µ

мм ; 

6,15
8

125===
a

E
E

a

µ
τ

τ
мм . 

Абсолютне прискорення Еа  точки Е  на плані прискорень 

буде зображатися вектором )( еπ . 
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Від точки е  відкладемо вектор CЕn , який буде зображати 

n
CЕa . Направлений вектор CЕn  паралельно СЕ від точки С до 

точки Е, а  довжина цього вектора дорівнює: 

42
8

336 ===
a

n
CЕ

CЕ

a
n

µ
мм . 

Через кінець вектора CЕn  проведемо лінію перпендикуляр-
ну до СЕ , вздовж якої буде направлене тангенціальне приско-

рення  CЕaτ . 
Розв'язком  системи (2,3) буде точка с , в якій перетинають-

ся лінії, що були проведені перпендикулярно до СВ і СЕ, вдовж 

яких направлені відповідно тангенціальні прискорення CBaτ  і 

CЕaτ . 

а) б)  

�30  

�45  
 

Рис.4.36 
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Вектор абсолютного прискорення Са  точки С  на плані 

прискорень в масштабі буде зображатися вектором ( )сπ , а ве-

личина прискорення точки С  дорівнює: 

112814)( =⋅=⋅= aС сa µπ 2
м с . 

Величини тангенціальних прискорень CBaτ
 і CЕaτ

 знайдемо 
шляхом вимірювання відповідних відрізків на плані прискорень: 

    10,5 8 84CB CB aaτ τ µ= ⋅ = ⋅ = 2
м с ; 

     44 8 352CЕ CЕ aaτ τ µ= ⋅ = ⋅ = 2
м с . 

Оскільки 2 ( )CBa CBτ ε= ⋅  і 3CЕaτ ε= ⋅ ( )CЕ , то миттєві кутові 

прискорення 2ε  шатуна 2  і  3ε   шатуна 3 відповідно дорівнюють: 

2
84

210
( ) 0,4

CBa

CB

τ
ε = = = 2

срад ; 

3
352

880
( ) 0,4

CЕa

CЕ

τ
ε = = = 2

срад . 

Напрями кутових прискорень 2ε  і 3ε  визначаємо шляхом 
перенесення подумки в точку С  відносних тангенціальних при-

скорень CBaτ  і CЕaτ  (аналогічно задачі №2).  Кутове прискорен-

ня 2ε   направлене за ходом годинникової стрілки, а 3ε  - проти 
ходу годинникової стрілки. 

5. Для визначення прискорення точки 2S  скористаємося теоре-

мою подібності. Оскільки точка 2S  на схемі механізму лежить по-
середині шатуна BC , то і  на плані прискорень вона повинна лежати 
посередині відрізка )(bc . Вектор прискорення 

2Sа  точки 2S  на 

плані прискорень в масштабі буде зображатися вектором ( )2sπ , а 

величина абсолютного прискорення точки 2S  дорівнює: 

104813)( 22
=⋅=⋅= аS sа µπ 2

м с . 

Відповідь:   = 112Са
2

м с ;  104
2

=Sа
2

м с ;  

2 = 210ε 2
срад ;      3 880ε = 2

срад . 
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РОЗДІЛ ДРУГИЙ 
СТАТИКА ТВЕРДОГО ТІЛА 

 
Статикою називається розділ теоретичної механіки, який 

вивчає властивості сил та умови рівноваги твердих тіл. 
Основною задачею статики є встановлення законів рівно-

ваги твердих матеріальних об’єктів. 
В навчальному посібнику розглядаються наступні теми стати-

ки:  
1. в’язі  та їх реакції; 
2. система збіжних сил; 
3. довільна плоска система сил; 
4. рівновага тіл при наявності тертя; 
5. розрахунок ферм; 
6. довільна просторова система сил; 
7. центр тяжіння. 

 

Тема 1. В’ЯЗІ 
 

ЗАНЯТТЯ   № 1 
 

Зміст 
 

1.1. Основні поняття та аксіоми статики. 
1.2. Реакції в’язей. 
1.3. Види навантажень, що діють на тіла. 
1.4. Контрольні запитання. 
1.5. Приклади розв’язування задач. 

 

1.1.Основні поняття та аксіоми статики 
 

В теоретичній механіці користуються абстрактними уяв-
леннями про матеріальну точку  і  абсолютно тверде тіло. 

Матеріальне тіло, розмірами якого в умовах даної задачі 
можна знехтувати, називається  матеріальною точкою. 
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Абсолютно твердим називають таке тіло, в якому відстань 
між двома його точками при усіх умовах залишається незмін-
ною (інакше кажучи, тіло не деформується). 

Силою в механіці називають векторну величину, яка є мі-
рою механічної взаємодії матеріальних тіл. Одиницею вимірю-
вання сили в системі СІ є 1 Ньютон, який визначається як сила, 
що надає тілу масою в 1 кг  прискорення 1 м/с2.  Механічна сила 
визначається лінією дії, напрямом та числовим значенням сили. 

Пряма, вздовж якої направлений вектор сили, називається  
лінією дії сили. 

Сукупність сил, що прикладена до даного тіла, називається 
системою сил. Система сил, під дією якої тіло знаходиться в рів-
новазі, називається еквівалентною нулю, або зрівноваженою. 

Якщо система сил еквівалентна одній силі, то така сила на-
зивається  рівнодіючою даної системи сил. 

Розв’язування задач статики базується на застосуванні ряду 
аксіом та теорем. 

 

Аксіома 1. (перший закон Ньютона). Ізольована від 
зовнішньої дії матеріальна точка знаходиться в стані 
спокою або рухається прямолінійно і рівномірно. 

 

Аксіома 2. Дві сили, що прикладені до абсолютно 
твердого тіла, взаємно зрівноважені тоді і тільки тоді, 
коли вони рівні за модулем та діють уздовж однієї пря-
мої в протилежні боки. 

 

Аксіома 3. Прикладення або відкидання системи 
взаємно зрівноважених сил не змінює дію даної системи 
на абсолютно тверде тіло. 

 

Наслідок з аксіом 2 та 3. Не змінюючи дію даної 
системи сил на абсолютно тверде тіло можна точку 
прикладання кожної сили переносити вздовж лінії її дії в 
будь-яку точку тіла. 
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Аксіома 4. (аксіома про паралелограм сил). Рівнодіюча 
двох сил, які прикладені до даної точки абсолютно твердого 
тіла і направлені під кутом одна до одної, прикладена до ті-
єї ж точки і зображається діагоналлю паралелограма, що 
побудований на даних силах, як на сторонах. 

 

Аксіома 5. (дії та протидії). Сили, з якими діють од-
не на одне два тіла, завжди рівні за модулем і направлені 
вздовж однієї прямої в протилежні боки. 

 

Аксіома 6. Рівновага змінного (такого, що дефор-
мується) тіла, яке знаходиться під дією даної системи 
сил, не порушиться, якщо вважати, що  тіло затверділо 
(стало абсолютно твердим). 

 

1.2.Реакції в’язей 
 

У більшості задач на рівновагу розглядають невільні тверді 
тіла, тобто тіла, що знаходяться під дією інших тіл, з якими вони 
взаємодіють і які заважають їх переміщенню. 

Все те, що обмежує переміщення даного тіла, називається 
в’яззю. В’язь діє на тіло, що розглядається, з деякою силою, яку 
називають  реакцією в’язі. Для визначення кожної реакції, як і 
будь якої сили, необхідно знати її величину, напрям та лінію дії. 

 

Аксіома в’язей. Будь яке невільне тіло можна зві-
льнити від в’язей, замінивши їх дію реакціями, після чого 
розглядати тіло як вільне, що знаходиться в рівновазі 
під дією заданих сил і реакцій. 

 

Незважаючи на велику кількість фізично існуючих в’язей, 
більшість з них може бути зведена до наступних типів. 
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1.2.1. Ідеально гладка поверхня 
 

Якщо сила тертя, що виникає між ті-
лом та поверхнею (площиною) в’язі не-
значна, і при розгляданні реакції поверх-
ні нею можна знехтувати, то поверхня 
в’язі називається  ідеально гладкою. 

Якщо тіло спирається на ідеально 
гладку поверхню (рис.1.1), то реакція такої 
поверхні або площини направлена перпен-

дикулярно до їх спільної дотичної і виникає в точці дотику.  
 

1.2.2. Ідеальна нитка 
 

В’язь (рис.1.2), що ви-
конана у вигляді гнучкої 
нерозтяжної нитки (мотуз-
ки, каната, троса, ланцю-
га), не дає тілу віддалятися 
від точки підвісу нитки за 
напрямом АМ.  

Таким чином, реакція  

Т  ( 1Т , 2Т ) натягнутої ни-

тки буде напрямлена вздовж нитки до точки її підвісу. 
 

1.2.3. Реакції опор балок 
 

Балкою називається матеріальне тіло, поперечними роз-
мірами якого можна знехтувати в порівнянні з довжиною. 

 

Циліндрична шарнірно-нерухома опора 
 

Циліндричною шарнірно-нерухомою опорою (циліндрич-
ним шарніром) називається таке з’єднання двох тіл, яке допус-
кає обертання обох тіл навколо їх загальної осі А (рис.1.3), або 
тільки одного з них відносно другого. 

На рис.1.3,а схематично показана конструкція циліндрично-
го шарніра, а на рис. 1.3,б його умовне зображення на схемі. 
Шарнірно-нерухома опора перешкоджає будь-якому поступаль-

 

Рис. 1.1 
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ному руху тіла, але надає йому можливість вільно обертатися 
навколо осі шарніра А.  

Центр шарніра є точкою прикладення опорної реакції АR , 
величина і напрям якої невідомі. 

Реакцію AR  можна розкласти на дві складові AxR  і AyR  за 

осями обраної системи координат (рис.1.4). Одну з осей коорди-
нат доцільно напрямляти уздовж осі балки. 

 
Циліндрична шарнірно-рухома опора 

 
Шарнірно - рухома опора відрізняється від шарнірно-

нерухомої тим, що та її частина, яка спирається на опорну пове-
рхню, не закріплена жорстко, а поставлена на котки. Таке закрі-
плення не перешкоджає переміщенню системи по лінії кочення 
котків (рис.1.5). 

На рис.1.5,а схематично показана конструкція шарнірно-
рухомої опори, а на рис. 1.5,б  її умовне зображення на схемі. 

Рис. 1.3 
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б) а) 
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Якщо не враховувати тертя котків, то реакція рухомої опо-

ри BR  буде направлена перпендикулярно до площини кочення 
котків і проходить через вісь В шарніра. 

 1.2.4. Жорстке защемлення 
 

Нехай балка АВ своїм кінцем жорстко замурована в стінку 
(рис.1.6). Таке закріплення не допускає ні поступального руху 
балки, ні обертального. Якщо на балку діють зовнішні сили, то в 

точці защемлення виникає як реакція AR , так і додаткова пара 
сил з моментом защемлення МЗ. 

Модуль та напрям реак-

цій AR  і моменту ЗМ  неві-

домі. Рекомендується роз-

кладати реакцію АR  на дві 

складові AxR і AyR , за осями 

обраної системи координат. 
Момент защемлення ЗМ  ре-

комендується приймати до-
датнім, тобто направленим проти ходу годинникової стрілки. 

 

1.2.5. Сферичний шарнір 
 

Сферичний шарнір (рис.1.7) допускає обертання стержня 
ОА в просторі навколо точки О (центра шарніра). 

Реакція опори ОR  на  сферичну частину стержня І невідома 
за модулем і напрямом, але її лінія дії проходить через центр 

Рис. 1.5 
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OyR  y 

x 
Рис. 1.7. 

z 
OzR  

OR  

OxR  

1 А шарніра О. Рекомендується розкла-
дати реакцію сферичного шарніра R 

на складові ОхR , ОyR ,  OzR  

(рис.1.7) за осями обраної системи 
координат. 

 

1.2.6. Реакція невагомого  
ідеального стержня 

 

На рис.1.8 показано закріплення 
тіла G за допомогою кронштейна, 
який складається з стержнів, вагою 
яких можна знехтувати. У кожного з 
стержнів на кінцях закріплені шар-
ніри (А, В, С), якими стержні 
з’єднуються між собою або приєд-
нуються до інших елементів конс-
трукції.  

Оскільки вагою стержнів і си-
лами тертя в шарнірах нехтують, то 

на кожен із стержнів будуть діяти дві зрівноважені сили, які 
прикладені до шарнірів і направлені вздовж прямої, що прохо-
дить через центри  шарнірів.  

Ці сили можуть як розтягувати ( ВR ) так і стискувати ( СR ) 
стержень. 

 
1.3. Види навантажень, що діють на тіла 

 
 

Навантаження діляться на зосереджені  і  розподілені. 
Зосереджені сили прикладаються до тіла на площадці, розмі-

ри якої дуже малі в порівнянні з розмірами тіла, і тому в  
розрахунках приймають, що такі сили прикладені до якої-небудь 
точки тіла. Зосереджені сили, як правило, позначають літерами Р  і 
F . Одиницею вимірювання зосереджених сил є Ньютон (Н).  

Розподілене навантаження прикладається до тіла вздовж лі-
нії. Величина розподіленого навантаження, що діє на одиницю дов-
жини тіла, називається  інтенсивністю навантаження і познача-
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ється літерою q . Одиницею вимірювання інтенсивності розподіле-
ного навантаження є Н/м. Фігура, яка зображає  розподілене наван-
таження, називається  епюрою розподіленого навантаження. 

Рівномірно розподілене навантаження (рис.1.9) при 
розв’язуванні задачі можна замінити рівнодіючою силою  Q . За 

модулем рівнодіюча сила дорівнює площі епюри ⋅= lQ q і при-
кладена ця сила до точки, що лежить на середині відрізка  АВ.  

Для навантаження, розподіленого за “законом трикутника” 
(рис.1.10), інтенсивність є величиною змінною, збільшуючись 
від нуля до максимального значення maxq . Рівнодіюча такого 
навантаження за модулем дорівнює площі епюри (трикутника) 

max    0,5Q lq=  і прикладена до точки, яка лежить на відстані l/3 
від сторони ВС епюри АВС. 

1.4. Контрольні запитання 
1. Що називається в’яззю? 
2. В чому полягає принцип звільнення тіла від в’язей? 
3. Перерахувати основні типи в’язей, для яких лінія дії ре-

акцій відома. 
4. Перерахувати основні типи в’язей, для яких лінія дії ре-

акції невизначена. 
5. Як направлена реакція гладкої поверхні? 
6. Як направлена реакція ідеального стержня? 
7. Сформулюйте аксіому рівноваги двох сил. 
8. Сформулюйте аксіому паралелограма сил. 
9. Сформулюйте аксіому рівності дії і протидії. 
10. Яка сила називається рівнодіючою? 

Рис. 1.10 
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1.5. Розв'язок задач 
 

Знаходження об’єкту рівноваги та розстановка сил 
 

Об’єктом рівноваги називається точка, тіло або система 
тіл, що розглядаються в рівновазі при розв’язуванні задачі. 

 

Задача № 1 
 

Невагома стріла АВ (рис.1.11), яка шарнірно закріплена до 
стіни в точці А, утримується в рівновазі тросом ВС. До шарніра  
В прикріплено  перекинутий через нерухомий блок D трос ВD, 
до вільного кінця якого прикріплено вантаж вагою G . 

 

Розглянути об’єкт рівноваги – шарнір В. 
Шарнір В (точка В) знаходиться в рі-

вновазі під дією натягу BT  троса (нитки) 

BD, який дорівнює силі тяжіння вантажу 
G ; натягу CT  троса (нитки) BC, напрям-

леної вздовж нитки до точки  підвісу С; 
реакції AR  стріли (ідеального стержня) 

АВ, напрямленої вздовж осі  стержня. 
 

Задача № 2 
 

Невагомі стержні АD і ВD, 
що з’єднані між собою шарні-
ром D, до якого підвішений 
ватаж вагою G , утримуються 
в горизонтальній площині  нит-
кою СD (рис.1.12). 

 

Розглянути об’єкт рів-
новаги  – шарнір D. 

 

Шарнір D знаходиться в 
рівновазі під дією сили тя-

жіння вантажу G ; натягу CT  

С 

AR  
В 

BT  
CT  
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нитки, направленої до точки підвісу С; реакцій AR  і BR  стерж-
нів, напрямлених уздовж осей невагомих стержнів  АD і ВD. 

 

Задача № 3 
 

Балка АВ (рис.1.13) вагою P  закріплена циліндричною ша-
рнірно-нерухомою опорою в точці А і утримується в рівновазі 
тросом DE. До точки В балки прикріплено перекинутий через 
нерухомий блок трос ВК, який навантажено тілом вагою G.  

 

Розглянути об’єкт рівноваги – балку АВ.  
 

Балка АВ знаходиться в рі-
вновазі під дією сили тяжін-
няP , прикладеної до  середини 
балки; натягу DT  троса (нитки), 
направленої до точки підвісу 
нитки Е, натягу BT  троса (нит-
ки), направленої вздовж ВК від 
точки В до точки К; реакції ци-
ліндричного шарніра А, яка 

розкладена на складові AxR , AyR  за осями обраної системи ко-

ординат Аху (вісь Ах збігається з віссю балки АВ, а вісь Ау – пе-
рпендикулярна до балки). Оскільки трос ВК  натягнуто силою 
тяжіння тіла G, то за модулем  BT G= . 

 
Задача № 4  

 

Конструкція (рис.1.14) склада-
ється з двох балок: балки АВ  вагою 

1P , яка закріплена циліндричною 
шарнірно-нерухомою опорою в то-
чці А і спирається в точці В на бал-
ку СD; балки СD вагою 2Р , яка за-
кріплена циліндричною шарнірно-

нерухомою опорою в точці  С і спирається на вертикальну 
поверхню в точці D.  

Рис. 1.13 
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Розглянути об’єкти рівноваги: 

1. Балку АВ 
2. Балку CD; 
3. Складену конструкцію АВСD. 

 

1. Об’єкт рівноваги - балка АВ  
 

Балка АВ (рис.1.15) знаходиться в рівновазі під дією сили тя-
жіння 1P , прикладеної до середини балки АВ; сили тяжіння G  ва-

нтажу G ; реакції ВR  поверхні балки CD, направленої перпендику-
лярно до CD; реакції циліндричного шарніра А , яка розкладена на 
складові АхR  і АуR  за осями обраної системи координат Axy. 
 

2. Об’єкт рівноваги - балка СD  
 

Балка СD (рис.1.16) знаходиться в рівновазі під дією сили 

тяжіння 2Р , прикладеної до середини балки CD; реакції DR  
гладенької поверхні, направленої перпендикулярно до опорної 

поверхні в точці D ; реакції BR′ , яка дорівнює за модулем BR , 
але направленої в протилежний бік; реакції циліндричного шар-

ніра C, що розкладена на складові CxR  і CyR  за осями обраної 

для першого об’єкту рівноваги системи координат. 
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3. Об’єкт рівноваги - складена конструкція АВСD 
 

Конструкція АВСD (рис.1.17) знаходиться в рівновазі під 
дією сил тяжіння 1P  і 2P  балок АВ 

і СD; сили тяжіння G  вантажу G;  
реакції опорної поверхні DR ; реа-
кцій циліндричних шарнірів А і С, 
що розкладені, відповідно, на 
складові AxR , AyR  та CxR , CyR  за 

осями обраної системи координат 
Axy.  

 
Задача № 5 

 
Невагома балка АВ (рис.1.18), на яку діють розподілене на-

вантаження інтенсивністю  q   і пара сил з моментом М,  та не-
вагома балка ВС, до якої на нитці прикріплене тіло вагою G , 
з’єднані між собою циліндричним шарніром В і утримуються в 
рівновазі жорстким защемленням в точці С та циліндричною 
шарнірно-рухомою опорою в точці А.   

Розглянути об’єкти рівноваги:  
1. Невагому балку АВ; 
2. Невагому балку ВС; 

              3. Складену конструкцію АВС. 
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1. Об’єкт рівноваги невагома балка AB 
 

Балка АВ (рис.1.19) знаходиться в рівновазі під дією: рівно-
мірно розподіленого навантаження інтенсивністю q , дію якого 

можна замінити зосередженою силою Q ; пари сил з моментом 

М; реакції шарнірно-рухомої опори AR , що направлена пер-
пендикулярно до опорної поверхні (під кутом до осі балки);  ре-

акції циліндричного шарніра В, що розкладена на складові BxR  

та  ByR   за осями обраної системи координат. 
 

2. Об’єкт рівноваги - невагома балка ВС 
 

Балка ВС (рис.1.20) знахо-
диться в рівновазі під дією на-

тягу DT  нитки DF , причому за 
модулем GТD = ; реакції цилі-
ндричного шарніра В, яку роз-

клали на складові BxВx RR −=′  і  

ByВу RR −=′ ; реакції жорсткого 

защемлення в точці С, яка включає складові  і СуR  та пару сил з 

моментом  mЗ. 
 

3.  Об’єкт рівноваги -  складена конструкція АВС 
 

Складена конструкція АВС 
(рис.1.21)  знаходиться  в     рівно-
вазі під дією сили Q , що замінює 
дію розподіленого навантаження 
інтенсивністю q ; пари сил з моме-

нтом М;  натягу DT   нитки DF; 

реакцій СxR , СуR   і  моменту  mЗ  

жорсткого защемлення в точці С та 
реакції AR  шарнірно-рухомої  
опори  А. 
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Задача № 6 
 

Горизонтальна плита  АВСD вагою Р (рис.1.22) утримується 
в рівновазі сферичним шарніром  А, циліндричним шарніром В 
(просторове зображення) і невагомим стержнем ЕС.  

 

Розглянути об’єкт рі-
вноваги - плиту  АВСD.  

 

Плита  АВСD  знахо-
диться в рівновазі під дією 
сили тяжіння плити P , що 
прикладена в точці перети-
ну діагоналей ВD і АС; реа-
кції CR стержня ЕС, яка на-

правлена вздовж осі стерж-
ня СЕ; реакції сферичного 
шарніра А, що розкладена 

на складові AxR , AyR , AzR  

за осями просторової сис-
теми координат Axyz; реак-

ції циліндричного шарніра В, що розкладена на складові BxR і 

BzR (в напрямі осі Ау циліндричний шарнір не сприймає зусилля). 
 

Задача  № 7 
 

Вал АВ (рис.1.23) з 
насадженими барабаном 
і шківом утримується в 
горизонтальному поло-
женні радіальними під-
шипниками А і В. На ба-
рабан намотано трос, до 
кінця якого прикріпле-
ний вантаж вагою G.  
Від обертання вал утри-
мує пас СEFD, вітка СE 
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якого має натяг 1T , а вітка DF - 2T . Натяг віток паса створюєть-

ся моментом MКР на шківу Е. 
 

Розглянути об’єкт рівноваги - вал  АВ. 
Вал знаходиться в рівновазі під дією: сили тяжіння вантажу  

G ; натягу вітки паса СЕ - 1T ; натягу вітки паса DF - 2T ; реак-

цій підшипників А і В, що розкладені на складові AyR , AzR  і 

ByR , BzR , відповідно. Складових реакцій підшипників в напря-

мі осі Ах не буде, оскільки радіальні підшипники не сприймають 
зусиль в цьому напрямі. 
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Тема 2. СИСТЕМА ЗБІЖНИХ СИЛ  
НА ПЛОЩИНІ 

 
ЗАНЯТТЯ №2 

 

Зміст 
 

2.1. Геометрична умова рівноваги системи збіжних сил. 
2.2. Геометричний метод розв’язування задач. 
2.3. Аналітичні умови рівноваги системи збіжних сил. 
2.4. Контрольні запитання. 
2.5. Приклади розв’язування задач. 

 

2.1. Геометрична умова рівноваги системи 
збіжних сил 

 

Збіжними називаються сили, лінії дії яких перети-
наються в одній точці (рис.2.1,а). 

 

Якщо перенести всі сили вздовж лінії їх дії в цю точку, діста-
немо еквівалентну систему сил, що прикладена до однієї точки. 

Рівнодіюча  R   даної системи сил, які проходять через точ-
ку О, прикладена до цієї ж точки і зображається замикаючою 
стороною силового многокутника, який побудовано (рис.2.1,б) 
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на силах, що додаються, тобто рівнодіюча  R   дорівнює вектор-
ній сумі сил, що додаються:   

....
1

21 ∑
=

=+++=
n

k

kn FFFFR   

Оскільки система збіжних сил може бути замінена однією 
силою – рівнодіючою, то необхідною і достатньою умовою рів-
новаги тіла під дією системи збіжних сил є рівність нулю цієї 
рівнодіючої:  

0...
1

21 ==+++= ∑
=

n

k

kn FFFFR . 

Геометрично ця умова полягає в тому, щоб  кінець остан-
нього вектора збігався з початком першого в векторному (сило-
вому) многокутнику, побудованому з сил системи, тобто сили  
повинні утворювати замкнений багатокутник. 

Якщо тіло знаходиться в рівновазі під дією трьох збіжних 
сил, то силовий багатокутник зводиться до силового трикутни-
ка. Розв’язування ж задачі про рівновагу в цьому випадку по-
требує знаходження невідомих елементів трикутника за допомо-
гою тригонометричних формул або вимірювань. 

При розв’язуванні задач на рівновагу тіла під дією трьох 
сил часто доводиться користуватися теоремою про три сили:  

 

Якщо тіло знаходиться в рівновазі під дією трьох 
непаралельних сил, що лежать в одній площині, то лінії 
дії цих сил обов’язково перетинаються в одній точці, 
тобто сили утворюють збіжну систему сил. 

 

Теорема про три непаралельні сили полегшує розв’язування 
задач на рівновагу твердого тіла в тих випадках, коли напрям 
однієї з трьох сил  невідомий. Визначивши точку перетину ліній 
дії двох сил, напрям яких відомий, можна вказати напрям лінії 
дії третьої сили, оскільки вона повинна пройти через точку при-
кладення цієї сили і точку перетину ліній дії перших двох сил. 
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2.2. Геометричний метод розв’язування задач 
 

Безпосереднє використання багатокутника сил при 
розв’язуванні задач статики приводить до геометричних побу-
дов з наступним визначенням невідомих елементів за допомо-
гою, наприклад, формул тригонометрії. 

При розв’язуванні задач на рівновагу твердого тіла геомет-
ричним методом рекомендується дотримуватися наступного по-
рядку: 

 

1. Виділити об’єкт, який буде розглядатися в рівновазі. 
2. Встановити і показати на схемі активні сили, що діють 

на тіло. 
3. З’ясувати характер в’язей і встановити напрями їх реак-

цій. 
4. Побудувати замкнений силовий багатокутник (побудову 

треба починати з сил, відомих за модулем і за напря-
мом). 

5. З силового багатокутника визначити невідомі сили.  
 

2.3. Аналітичні умови рівноваги системи  
збіжних сил 

 

Найбільш загальним способом визначення модуля і  напря-
мку рівнодіючої є аналітичний, який базується на аналітичному 
означенні сили.  

Якщо обрати деяку прямокутну систему  координатних 
осей  Оху  (рис.2.2.), то силу F  за правилом паралелограма (в 
даному випадку – прямокутника) можна розкласти на дві скла-

дові xF  і yF . 
Алгебраїчні значення довжин 

направлених відрізків Оа і Оb нази-
ваються проекціями сили на осі  Ох і 
Оу  та позначаються xF   і  yF . 

Якщо i  та j  одиничні вектори, 
що направлені за осями  Ох та  Оу, а  

Рис.2.2 
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xF   і  yF  - проекції сили на ці осі, то 

F = і xF + j yF . 

Модуль та напрям  сили за відомими проекціями на взаємно 
перпендикулярні осі  Ох,  Оу  знаходять з наступних формул: 

 

;22
yx FFF +=         cos , ;xF

F i
F

∧  = 
 

        cos , yF
F j

F

∧  = 
 

. 

 

При визначенні проекції сили на вісь можливі такі випадки 
(рис.2.3): 

 

1. Сила утворює гострий кут α  з додатним напрямком 
осі (рис.2.3, а). В цьому випадку проекція сили на 
вісь має додатний знак і за модулем дорівнює  

αcos' FAaabFx === . 

2. Сила утворює з додатним напрямком осі тупий кут 
(рис.2.3, б). В цьому випадку її проекція на коорди-
натну вісь має від’ємний знак і дорівнює 

αβ coscos' FFcdCcFx =−=−=−= . 
3. Сила утворює прямий кут (α= 090 ) з координатною 
віссю (рис.2.3, в). В цьому випадку проекція сили на 
вісь дорівнює нулю: 
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Рис. 2.3 

α  
F  

а b 

A 

B 

xF >0 

a) 

α  

β  

с d 

D 

C 
xF <0 

б) 

F  

в) 

F  

e k 

K E 

xF >0 

г) 

F  

n m 
x 

M 

xF <0 

д) 

F  б 
a’ c’ 



Теоретична механіка. Посібник для практичних занять 
——————————————————————————— 

149

4. Сила паралельна координатній осі (рис.2.3, г, д). В 
цьому випадку сила проектується в натуральну вели-
чину і проекція додатна, якщо її напрям збігається з 
додатним напрямом осі  (рис.2.3, г), та від’ємна, як-
що напрям сили збігається з від’ємним напрямом осі 
(рис.2.3, д). 

 

Якщо сили 1F , 2F ,..., nF   являють собою систему збіжних 

сил, то рівнодіюча  R   дорівнює їх геометричній сумі, а її прое-
кції на осі: 

∑
=

=
n

k
kxx FR

1

;      ∑
=

=
n

k
kyy FR

1

. 

Оскільки модуль рівнодіючої визначається за формулою 

22
yx RRR += , 

то тіло під дією системи збіжних сил буде знаходитись в рівно-
вазі, коли  R=0 , а це можливо, коли  Rх= 0  і  Rу= 0. В результаті 
отримаємо наступні аналітичні умови рівноваги тіла під  дією 
системи збіжних сил: 

1 2
1

1 2
1

... 0;

... 0.

n

x kx x x nx
k

n

y ky у у nу
k

R F F F F

R F F F F

=

=

= = + + + =

= = + + + =

∑

∑
 

Таким чином, для рівноваги плоскої системи збіжних сил 
необхідно і достатньо, щоб суми проекцій усіх цих сил на кожну 
з координатних осей дорівнювали нулю. 

При розв’язуванні задач аналітичним  способом потрібно 
виконати три перших пункти, що вказані в параграфі 2.2, а потім 
наступні: 

4. Обрати декартову систему координат  Оху .  
5. Скласти рівняння рівноваги твердого тіла в проекціях на 

ці осі координат. 
6.  Розв’язати   систему  складених  рівнянь  та визначити 

невідомі величини. 
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2.4. Контрольні запитання 
 

1. Як визначити напрям рівнодіючої системи збіжних 
сил при побудові силового багатокутника? 

2. Які умови і які рівняння рівноваги системи збіжних 
сил, що розташована на площині ? 

3. Який порядок розв’язування задач статики на  рівновагу 
тіла під дією системи збіжних сил? 

4. При яких умовах сили, прикладені до твердого тіла, зрів-
новажуються. 

 
2.5. Приклади розв’язування задач 

 

Задача № 1 
 

Ідеальний стержень АВ утримується в рівновазі нерозтяж-
ною ниткою ВС. До шарніра В стержня на нитці підвішене тіло 
вагою G (рис.2.4).  

 
 

Визначити натяг нитки ВС і реакцію стержня АВ, якщо 
�45=α ;  �105=β ;  G=500H. 

 

Розв’язок. Розглянемо рівновагу ву-
зла  В  (рис.2.4). До вузла  В  прикладена 

сила  G ,  яка перенесена вздовж лінії дії 
від центра мас тіла до точки  В,  натяг 

нитки  T   і реакція стержня  S. Таким 
чином, вузол  В  знаходиться в рівновазі 

під дією трьох сил G , T   та   S, які ле-
жать в одній площині і мають одну й ту 
ж точку перетину. 

Величину і напрям зусилля  S та величину натягу нитки 

T  визначимо геометричним методом, скориставшись геомет-
ричною умовою рівноваги плоскої системи збіжних сил. За-
пишемо геометричну умову рівноваги системи сил, що діють 
на точку  В: 

.0=++=∑ SGTFk  

С 

S  

β  

α  

А 

В 
T  

G 

Рис. 2.4 

G  
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Згідно з записаним векторним рі-
внянням побудуємо силовий трикут-
ник. 

Для цього з довільної точки а 
(рис. 2.5) відкладемо в деякому мас-

штабі вектор G . З точки “а”початку 
вектора G  проведемо пряму, парале-

льну до лінії дії реакції  T , а з точки 

“b” кінця вектора G  - пряму, парале-

льну до лінії дії реакції S. Проведені прямі перетнуться в точці  
с, утворивши трикутник  аbс. Вкажемо напрям сил, керуючись 
тим, що при додаванні векторів початок кожного наступного 
вектора повинен виходити з кінця попереднього. 

Знайти невідомі величини можна або помірявши відповідні 
сторони силового трикутника, або, за відомими кутами трикут-
ника з теореми синусів: 

��� 105sin45sin30sin

STG == .
 

Звідки: 

sin 45 0,707
500 707

0,5sin30
T G= = =

�

�

H; 

sin105 sin 75 0,954
500 954

0,5sin30 sin30
S G G= = = =

� �

� �

H.
 

 

Відповідь:   Т = 707 H ;    S = 954 H. 
 

Задача № 2 
 

Нитка з двома тілами на кінцях  Р  і  Q  перекинута через 
блоки А  і  В (рис.2.6). В точці  О  до нитки , що знаходиться між 
блоками, прикріпили вантаж G=27,3 H. При рівновазі системи 

нитка ОА утворила з горизонталлю кут 60� , а нитка  ОВ –  45� . 
 

Визначити вагу тіл  Р і Q . Силами тертя в блоках знехтувати. 
 

a  

b  

c  

T  

G  

�30  

�45  

S  
�105  

Рис. 2.5 
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Розв’язок. Спочатку з’ясуємо, рівновагу якого об’єкта треба 
розглянути при розв’язуванні задачі. За умовою задачі потрібно 
визначити вагу тіла  Р  та вагу тіла  Q , які прикладені до центрів 
мас тіл і направлені вертикально донизу. Кожне тіло натягує 

нитку з силою, яка дорівнює його 
вазі. Блок змінює напрям нитки, а 
відповідно, і напрям сили натягу 
нитки. Сили  1P   і  1Q , за моду-
лем, дорівнюють  Р  і  Q,  але на-
правлені уздовж  ОА  і  ОВ. 

Оскільки прямі ОА і ОВ пере-
тинаються в точці О , до якої мо-
жна прикласти і задану силу G, то 
при розв’язуванні задачі  треба 
розглядати рівновагу точки  О. 

Таким чином, на об’єкт рів-
новаги, точку О (рис.2.6), діють сили натягу 1P   вітки нитки  

ОА; натягу  1Q  вітки нитки  ОВ; ваги тіла  G. (Вагу тіл  Р і Q 
враховувати не треба, оскільки вони прикладені не до об’єкту 
рівноваги точки  О). 

Складемо рівняння рівноваги. Для цього, оберемо систему 
координат  Оху  з початком в точці  О, спроектуємо сили на осі і 
складемо рівняння рівноваги. 

Для проекцій на вісь  Ох  дістанемо: 

060cos45cos 11 =−=∑ �� PQFkx .
 

Знак проекції  1Q  - плюс , оскільки вона направлена за до-

датним напрямком осі  Ох . Знак проекції  1P  - мінус, оскільки 
вона направлена за від’ємним напрямом осі  Ох . Проекція сили 

G  на вісь Ох дорівнює нулю. 
Сума проекцій усіх сил на вісь  Оу  дорівнює: 

060sin45sin 11 =−+=∑ GPQFky
�� . 

A  В  

х 

1P  1Q  

G  

G  

P  

О  

Q  

y 

�45  
�60  

Рис. 2.6 



Теоретична механіка. Посібник для практичних занять 
——————————————————————————— 

153

Проекції сил  1P   і  1Q   мають знак плюс, оскільки направ-

лені за додатним напрямом осі  Оу. Проекція сили  G  має знак 
мінус, оскільки направлена за від’ємним напрямом осі. 

З урахуванням чисельних значень тригонометричних функ-
цій та величини  G , рівняння набудуть вигляду: 

 

.03,27866,0707,0

;05,0707,0

11

11

=−+
=−
PQ

PQ
 

Знайшовши з першого рівняння: 

1
1 1

0,707
1,41 ,

0,5

Q
P Q= =

 
і підставивши в друге, отримаємо: 

;03,2741,1866,0707,0 11 =−⋅⋅+⋅ QQ  

1 14,1Q = H;      201,141,141 =⋅=P H. 

 

Відповідь:  Р1 = 20 H;    Q1 = 14,1 H.  
 

Задача № 3 
 

Однорідний стержень АВ (рис.2.7), 
що прикріплено до вертикальної стінки 
за допомогою шарніра А, утримується 
під кутом б до вертикалі за допомогою 
троса  ВС, який утворює кут  β  з стер-
жнем.  

Визначити величину і напрям ре-

акції  AR   шарніра, якщо вага стержня  

G=2 H;  α=60� ; β =30� . 
 

Розв’язок. Задачу розв’яжемо гео-
метричним і аналітичним способами, 
використовуючи теорему про рівновагу 
тіла під дією 3-х  сил. 

ВT  

AR  
A  

В  

C  

D  

G  

б β  

�30  

x 

y 

E  

Рис. 2.7 
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Розглянемо рівновагу стержня  АВ.   На стержень діє актив-

на сила - сила тяжіння G  та реакції в’язей: натяг троса ВС; реа-
кція циліндричного шарніра  А.  

Напрям натягу троса  ВT   відомий - реакція направлена 

вздовж троса до точки С. Напрям реакції шарніра АR  попере-

дньо вказати не можна. Для визначення напряму реакції АR   
скористаємося теоремою про три сили, оскільки стержень зна-

ходиться в рівновазі під дією трьох сил  ВT ,  G   і  АR .  

Знайдемо точку перетину ліній дії сили тяжіння G  і натягу 

троса ВT  - це точка  D. Згідно з теоремою про три сили, лінія дії 

реакції  АR   теж повинна пройти через цю точку. 
На рис.2.7  ∆ВАС  рівнобедрений (кути при вершинах  С  і  

В дорівнюють �30 ). Оскільки лінія дії  (DЕ)  сили тяжіння  G  
проходить через середину стержня АВ і являє собою середню 
лінію ∆ВАС, то точка  D  ділить сторону  ВС  навпіл.  

Відповідно, відрізок АD є одночасно висотою, медіаною і 
бісектрисою трикутника АВС.  

Таким чином   ∠САD = �60 ;   ∠СDА = ∠АDВ = �90 . 
Після визначення напряму реакції 

АR , можна переходити до обчислення 
величин реакцій.  

Запишемо геометричну умову рівно-
ваги системи сил, що діють на стержень 
АВ: 

.0=++=∑ ABk RGTF
 

Згідно записаному векторному рів-
нянню побудуємо замкнений силовий 
трикутник (рис.2.8).  

Для цього з довільної точки  k  в де-
якому масштабі проводимо вектор сили 

тяжіння G . Через точку  k  проводимо 

T  

AR  

G  

�30  

�60  
�90  

m 

k 

l  

Рис. 2.8 
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пряму, паралельну лінії дії реакції  АR , а через точку  l   кінця 

вектора G  проводимо пряму, паралельну лінії дії натягу ВT .  
Проведені прямі перетинаються в точці  m, утворивши си-

ловий трикутник  klm .  Оскільки ДАDE (рис. 2.7)  і  Д mkl  (рис. 

2.8) подібні, то ∠m= �90 ;  ∠k= �60 ;  ∠ l = �30 . 
З силового трикутника знаходимо:  

0sin30 2 0,5 1AR mk G= = = ⋅ =  H; 

T = ml 0cos30 2 0,866 1,73G= = ⋅ = H. 

Розв’яжемо задачу аналітичним способом. Для цього обе-
ремо прямокутну систему координат  Аху (рис.2.7) і складемо 
рівняння рівноваги в проекціях на осі: 

 

.030cosTG60cosRF

;060cosT30cosRF

BAky

BAkx

∑
∑

=+−=

=−=
��

��

 

З першого рівняння виразимо  BT   і підставимо в друге рів-

няння: 

.030cos
60cos

30cos
60cos

;
60cos

30cos

=+−

=

�

�

�

�

�

�

AA

AB

RGR

RT

 

Звідси отримаємо: 

1
1

5,02

30cos30sin

60cos

30cos60cos

60cos
2222

=⋅=
+

=
+

=
��

�

��

� GG
RA H; 

73,1
5,0

866,0
1 ==BT  H. 

Відповідь:    1=AR H;  73,1=BT H. 
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Задача № 4 
 

Балка АВ (рис.2.9) закріплена шарнірно-нерухомою опорою 
в точці А і шарнірно-рухомою в точці В. До середини балки під 
кутом 045  прикладена сила Р = 2 кH.  

 

Визначити реакції опор А і В для двох випадків нахилу ру-
хомої опори (рис.2.9,а і 2.9,б). Вагою балки знехтувати. 

 

Розв’язування. Розглянемо рівновагу балки  АВ , що зобра-
жена на  рис.2.9,а. На балку діє активна сила  P   і реакції опор  

А і  В (рис. 2.10). Опора В шар-
нірно-рухома, її реакція направ-
лена перпендикулярно до опор-
ної поверхні. Оскільки, в даному 
випадку    опорна поверхня па-
ралельна осі балки, то реакція 

BR  перпендикулярна до  АВ. 

Опора  А  шарнірно-нерухома і 
напрям її реакції попередньо 
вказати не можна.  

Для визначення напряму реакції  AR  (кута α ) скориста-

ємося теоремою про три сили. Лінії дії сили  P  і реакції BR  пе-

ретинаються в точці  D. Таким чином, лінія дії  AR  теж повинна 

пройти через точку  D.  
З рис.2.10 видно, що  ∆СВD - рівнобедрений і прямокутний, 

тобто DB=CB=2м.  Звідки: 

A  В  C  
P  

�45  

2м 2м 

�45  A  В  C  
P  

�45  

2м 2м 

а) б) 

Рис. 2.9 

A  
В  C  

P  45�  

2м 2м 

D  

б 

BR  
AR  

y 

x 

Рис. 2.10 
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;5,0
4
2 ===

AB

DB
tgα     .6,26)5,0( �== arctgα  

Тепер перейдемо до визначення величин реакцій опор.  
Складемо рівняння рівноваги сил в проекціях на осі обраної 

системи координат  Аху:  

.045sinsin

;045coscos

. =+−=

=−=

∑
∑

BAky

Akx

RPRF

PRF

�

�

α

α

 
З урахуванням числових значень:  

.0707,02448,0

;0707,02894,0

=+⋅−=

=⋅−=

∑
∑

BAky

Akx

RRF

RF

 
В результаті отримаємо: 

58,1
894,0

707,02 =⋅=AR кH; 

2 0,707 0,448 1,41 1,58 0,448 0,71B AR R= ⋅ − ⋅ = − ⋅ = H. 
 

Відповідь: 58,1=AR  кH;  71,0=BR  кH. 

Перейдемо до визна-
чення реакцій опор балки АВ, 
що зображена на рис.2.9,б. 

В цьому випадку, реа-
кція  BR   складає з віссю бал-

ки  АВ  кут 045 . Лінія дії реа-
кції  AR   (рис.2.11) проходить 
через точку  D , в якій перети-

наються лінії дії сили  P   і  реакції  BR . 

Визначимо кут α між реакцією  AR  і віссю балки АВ:  

;
3

1==
AE

DE
tgα

       
.4,18

3

1
�== arctgα

 

A  P  45�  
В  

C  

2м 2м 

y 

BR  

x 
AR  
б 

D  

1м 1м 
Е 

Рис. 2.11 
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Складемо рівняння рівноваги для системи сил, що діє на балку : 

.045sin45sinsin

;045cos45coscos

=+−=

=−−=

∑
∑

��

��

BAky

BAkx

RPRF

RPRF

α

α

 
З урахуванням числових даних: 

.0707,0707,0232,0

;0707,0707,0295,0

. =+⋅−=

=−⋅−=

∑
∑

BAky

BAkx

RRF

RRF

 
Додавши рівняння отримаємо: 

;083,227,1 ; =−AR
    

24,2
27,1

83,2 ==AR кH. 

Підставивши значення RA в перше рівняння, знайдемо RВ: 

0,1
707,0

41,124,295,0

707,0

41,195,0 =−⋅=−= A
B

R
R

 
кH.

 

Відповідь:   24,2=AR  кH;     1=BR  кH. 

Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи:   2,21; 
2,23; 2,27; 2,31 [ ]2 . 
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Тема 3. ПРОСТОРОВА СИСТЕМА  
ЗБІЖНИХ СИЛ  

 
ЗАНЯТТЯ   № 3 

 

Зміст 
 

3.1.  Просторова система збіжних сил.  
3.2. Аналітичні умови рівноваги просторової системи збіж-

них сил.  
3.3.  Порядок розв’язування задач. 
3.4.  Приклади розв’язування задач. 

 

3.1. Система збіжних сил у просторі 
 

Система сил називається просторовою, якщо лінії дії 
сил, що прикладені до тіла, не лежать в одній площині. 

 

Просторова система збіжних сил зводиться до рівнодіючої 
R , яка прикладена до точки перетину ліній дії складових сил 
системи, і зображається замикаючою стороною просторового 
силового багатокутника, що побудований на цих силах, тобто: 

....
1

21 ∑
=

=+++=
n

k
kn FFFFR  

Силу R  можна розкласти на три 
взаємно перпендикулярні складові за 
осями просторової системи координат 
(рис.3.1). Сила R  являє собою діаго-
наль паралелепіпеда, а його сторони - 
складові сили. 

Нехай сила R  утворює з осями 
прямокутної системи координат кути 

.,, γβα  Розкладемо силу R на три 

складові - ,xR ,yR zR .  
Рис.3.1 
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Модулі цих складових являють собою проекції zyx RRR ,,  

сили R  на осі координат.  
Модуль і напрям сили R  за відомими  проекціями на три 

взаємно перпендикулярні осі OzOyOx ,,  визначаються наступ-

ним чином: 

;222
zyx RRRR ++=

 

;cos
R

Rx=α
     

;cos
R

Rу=β
     

.cos
R

Rz=γ
 

В деяких випадках при визначенні проекції сили на коорди-
натну вісь невідомим є кут між силою і віссю, але відомими є: 
кут б між силою і координатною площиною та кут β  між віссю 

і проекцією сили на площину (рис.3.2). 
В цьому випадку для визначен-

ня проекції xR  сили R  на вісь Ox 

необхідно: 

- знайти проекцію xyR  сили R  

на координатну площину Oxy :  

,cosαRRxy =  

- обчислити проекцію вектора 

xyR  на вісь Ox : 
 

 .coscoscos βαβ RROaR xyx ===  
 

Таке проектування сили на вісь носить назву подвійного 
проектування. 

Аналогічно, проекція силиR  на вісь Oy : 

sin cos sin .y xyR Ob R Rβ α β= = =  

Проекція сили R  на вісь z: 

sinzR Oc R α= = . 

β  

х 

xR  

yR  y 

xyR  

R  

b 

с 
z 

a 

O 

Рис. 3.2 

zR  
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3.2. Аналітичні умови рівноваги просторової 
системи збіжних сил 

 
Аналітичні умови рівноваги просторової системи збіжних 

сил виражаються трьома рівняннями: 
















=+++==

=+++==

=+++==

∑

∑

∑

=

=

=

n

k
nzzzkzz

n

k
nyyykyy

n

k
nxxxkxx

FFFFR

FFFFR

FFFFR

1
21

1
21

1
21

.0...

;0...

;0...

 

 

і формулюються так: просторова система збіжних сил знахо-
диться в рівновазі, якщо алгебраїчна сума проекцій усіх сил на 
кожну з трьох координатних осей дорівнює нулю. 

 
3.3. Порядок розв’язування задач 

 
Задачі цього розділу рекомендується розв’язувати в наступ-

ному порядку: 
1. Виділити об’єкт рівноваги, обираючи ту частину конс-
трукції, до якої прикладені задані сили. 

2. Встановити, які активні сили прикладені до об’єкту рів-
новаги, що розглядається. 

3. Вказати можливі напрями реакцій. 
4. Обрати систему координат, віддаючи перевагу прямоку-
тній. 

5. Скласти рівняння рівноваги в проекціях на осі обраної 
системи координат. 

6. Розв’язати отриману систему рівнянь відносно невідо-
мих величин. 
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3.4. Приклади розв’язування задач 
 
Задача № 1 

 
Тіло вагою Q=100 H (рис.3.3) утримується невагомою стрі-

лою АО , яка закріплена шарнірно в точці А і нахилена під кутом 

45�  до вертикалі, та двома горизонтальними рівними за довжи-
ною ланцюгами  ВО  і СО. 

Визначити зусилля в стрілі та натяг BT  і СT  ланцюгів, як-

що 45CBO BCO∠ = ∠ = � . 

Розв’язок. Для визначення реакцій розглянемо рівновагу 

вузла О. До вузла прикладена сила Q  та реакції в’язей ОА, ОВ і 

ОС.  

Реакції BC TT  i  ланцюгів ОС 

та ОВ направимо вздовж ланцюгів 
від точки О до точок В і С. Реакцію 

S стріли ОА, яку розглядаємо як 
ідеальний стержень, направимо від 
точки О вздовж стріли, приймаю-
чи, що вона розтягнута. 

Таким чином, вузол О знахо-
диться в рівновазі під дією прос-
торової системи чотирьох збіж-

них сил: Q ; ;CT ;BT .S  

Для цієї системи сил можна скласти три  рівняння рівнова-
ги. Оберемо прямокутну систему координат з початком в точці 
D . Вісь Dx  напрямимо вздовж DВ , вісь Dy –горизонтально 

вправо, а вісь Dz  вертикально вгору. 
Складемо рівняння рівноваги для  отриманої системи сил в 

проекціях на осі обраної системи координат: 

z 

y 

x 

D  

C  

A  

О 

В  Q  
ВT  

СT  

Q  

S  

�45  

�45  

�45  

Рис. 3.3 
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.045sin.3

;045cos45sin45sin.2

;045cos45cos.1

=−−=

=−−−=

=−=

∑
∑
∑

QSF

STTF

TTF

kz

CBky

CBkx

�

���

��

 

З рівняння (1) випливає: .CB TT =  

З рівняння (3) отримаємо: 

7,141
707,0

100

45sin
−=−=−=

�

Q
S

 
H.

 
Розв’язавши рівняння (2), знайдемо BT : 

��� 45cos45sin45sin STT BB =−−  

7,70
707,02

707,07,141

45sin2

45cos =
⋅

⋅−−=−=
�

�S
TB H.

 
Оскільки при розв’язуванні задачі визначаються алгебраїчні 

значення реакцій, то у випадку, коли будь-яка з них буде мати 
від’ємне значення, це означає, що напрям цієї сили треба зміни-
ти на протилежний. Знак мінус при значенні S вказує на те, що 
стріла ОА не розтягнута, а стиснута, тобто направлено реакцію 
S в протилежний бік від показаного на рис.3.3. 

 

Відповідь:  7,141−=S H;  CB TT = =70,7H. 
 

Задача № 2 
 

Ідеальні стержні СА, СВ і 
СD шарнірно з’єднані в точці С 
(рис.3.4). Стержні СА і СВ взає-
мно  перпендикулярні, лежать в 
горизонтальній площині та рівні 
за довжиною. Кут θ між горизо-
нтальною площиною і стержнем 

CD  складає 60� . Вузол С конс-
трукції навантажений вертика-
льною силою  Q = 100 кH. 

A  

В  

C  

D  

О 

x 

y 

z 

Q  

ВS  

АS  

DS  

�45  
θ 

DxyS  

Рис. 3.4 
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Визначити зусилля DBA SSS ,,  в стержнях.  

Розв’язок. Для визначення реакцій в стержнях СА, СВ і CD  
розглянемо рівновагу  вузла С. 

До вузла прикладені задана активна сила Q  і зусилля 

DBA SSS ,, , з якими стержні діють на вузол С. Реакції DBA SSS ,,  

направимо від вузла уздовж стержнів, приймаючи, що всі стер-
жні розтягнуті. Оскільки всі сили прикладені до точки С , то для 
визначення невідомих сил можна скористатися умовами рівно-
ваги просторової системи збіжних сил. 

За початок системи координат оберемо точку О, вісь Oz на-
правимо вгору, перпендикулярно до площини, в якій лежать 
стержні СА і СВ , а осі Ox  і Oy  -  паралельно до ліній дій реак-

цій BS  і AS . При такому обранні напрямів осей координат мо-

дулі проекцій сил ,A BS S і Q  на осі будуть дорівнювати або ну-

лю, або величині відповідної сили. 

При проектуванні реакції DS  на осі Ox  і Oy , спочатку 

знайдемо її проекцію DxyS  на площину Oxy ,а вже потім спрое-

ктуємо DxyS  на осі Ox  і Oy , тобто скористаємося методом по-

двійного проектування. 
Модуль вектора DxyS  буде дорівнювати:  

.cosθDDxy SS =  

Складемо рівняння рівноваги просторової системи збіжних сил: 

.0sin.3

;045sincos45sin.2

;045coscos45cos.1

=−=

=−−=−−=

=−−=−−=

∑
∑
∑

QSF

SSSSF

SSSSF

Dkz

DADxyAky

DBDxyBkx

θ

θ

θ
��

��

 

З урахуванням числових значень, одержимо 

;035,045cos60cos.4 =−−=−−=∑ DBDBkx SSSSF ��  
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.0100866,0.6

;035,045sin60cos.5

=−=

=−−=−−=

∑
∑

Dkz

DADAky

SF

SSSSF ��

 

З рівняння (6), отримаємо: 

5,115
866,0

100 ==DS  кH. 

З рівнянь (4) і (5) знайдемо: 
4,405,11535,035,0 −=⋅−=−= DB SS кH; 

4,405,11535,035,0 −=⋅−=−= DА SS  кH. 

Оскільки значення реакцій AS  і BS  від’ємні, то напрями цих 

реакцій протилежні обраним на рис.3.4, а самі стержні не розтягнуті, 
як приймалося перед розв’язуванням задачі, а стиснуті. 

 

Відповідь: 5,115=DS кH; 4,40−=AS кH; 4,40−=BS кH. 
 
 

Задача №3 
 

Два стержня DA та DB, 
що з’єднані між собою в 
точці D (рис.3.5), до якої 

підвішене тіло вагою G , 
утримуються в рівновазі за 
допомогою троса DC.  

Визначити реакції в 
стержнях DA, DB і натяг 
троса DC, якщо 500 ;G H=  

30 ;α = �  60 ;β = �  45 ;γ = �   

.DA DB=     
Розв’язок.. Розглянемо 

рівновагу вузла D (рис.3.5). 
Вузол D знаходиться в рівновазі під дією наступних сил: 

сили тяжіння G  , що направлена вертикально вниз; реакцій AR  

γ  

x 

y 
O C 

CT  
G  

G 

A 
AR  

z 

B 

BR  

б 

β  

β  

D 

Рис. 3.5 
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і BR  стержнів DA і DB; натягу CT  троса DC. Реакції AR  і BR  

направимо від вузла D , рахуючи, що стержні розтягнуті. 
Усі сили прикладені до однієї точки D і для визначення не-

відомих сил можна скористатися умовами рівноваги просторо-
вої системи збіжних сил. 

З точкою О зв’яжемо прямокутну систему координат Оxyz. 
Вісь Оz направимо вгору, перпендикулярно до площини АВС ,  а 
осі Ох і Оу розташуємо в цій площині. 

Спроектувавши всі сили на осі координат, складемо рівнян-
ня рівноваги вузла D: 

.0sinsinsinsinsin.3

;0cossincossincos.2

;0coscos.1

=−−−−=

=−−−=

=+−=

∑
∑
∑

GRRTF

RRTF

RRF

BACkz

BACky

BAkx

γβγβα

γβγβα

ββ

 

З рівняння (1) отримаємо    BA RR = . 

Виразимо з рівняння (2)   CT  як функцію від RА: 

.
cos

cossin
2

α
γβ

AC RT −=
 

Підставивши CT    в рівняння (3), отримаємо: 

0sinsin2
cos

sincossin
2 =−− GRR AA γβ

α
αγβ

.
 

Звідси 

;
)sin(cossin2 γαγβ −⋅

==
tg

G
RR BA

 

( ) 961
45sin3045cos60sin2

500 −=
−

==
���� tg

RR BA H.
 

Оскільки, RА і RВ  від’ємні, то дійсні напрями реакцій стерж-
нів DA і DB - в протилежні боки від показаних на рис.3.5, а самі 
стержні не розтягнуті, як було прийнято перед розв’язуванням, а 
стиснуті. 
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1350
30cos

45cos60sin
)961(2

cos

cossin
2 =−−=−=

�

��

α
γβ

AC RT H.
  

 

Відповідь: 961== BA RR  H;  CT =1350 H. 

 

Задача №4 
 

 

Тіло G вагою 100 H (рис.3.6) утримується в рівновазі трьо-
ма нитками: горизонтальною АО та двома нахиленими, ВО і СО. 

Площина, в якій лежать нитки 
ВО і СО, нахилена до горизонту 

під кутом  45α = �  та перпенди-
кулярна до вертикальної площи-
ни, що проходить через нитку 
АО. Нитки ВО і СО натягнуті 
симетрично відносно цієї пло-
щини та утворюють з нею кут 

30β = � . 
 

Визначити натяг ниток АО, 
ВО і СО. 

 

Розв’язок.. Розглянемо рівновагу точки О. 

Точка О знаходиться в рівновазі під дією сили G  - сили тя-
жіння тіла G , яка направлена вертикально вниз; сил BC TT ,  - 

натягу ниток ВО і СО , які направлені до їх точок підвісу С та В; 

сили AT  - натягу нитки АО , яка направлена до точки підвісу А. 

Лінії цих усіх сил перетинаються в точці О і утворюють просто-
рову систему збіжних сил. 

Початок прямокутної системи координат розташуємо в то-
чці О, сполучивши площину Оуz з вертикальною площиною си-
метрії з’єднання ( рис.3.6). 

Складемо рівняння рівноваги точки О в проекціях на осі 
координат: 

A  
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О 
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Рис. 3.6 
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.0sincossincos.3

;0coscoscoscos.2

;0sinsin.1

=−+=

=+−−=

=−=

∑
∑
∑

GTTF

TTTF

TTF

CBkz

ACBky

CBkx

αβαβ

αβαβ

ββ

 

З рівняння (1) випливає, що  CB TT = . З урахуванням цього 
рівняння (2) і (3) набудуть вигляду: 

.0sincos2.3

;0coscos2.2

=−=′

=+−=′

∑
∑

GTF

TTF

Bkz

ABky

αβ

αβ

 
З рівняння (3') отримаємо:  

6,80
707,0866,02

100

45sin30cos2

100

sincos2 00
=

⋅⋅
===

αβ
G

TB H.
 

Тоді, з рівняння (2'): 

100707,0866,06,802coscos2 =⋅⋅⋅== αβBA TT  H. 
 
Відповідь: CB TT = = 80,6 H;  ТА= 100 H.  

 

Задача № 5 
 

Просторова ферма (рис.3.7) складається з шести стержнів : 
1, 2, 3, 4, 5, 6. До вузла 
А в площині АВСD під 

кутом 045α =  прикла-

дена сила P . Кути рі-
внобедрених трикут-
ників ЕАК, FВМ і NDB 
при вершинах А,В і D  
прямі. 

 

Визначити  зу-
силля в стержнях фер-
ми, якщо Р= 1 кН. 

 

 

Рис. 3.7 
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Розв’язок. Просторова ферма являє собою складену конс-
трукцію і для визначення зусиль в шести стержнях необхідно 
розглянути рівновагу двох вузлів А та В. 

Спочатку розглянемо рівновагу вузла А , оскільки на нього 

діє відома сила P  і він з’єднує три стержня:1, 2 і 3. 
 

До вузла А (рис.3.8) прикла-
дена задана сила P  і реакції сте-

ржнів 321 ,, SSS , які направимо 
від вузла уздовж стержнів, при-
йнявши, що всі стержні розтяг-
нуті. 

Таким чином, вузол А зна-
ходиться в рівновазі під дією 
просторової системи чотирьох 
збіжних сил. Для цієї системи 
можна скласти три рівняння рів-
новаги в проекціях на осі коор-
динат. 

Пов’яжемо з точкою С прямокутну систему координат Сxyz 
і складемо рівняння рівноваги: 

.045sin45sin45sin.3

;045cos.2

;045cos45cos.1

21

3

21

=−−−=

=+=

=−=

∑
∑
∑

���

�

��

SSPF

SPF

SSF

kz

ky

kx

 

 

З рівняння (1) випливає, що  21 SS = . 

Підставивши в рівняння (3) 21 SS = , отримаємо:  

( )1 1 1sin45 sin45 sin45 2 sin45 0;P S S P S− − − = − + =� � � �

1 2 0,5S P= − = − кН. 
Розв’язавши рівняння (2), знайдемо:  

3 cos45 1 0,707 0,707S P= − = − ⋅ = −� кН. 

Рис. 3.8 
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Знаки мінус вказують на те, що стержні 1,2 і 3 не розтягну-
ті, а стиснуті. 

Розглянемо рівновагу вузла В (рис.3.9). 

До вузла В прикладене зусилля 3S ′  від стержня 3 і реакції 
від стержнів 4, 5 та 6. 

Сила 3S ′   за модулем дорів-

нює 3S , але протилежно направ-
лена. 

Зусилля в стержнях 4, 5 і 6 
направимо від вузла В, рахуючи, 
що стержні розтягнуті. 

Вузол В знаходиться в рівно-
вазі під дією просторової системи 

чотирьох збіжних сил: 3S ′ , 

. , 65,4 SSS  
Пов’яжемо з точкою D прямокутну систему  координат 

Dxyz і складемо рівняння рівноваги даної просторової системи 
збіжних сил:  

.045sin45sin45sin.6

;045cos.5

;045cos45cos.4

654

63

54

=−−−=

=+′−=

=−=

∑
∑
∑

���

�

��

SSSF

SSF

SSF

kz

ky

kx

 

 

З рівняння (5) отримаємо: 

1
707,0

)707,0(

45cos
3

6 −=−=
′

=
�

S
S

 
кН.

 
Стержень 6 – стиснутий. 
Оскільки з рівняння (4) випливає 54 SS =  , то з рівняння (6) 

отримаємо:  

       
( )

4 4 6

4 6 4 6

sin 45 sin 45 sin 45

2 sin 45 sin 45 2 sin 45 0;

S S S

S S S S

− − − =

= − − = − + =

� � �

� � �

 

Рис. 3.9 
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5,0
2

)1(

2
6

54 =−−=−== S
SS  кН. 

Стержні 4 і 5 – розтягнуті, як і було прийнято. 
 

Відповідь: 1 0,5S = −  кН; 2 0,5S = −  кН; 3 0,707S = −  кН;  

 4 0,5S =  кН; 5 0,5S =  кН;     6 1S = −  кН. 
 
 

Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи:   6.5; 
6.7; 6.8; 6.11; 6.12  [ ]2 .  
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Тема 4. ДОВІЛЬНА ПЛОСКА СИСТЕМА СИЛ 
 

ЗАНЯТТЯ № 4 
 

Зміст 
 

4.1. Момент сили відносно точки. Пара сил. 
4.2. Умови рівноваги довільної плоскої системи сил. 
4.3. Порядок розв’язування задач. 
4.4. Контрольні запитання. 
4.5. Приклади розв’язування задач. 
 

4.1. Момент сили відносно точки. Пара сил 
 

Алгебраїчним моментом сили відносно точки на-
зивається добуток величини сили на довжину перпенди-
куляра, що опущений з точки, відносно якої визначаєть-
ся момент, на лінію дії сили. 

 

Позначається момент сили відносно точки наступним чином: 

FhFmО ±=)( . 

Точка О, відносно якої записується момент, називається 
центром момента. 

Перпендикуляр  h , який опущений з точки  О  на лінію дії 
сили, називається плечем сили відносно точки  О  (рис.4.1). 

Момент вважається додатнім, коли 
сила намагається повернути площину 
креслення навколо центра моменту  про-
ти ходу годинникової стрілки і від’ємним, 
коли в протилежному напрямі. 

Момент сили відносно точки можна 
розглядати і як подвоєну площу  ∆АОВ, 
вершиною якого є  центр моменту, а ос-

новою – вектор сили,  момент якої визначається: 

AOBО SFm ∆±= 2)( . 

О 
A  

В  h  

Рис. 4.1 

F  
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Розмірність моменту сили в 
системі одиниць СІ – Нм = =Дж 
(Джоуль), в технічній системі 
одиниць – кГм  (1кГм = 9,81 Дж). 

В деяких випадках при ви-
значенні моменту сили віднос-
но точки зручно розкладати цю 
силу на складові і, користую-
чись теоремою Варіньона, 
знаходити момент сили як суму 
моментів цих складових. 

Нехай сила P  прикладена до точки  С  під кутом  α  до осі  
Ах (рис. 4.2). 

За визначенням, момент сили  P   відносно точки А дорівнює 

PhPmA =)( . 
Оскільки, знаходження плеча  h  з рис.4.2 потребує геомет-

ричних викладок, то розкладемо силу P  на складові 1P  і 2P , 
плечі яких відносно точки  А  визначити буде не важко: 

;sin1 αPP =   αcos2 PP = . 
За теоремою Варіньона: 

),()()( 21 PmPmPm AAA +=  

де       ;)( 11 aPPmA =      bPPmA 22)( −= . 

Тоді: 

.cossin)( αα PbPaPhPmA −==  
 

Парою сил називається система двох паралельних 
сил, які рівні за модулем, направлені в протилежні боки і 
не лежать на одній прямій (рис. 4.3). 

 
Найкоротша відстань  h   між лініями дії цих сил називаєть-

ся плечем пари.  

Рис. 4.3 

1F  
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В  
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h  
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Оскільки дві сили, що складають пару рівні за модулем, на-
правлені в протилежні боки і не лежать на одній лінії дії, то тве-
рде тіло, до якого прикладена пара сил, не знаходиться в рівно-
вазі. Пара сил намагається повернути тверде тіло, до якого вона 
прикладена. 

Мірою дії пари сил є алгебраїчна величина, яку називають 
моментом пари. Момент пари за модулем дорівнює добутку 
величини однієї з сил на плече пари: 

( ) ., 1
'

11 hFFFm ⋅±=  

Якщо пара сил обертає площину 
креслення (рис.4.4) проти ходу го-
динникової стрілки, ( 11,FF ′ ), то мо-
мент пари додатній, а якщо за ходом, 
( 22,FF ′ ),– то від’ємний. 

Теорія пар на площині зводиться 
до 4-х теорем: 

 

Теорема 1. Алгебраїчна сума моментів сил, що 
складають пару, відносно довільної точки площини, в 
якій діє пара, не залежить від вибору цієї точки і дорів-
нює моменту пари. 

 

Ця теорема пояснює, чому 
при обчисленні моментів сил від-
носно будь якої точки в рівняння 
моментів додається момент пари, 
що діє на об'єкт рівноваги. 

Нехай  на  балку АВ  діє  пара 
сил  21,FF   з плечем  h  (рис. 4.5).  

Момент пари дорівнює: 
 

.),( 2121 hFhFFFm ==  
 

Обчислимо суму моментів сил пари відносно точки  А: 
bFaFFmFm AA 2121 )()( −=+ . 

A  

2F  1F  

Рис. 4.4 

В  C  D  
1h  

a  
2h  

2F ′  1F ′  

A  В  

2F  

b h 

1F  

a 

Рис. 4.5 
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Оскільки 21 FF =  і hba =− , то: 

.)()()( 2121 hFbaFFmFm AA =−=+  

При розв’язуванні задач такі викладки робити не треба, а в 
рівняння моментів сил треба додати момент пари з відповідним 
знаком  “+”  або  “−” . 

 

Теорема 2. Не порушуючи стан твердого тіла, пару 
сил можна переносити в площині її дії в будь яке місце. 

 

Теорема 3. Пари сил, моменти яких рівні – еквівале-
нтні, тобто чинять на тіло однакову дію. 

 

Теорема 4. При додаванні декількох пар сил на пло-
щині знаходиться рівнодіюча пара, момент якої дорів-
нює алгебраїчній сумі моментів пар, що додаються. 

 

4.2. Умови рівноваги довільної  
плоскої системи сил 

 

Аналітичні умови рівноваги плоскої системи сил виража-
ються трьома залежностями (основна форма): 
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і формулюються так: довільна плоска система сил знаходиться 
в рівновазі, якщо алгебраїчні суми проекцій усіх сил на кожну з 
двох координатних осей і алгебраїчна сума моментів усіх сил 
відносно будь-якої точки площини дії сил дорівнюють нулю. 
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4.3. Порядок розв’язування задач 
 

Задачі на рівновагу довільної плоскої системи сил, що при-
кладена до твердого тіла, рекомендується розв’язувати в насту-
пному порядку: 

1. Встановити, рівновагу якого тіла треба розглянути. 
2. Встановити і позначити на кресленні активні сили, що 
діють на тіло, та їх напрями. 

3. З’ясувати характер в’язей та можливі напрями їх реакцій. 
4. Скласти відповідні рівняння рівноваги. При цьому реко-
мендується: 
• при складанні рівнянь проекцій одну з координатних 
осей направити перпендикулярно до однієї з невідомих 
реакцій; 

• при складанні рівняння моментів, за центр моментів 
обрати таку точку, в якій перетинаються максимальна  
кількість ліній дії невідомих сил. 

5. Розв’язавши систему рівнянь рівноваги, визначити неві-
домі величини. 

 

4.4. Контрольні запитання 
 

1. Що називається моментом сили відносно точки? 
2. Як визначається алгебраїчний момент сили відносно то-

чки? 
3. Чи зміниться момент сили відносно даної точки при пе-

ренесенні сили вздовж лінії її дії? 
4. В якому випадку момент сили відносно даної точки до-

рівнює нулю? 
5. Яка система сил називається парою? 
6. Чи можна пару сил замінити рівнодіючою? 

 

4.5. Приклади розв’язування задач 
 

Задача №1 
 

Однорідна балка  АВ  (рис.4.6) вагою  20 кН спирається на 

гладку горизонтальну підлогу в точці  В  під  кутом �60   
і , крім 

того, підтримується двома опорами в точках  С  та  D . 
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Визначити реакції опор в точках  В,  С  і  D, якщо АВ=3м, 
ВС=0,5м,  ВD=1 м. 

 

Розв’язок. За об’єкт рівноваги оберемо балку  АВ , оскільки 
на неї діють всі відомі і невідомі сили. 

До балки прикладені: активна сила -  

власна вага балки P ; реакція підлоги BR , 
яка направлена перпендикулярно до пове-
рхні підлоги; реакції опор CR  і DR , які 
направлені перпендикулярно до балки АВ. 

Таким чином, балка  АВ  знаходиться 
в рівновазі під дією довільної плоскої сис-
теми сил, для рівноваги якої необхідно: 

;0=∑ kxF  ;0=∑ kуF .0( ) =∑ kFm  

Оберемо систему координат. Вісь 
Вх напрямимо горизонтально по підлозі, 
а  Ву  – вертикально вгору. 

Складемо рівняння рівноваги:  

.030sin30sin

;030cos30cos

=−++−=

=−=

∑
∑

PRRRF

RRF

BDCkу

DCkx

��

��

 
Для запису рівняння моментів треба обрати центр моментів. 

За центр моментів зручно обирати точку, в якій перетинаються 
лінії дії невідомих за величиною реакцій, оскільки момент від 
цих сил буде дорівнювати нулю. 

В даному випадку зручно обрати точку Е, в якій перетина-
ються лінії дії невідомих реакцій  ВR   і  CR . 

Для визначення плеча реакції  DR  , опустимо перпендикуляр  
hD   з центра моментів на лінію дії цієї реакції. З рис.4.6 видно, що 

5,05,01 =−=−== BCBDCDhD м. 

Для визначення плеча сили тяжіння P   опустимо з точки  Е  
перпендикуляр  hP  на лінію дії цієї сили: 

75,05,0
2

3
60cos

2
=== �

AB
hP м.

 

A  

В  

C  

D  

y 

x 
�60  

P  

DR  

BR  

СR  

hP 

hD 

E  

Рис. 4.6 
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Рівняння моментів буде мати вигляд: 

∑ =−= .0)( PDDkE PhhRFm
 

Підставивши числові значення отримаємо: 

.075,0205,0(

;0205,05,0

;0

) =⋅−⋅=

=−+⋅+⋅−=

=−=

∑
∑
∑

Dk

BDCkу

DCkx

RFm

RRRF

RRF

 
З останнього рівняння знайдемо величину реакції RD 

30
5,0

75,020 =⋅=DR кН. 

З першого рівняння випливає, що  30== DС RR  кН, а з дру-
гого: 

205,0305,030205,05,020 =⋅−⋅+=⋅−⋅+= DCB RRR  кН. 

 
Відповідь:  20=BR кН;  30=CR кН;  30=DR кН. 
 

Задача №2 
 

На балку  АС  (рис.4.7) діють дві зосереджені сили  1F  і  2F  
та рівномірно розподілене навантаження інтенсивністю q . 

Визначити реакції опор А і В, якщо 61 =F кН; 82 =F кН; 
3=q кН/м. 

 

Розв’язок.  Розглянемо рівновагу балки  АС , на яку діють 
зосереджені сили 1F  і 2F , рівномірно розподілене навантаження 

інтенсивністю  q   та реакції опор  AR   і  BR . Рівномірно розпо-

ділене навантаження замінимо рівнодіючою Q , яку прикладемо 
посередині  СВ:  

( ) 623 =⋅=⋅= CBqQ кН. 
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З’ясуємо напрями реакцій опор  А  і  В. 
Опора  В  –шарнірно-рухома, її реакція  BR   буде направлена 

перпендикулярно до опорної поверхні, тобто перпендикулярно до 
балки. 

Опора  А  – шарнірно-нерухома. Напрям її реакції заздале-
гідь  невідомий. Розкладемо цю реакцію на складові. Для цього 
оберемо систему координат. Вісь  Сх  направимо вздовж осі ба-

лки, а вісь  Су перпендикулярно вгору. Складові реакції  AxR   і  

AуR   направимо за осями обраної системи координат. 
Якщо після розв’язання відповідних рівнянь величина яко-

їсь з реакцій AуAxB RRR ,,  буде від’ємною, то її напрямом буде  

протилежний від вказаного на схемі  (рис.4.7). 
Умови рівноваги плоскої довільної системи сил, що діє 

на балку  СА : 

;0=∑ kxF        ;0=∑ kуF         .0( ) =∑ kB Fm  

Складемо рівняння рівноваги, обравши за центр моментів 
точку  В: 

1

2 1

) 2 1

cos45 0;

sin45 0;

( ( ) ( ) ( ) 0.

kx Ax

kу B Aу

kВ Aу

F F R

F Q R F F R

m F Q NB F BD F h R BA

= + =

= − + − − + =

= ⋅ − ⋅ − + ⋅ =

∑
∑
∑

�

�

 
де     BAhBDNB ,,,   - плечі відповідних сил відносно точки В; 

( ) sin45 2 0,707 1,41h BE= ⋅ = ⋅ =� м. 

A  

В   

q  
�45  

1м 2м 1м 

AyR  

AxR  

BR  

Q  

1F  

2F  
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N  

D  

2м 

Рис. 4.7 
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З урахуванням числових значень рівняння рівноваги набу-
дуть вигляду: 

.0441,161816(.3

;0707,0686.2

;07097,06.1

) =⋅+⋅−⋅−⋅=

=+⋅−−+−=

=+⋅=

∑
∑
∑

AуkВ

AуBkу

Axkx

RFm

RRF

RF

 

З рівнянь (1) і  (3) отримаємо: 

24,4707,06 −=⋅=AxR кН; 

61,2
4

41,161816 =⋅+⋅+⋅−=AуR  кН. 

Підставивши  AуR   в рівняння (2), знайдемо: 

63,1561,224,486707,0686 =−++=−⋅++= AуB RR
 кН. 

Таким чином, реакції  AуR   і  BR   направлені так, як пока-

зано на рис.4.7, а реакція AxR  напрямлена в протилежний бік 
від попередньо обраного  напрямку. 

Величина реакції  AR   дорівнює 

98,4)61,2()24,4( 2222 =+−=+= AуAxA RRR
 
кН. 

 

Відповідь: 24,4−=AxR кН; 61,2=AуR  кН; 98,4=AR  кН; 

                   63,15=BR  кН. 
 

Задача №3 
 

На жорстко затиснуту консольну балку  АВ  (рис.4.8), діють 
зосереджена сила F ; пара сил з моментом М і рівномірно роз-
поділене навантаження інтенсивністю  q . 

Визначити реакцію затиснення, якщо 4=F кН;
 2=M кНм;  5,1=q кН/м; АВ=5 м;  АС=3 м. 
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Розв’язок. Розглянемо рівновагу балки  АВ, на яку діють за-
дані (активні) навантаження: зосереджена сила  F  ; пара сил з 
моментом М;  розподілене навантаження інтенсивністю  q   і 
реакції в опорі  A. 

Рівномірно розподілене навантаження замінимо рівнодію-
чою Q ,  яка прикладена посередині відрізка  АС  і за модулем 
дорівнює 

5,45,13)( =⋅=⋅= ACqQ кН. 
Балка АВ,  рівновага якої розглядається, називається консо-

льною, оскільки має один вільний (не опертий) кінець, а другий 
замурований (затиснутий) в стіну або в будь яку іншу масивну 
частину конструкції. Таке закріплення балки перешкоджає по-
вороту і зміщенню затиснутого кінця в будь якому напрямі. Та-
ким чином, в затиснені  А  виникають два силових фактора: сила 

(реакція)  AR  , що не допускає зміщення балки, і пара сил , мо-
мент якої позначається mЗ , що не допускає повороту балки. 

Реакцію  AR   розкладемо на складові AxR  і AуR  за осями 
обраної системи координат  Аху  , а момент  затиснення mЗ на-
прямимо проти ходу годинникової стрілки, прийнявши його до-
датним (рис.4.8). 

Умови рівноваги плоскої довільної системи сил, що діють 
на балку  АВ: 

.0(         ;0        ;0 ) === ∑∑∑ kAkуkx FmFF
 

x 

A  В  D  

AyR  F  

AxR  

Q  

y 

C  

M  

Зm  
�45  

h  

q  

Рис. 4.8 
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Складемо рівняння рівноваги, обравши за центр моментів 
точку  А:  

,0)()(

;045sin

;045cos

=⋅+−⋅−=

=+−=

=−=

∑
∑
∑

hFMADQmFm

FQRF

FRF

ЗkA

Aуkу

Axkx

�

�

 

де    AD   і   h  - плечі сил  Q   і   F  відносно точки  А; 

5,12 == АСAD м; 

( ) sin45 5 0,707 3,54h AB= ⋅ = ⋅ =� м. 
З урахуванням числових значень рівняння рівноваги набу-

дуть вигляду: 

;0707,045,4

;0707,04

=⋅+−=

=⋅−=

∑
∑

Aуkу

Axkx

RF

RF

 

( ) .054,3425,15,43∑ =⋅+−⋅−= mFm kA  

Розв’язавши послідовно одержані рівняння одержимо: 

83,2707,04 =⋅=AxR кН; 
67,1707,045,4 =⋅−=AуR кН; 

37,554,3425,15,4 −=⋅−+⋅=Зm кНм. 

Додатні значення реакцій  AxR   і   AуR  вказують на те, що 
їх напрями обрані правильно. Знак мінус перед значенням  mЗ  
вказує на те, що дійсним є напрям моменту затиснення в проти-
лежний бік від показаного  на рис.4.8, тобто за ходом годинни-
кової стрілки. 

 

Відповідь: 83,2=AxR кН; 67,1=AуR кН; 37,5−=Зm кНм. 
 

Задача №4 
 

Жорстка рама (рис.4.9) закріплена в точці  А  шарнірно-
нерухомою, а в точці  В  шарнірно-рухомою опорами. В точці  С  
до рами прикріплений трос, що перекинутий через блок і до кінця 
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якого підвішений вантаж  P   вагою  30 кН . На раму діє пара сил з 
моментом  М=60 кНм  та дві зосереджені сили  1F   і 2F   величи-
ною відповідно 20 кН і 40 кН, які прикладені в точках  Е  і D .   

Визначити реакції опор в точках  А  і  В, якщо АD=0,2м; 

АК= 0,5м;  КС= 1м; СЕ= 0,3м; СВ= 0,4м; = 60 ;α �   = 30 .β �    
 

Розв’язок. Розглянемо рівновагу рами  АКСВ. На раму ді-
ють задані активні сили  1F   і  2F  ; пара сил з моментом  М ; натяг 

троса  T   (за модулем Т=Р); реакції в’язей в шарнірах  А  і  В. 
Реакцію шарнірно-нерухомої опори  А  розкладемо на дві 

складові  AxR  і   AуR , які направимо за осями обраної системи 
координат  Аху. 

Реакцію BR  шарнірно-рухомої опори В направимо перпен-
дикулярно до опорної поверхні. 

Оберемо за центр 
моментів точку  А. 
Перш ніж записувати 
умови рівноваги, звер-
немо увагу на те, що 

для сил 1F  і BR  буде 
важко визначити плечі 
відносно точки А в рів-
нянні моментів. 

Скористаємося те-
оремою Варіньона. Роз-

кладемо сили  1F  і  BR   
на складові паралельні 
до осей обраної систе-
ми координат  Аху: 

;cos11 αFF =′        ;30cos 0
BB RR =′  

;sin11 αFF =′′                0" 30sin=BR .
   

 
Моменти сил 1F ′ , 1F ′′ , BR′  і BR ′′  відносно точки А будуть 

додатними. Плечем для сил  1F ′  і BR′  , оскільки їх лінії дії збіга-

A  

В  

C  

P  

�30  

К  

�30  

α  

β  

D  
Е  

h  
AyR  

AxR  

T  

BR  

y 

x 

BR′  

BR ′′  

1F  

1F ′′  

1F ′  

2F  

Рис. 4.9 

М 
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ються, буде відстань  КС , а для сил  1F ′′  і BR ′′   плечі відповідно 
дорівнюють  АК - СЕ  і  АК - СВ. 

Складемо рівняння рівноваги для отриманої плоскої систе-
ми сил: 

2 1

2 1

2 1

1

sin + 0;

cos 0;

( ) ( ) ( ) ( ) +

                      + ( ) + ( ) 0.

kx Ax B

kу Aу B

kA B

B

F R F F T R

F R F F R

m F F h M T AK F R KC

F AK CE R AK CB

β

β

′′ ′′= + − − =

′ ′= − + + =

′ ′= − − − ⋅ + + ⋅
′′ ′′⋅ − ⋅ − =

∑
∑

∑
 

де  ( ) βsinADh =  - плече сили  2F  відносно центра  А. 

Підставимо вирази для  1F ′ , 1F ′′ , BR′  і BR′′  в записану систему: 

;030sinsinsin 12 =−+−+=∑ �

BAxkx RTFFRF αβ

 
;030coscoscos 12 =++−=∑ �

BAуkу RFFRF αβ  

.0)(30sin            

)(sin))(30cos            

cos()(sin)()(

1

12

=−+

+−++

++−−−=∑

CBAKR

CEAKFKCR

FAKTMADFFm

B

B

kA

�

� α

αβ

 

З урахуванням числових даних отримаємо: 

40sin30 20sin60 30 sin30

          20 17,3 30 0,5 0,5 12,7 0;
kx Ax B

Ax B Ax B

F R R

R R R R

= + − + − =

= + − + − = − + =
∑ � � �

 

40cos30 20cos60 cos30

          34,6 10 0,866 0,866 24,6 0;

kу Aу B

Aу B Aу B

F R R

R R R R

= − + + =

= − + + = + − =
∑ � � �

 

( ) 40 0,2sin30 60 30 0,5 20cos60

          20 cos60 1 20sin 60 0,2 cos30 1

          sin30 0,1 65,54 0,915 0.

kA

B

B B

m F

R

R R

= ⋅ − − ⋅ + +

+ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ = − + =

∑ � �

� � �

�

 

З останнього рівняння знаходимо  BR : 

6,71
915,0

54,65 ==BR кН. 
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Підставивши значення  BR  в перше і друге рівняння, отри-
маємо: 

1,237,126,715,07,125,0 =−⋅=−= BAx RR кН; 

3,376,71866,06,24866,06,24 −=⋅−=−= BAу RR кН. 

Знак мінус перед значенням  AуR   вказує на те, що реакція 

AyR   направлена в протилежний бік від обраного на  рис.4.9. 

Повна реакція  AR   шарнірно-нерухомої опори  А  дорів-
нює: 

44)3,37(1,23 2222 =−+=+= AуAxA RRR кН. 

 
Відповідь:    44=AR кН;    6,71=BR кН. 

 
Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи:   4.25; 

4.27; 4.29; 4.31 [ ]2 . 
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Тема 5. РІВНОВАГА  
СКЛАДЕНОЇ КОНСТРУКЦІЇ 

 
ЗАНЯТТЯ №5 

 

Зміст 
 

5.1. Порядок розв’язування задач на рівновагу системи тіл. 
5.2. Приклади розв’язування задач. 
 

5.1. Порядок розв’язування задач  
на рівновагу  системи тіл 

 

У практиці часто зустрічаються задачі на рівновагу системи 
тіл, тобто з’єднаних між собою декількох тіл. 

В’язі, що з’єднують тіла між собою, називаються внутрі-
шніми, а в’язі, що з’єднують систему тіл з опорами, називаються 
зовнішніми. 

При розв’язуванні задач на рівновагу системи сил може ви-
явитися, що число рівнянь рівноваги складеної конструкції в 
цілому менше ніж число невідомих сил. В цьому випадку додат-
ково розглядають рівновагу одного або декількох тіл, що вхо-
дять до системи. 

Другий спосіб розв’язування подібних задач полягає в тому, 
що конструкцію зразу розчленовують на окремі тіла і розгляда-
ють рівновагу кожного з цих тіл. При цьому реакції внутрішніх 
в’язей системи будуть зовнішніми по відношенню до окремих 
тіл. Вони будуть попарно рівними за модулем і протилежними 
за напрямом. 

Задачі на рівновагу складеної конструкції розв’язуються в 
наступному порядку: 

1. До складеної конструкції прикласти всі зовнішні сили. 
2. З’ясувати характер зовнішніх в’язей і показати можливі 
напрями їх реакцій. 

3. Якщо число невідомих реакцій в’язей більше, ніж число рі-
внянь рівноваги, які можна скласти для отриманої системи 
сил, складену конструкцію розчленовують на окремі тіла, 
замінюючи внутрішні в’язі відповідними реакціями. 
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4. Кожне з тіл, що входять до складу конструкції, розгля-
дають як вільне, що знаходиться під дією заданих сил і 
реакцій зовнішніх і внутрішніх в’язей. 

5. Порівнюють загальне число невідомих величин і число 
усіх рівнянь рівноваги сил, які можна скласти після роз-
членування конструкції на складові. З’ясовують, чи є за-
дача статично визначеною, тобто, чи розв’язується з ви-
користанням тільки рівнянь рівноваги. 

6. Складають рівняння рівноваги сил, що прикладені до 
об’єктів рівноваги. 

7. Якщо задача є статично визначеною, то отриману систе-
му рівнянь розв’язують в найбільш зручній послідовнос-
ті і визначають усі невідомі величини. 

 

5.2. Приклади розв’язування задач 
 

Задача №1 
 

Конструкція складається з двох балок АD і DС з’єднаних 
циліндричним шарніром в точці D (рис.5.1). На конструкцію 
діють зосереджена сили F  і рівномірно розподілене наванта-
ження інтенсивністю q . 

Визначити реакції опор А,В,С і шарніра D , якщо 4F = кН; 
2q = кН/м. 

 

Розв’язок. Конструкція знаходиться в рівновазі під дією си-
ли F , розподіленого навантаження інтенсивністю q  та реакцій 

опор А, В і С. Опора А – шарнірно-нерухома. Напрям реакції AR  

- невідомий, тому розкладемо її на складові AxR  і AyR   за осями 
обраної системи координат. 

q  

С  А  
D  

В  45�  

8м 2м 

Рис. 5.1 

5м 5м 

x 

y F  

Е 
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Опори В і С – шарнірно-рухомі. Реакції BR  і CR  направле-
ні перпендикулярно до опорних поверхонь, тобто вертикально. 

Взаємодія між балками АD і DС буде мати місце в шарнірі 
D, який їх з’єднує. Одна з цих внутрішніх сил конструкції при-
кладена до балки АD, а друга, рівна їй за модулем, але протиле-
жно направлена, прикладена до балки DС. Якщо розглядати всю 
конструкцію як тверде тіло, то ці сили враховувати не треба, 
оскільки вони взаємно зрівноважуються. 

Якщо скласти три умови рівноваги для всієї конструкції в 
цілому, то в них, крім зовнішніх сил, що діють на конструкцію, 
увійдуть і чотири невідомих реакції AxR , AyR , BR  і CR . 

Оскільки кількість рівнянь рівноваги менша, ніж число не-
відомих, то визначити величину невідомих реакцій в’язей не 
можна. 

При розчленуванні конструкції по шарніру D, на балку АD бу-
де діяти з боку балки DС реакція DR , а на балку DС рівна їй за мо-

дулем, але протилежно напрямлена реакція DR′ , з боку балки АD . 

Реакції DR  і DR′  розкладаються на складові, які напрямля-
ються вздовж осей Ах і Ау, причому: 

;

;
Dx Dx

Dx Dx

R R

R R

′= −
′=

  
;

.

Dy Dy

Dy Dy

R R

R R

′= −
′=

 

Таким чином, при розчленуванні конструкції додаються ще 
дві невідомі реакції DxR  та DyR , і число невідомих величин збі-

льшується до шести, тобто:  

AxR , AyR , BR , CR , DxR , DyR . 

Якщо розглянути рівновагу балки DС, то можна скласти ще 
три рівняння рівноваги, і загальне число рівнянь буде дорівню-
вати шести, що дозволить визначити всі невідомі величини. 

Рівновага балки DС, а не АD, розглядається тому, що на неї діє 
менше число сил і рівняння рівноваги будуть більш простими. 

Розглянемо рівновагу конструкції в цілому (рис.5.2). 
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Спочатку замінимо рівномірно розподілене навантаження з 
інтенсивністю q   зосередженою силою Q : 

( ) 2 10 20Q q BC= ⋅ = ⋅ = кН, 
яку прикладемо до середини відрізка ВС, тобто в точці D.  

Запишемо умови рівноваги: 

0;kxF =∑  
0;kyF =∑  

( ) 0.kAm F =∑  
Складемо ці рівняння: 

cos45 0;

sin 45 0;

( ) ( ) ( ) ( ) 0,

kx Ax

ky Ay B C

A k B C

F R F

F R F R Q R

m F F h R AB Q AD R AC

= + =

= − + − + =

= − ⋅ + − + =

∑
∑
∑

�

�

 

де   ( )sin45 8 0,707 5,65h AE= = ⋅ =� м. 
З урахуванням числових значень величин рівняння рівнова-

ги набудуть вигляду:  

1. 4 0,707 0;

2. 4 0,707 20 0;

3. ( ) 4 5,65 10 20 15 20 0.

kx Ax

ky Ay B C

A k B C

F R

F R R R

m F R R

= + ⋅ =

= − ⋅ + − + =

= − ⋅ + + ⋅ + ⋅ =

∑
∑
∑  

З рівняння (1) дістанемо величину реакції AxR : 

4 0,707 2,83AxR = − ⋅ = −  кН. 
Оскільки в рівняння (2) і (3) входять три невідомі величини, 

причому, в кожному не менше двох, то розв’язати ці рівняння і 

х A В  C  

F  

45�  

8м 2м 

Рис. 5.2 

5м 5м D  

E  

y 

AyR  

AxR  

BR  CR  

Q  

h q  



Cтатика твердого тіла 
——————————————————————————— 

190

визначити невідомі не можна. То-
му розглянемо рівновагу балки  
DС і складемо додаткові рівняння 
рівноваги. 

Балка DС (рис.5.3) знаходить-
ся в рівновазі під дією  розподіле-
ного навантаження q  на частині 
DС, реакції опори С і реакції шар-
ніра D. Напрям реакції CR  вже 

заданий. Реакцію DR  розкладемо на дві складові DxR  і DyR  за 

осями обраної системи координат Dxy.  
Сила 1Q , що замінює дію рівномірно розподіленого наванта-

ження, прикладена посередині відрізка DС і за модулем дорівнює: 

1 ( ) 2 5 10Q q DC= = ⋅ = кН. 
Складемо рівняння рівноваги для балки DС:  

;0.4 ==∑ Dxkx RF
 

∑ =+−= ;0.5 1 CDуkу RQRF
 

.0)(
2

)(
)(.6 1 =⋅+⋅−=∑ DCR

DC
QFm CkD

 
З рівняння (4) випливає, що .0=DxR   

Реакцію CR  знайдемо з рівняння (6): 

5
2

10

)(2

)(1 ==
⋅
⋅=
DC

DCQ
RC кН.

 
З рівняння (5) знайдемо реакцію DуR : 

55101 =−=−= CDу RQR
 кН. 

Підставивши в рівняння (3) значення CR , знайдемо ВR : 

2,22
10

205152065,54 =⋅−⋅+⋅=BR
 
кН.

 

Рис. 5.3 
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Розв’язавши рівняння (2), отримаємо реакцію AуR : 

4,45208,220707,04 −=−+=−+−⋅= CBAу RRR
 
кН.

 
 

Відповідь: 83,2−=AxR кН; 4,4−=AуR кН;
 

0;DхR =   

                        5=DуR кН;   5=CR  кН;   2,22=BR  кН. 
                      

Задача №2 
 

Конструкція складається 
з двох однорідних стержнів 
АВ і СD вагою 1001 =P  H і 

2002 =P  H (рис.5.4). Стер-
жень АВ закріплений неру-
хомим шарніром в точці А і 
спирається на горизонтальну 
поверхню в точці В. Горизон-

тальний стержень СD закріплений нерухомим шарніром в точці 
D і спирається на стержень АВ. 

 

Визначити реакції в шарнірі А і в точці С, де стержень СD 
спирається на стержень АВ, якщо АВ=2 м, СD=1 м, СВ=0,5 м, 
α =30°.  

Розв’язок. В даній задачі потрібно визначити реакції в шар-

нірно-нерухомій опорі А ( АR ) і в точці С ( CR ), де стержні доти-

каються. Реакція CR  є силою взаємодії між стержнями АВ і СD. 

Якщо розглядати рівновагу конструкції в цілому, то сила CR , як 

внутрішня сила, не буде входити в систему сил, що діють на 
об’єкт рівноваги і повністю розв’язати задачу буде неможливо. 

Але, якщо розглядати рівновагу кожного стержня окремо, 
то на кожен з стержнів сила CR  буде діяти як зовнішня. В точці 
С на стержень АВ діє стержень СD , а на стержень СD з рівною 
за модулем і протилежною за напрямом силою діє стержень АВ. 

Оскільки обидві точки А і С, реакції в яких треба визначити, 
належать стержню АВ, то розглянемо його рівновагу. 

Рис. 5.4 
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На стержень АВ ді-
ють наступні сили 
(рис.5.5): вага 1P , що 
прикладена до середини 
стержня АВ в точці Е; 

нормальна реакція BR  
горизонтальної поверхні, 
що прикладена до точки 
В; реакція шарніра А, яку 
розкладемо на складові 

AxR  і AуR  за осями об-

раної системи координат; невідома за величиною сила тиску CR  
стержня СD, що прикладена до точки С і направлена перпенди-
кулярно до стержня АВ. 

Складемо рівняння рівноваги стержня АВ: 

∑
∑
∑

=⋅−⋅−⋅=

=+−−=

=−=

,0)()(

;060sin

;060cos

211

1

ACRhPhRFm

RRPRF

RRF

CBkА

BCAуkу

CAxkx

�

�

 

де 1h , 2h , AC- плечі сил ВR ,  1P , CR  відносно точки А; 

73,1866,0230cos)(1 =⋅== �ABh м;              

866,0866,0130cos
2

)(
30cos)(2 =⋅=== ��

AB
AEh

 
м;

  
5,15,02 =−=−= CBABAC м. 

З урахуванням числових значень рівняння рівноваги набу-
дуть вигляду:  

∑
∑
∑

=⋅−⋅−⋅=

=+⋅−−=

=⋅−=

.05,1866,010073,1)(.3

;0866,0100.2

;05,0.1

CBkA

BCAуkу

CAxkx

RRFm

RRRF

RRF

 

Рис. 5.5 
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Таким чином, при розгляді рі-
вноваги стержня АВ, маємо чотири 
невідомих: AxR , AуR , CR , і BR . 

Оскільки, складених рівнянь рів-
новаги три, то задача статично 
невизначена. 

Розглянемо рівновагу стержня 
СD (рис.5.6). 

Стержень СD знаходиться в рівновазі під дією наступних 

сил: ваги стержня 2P , що прикладена до середини стержня СD в 

точці N ; реакції CR′ , рівної за величиною CR  і направленої в 

протилежний бік від вектора CR ; реакції DR , що прикладена до 

точки D (оскільки її величину  за умовою задачі визначати не 
треба, то на рис 5.6 вона не показана). 

Для визначення величини реакції CR  досить взяти суму 
моментів усіх сил відносно точки D, оскільки момент від неві-
домої реакції DR  відносно цієї точки буде дорівнювати нулю: 

∑ =⋅+′−= ,0)()(.4 23 NDPhRFm CkD  

де 3h  і ND  - плечі сил CR′  і 2P  відносно точки D; 

( )3 sin60 1 0,866 0,866h CD= = ⋅ =� м; 

5,0)(
2
1 == CDND м. 

Підставимо в рівняння (4) числові дані і визначимо  CR′ : 

;05,0200866,0' =⋅+⋅− CR    ⇒  5,115
866,0

5,0200' =⋅=CR H. 

Розв’язавши послідовно рівняння (1), (3) і (2) визначимо ве-
личини інших реакцій: 

;05,05,115 =⋅−AxR                         7,57=AxR H; 

150
73,1

5,15,1156,86

73,1

5,1866,0100
=⋅+=

⋅+⋅
= C

B

R
R  H; 

Рис. 5.6 
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50150866,05,115100866,0100 =−⋅+=−⋅+= BCAy RRR  H. 

Реакція в шарнірі А дорівнює: 

34,76507,57 2222 =+=+= AyAxA RRR  H. 

 

Відповідь:  34,76=AR H;  7,57=AxR H;  

50=AуR H;   5,115=CR H. 
 

Задача №3 
 

Конструкція скла-
дається з жорсткого 
кутника АЕС і стержня 
BL, що спирається на 
кутник. Конструкція 
утримується в рівнова-
зі шарнірно-
нерухомими опорами А 
та В і шарнірно-
рухомою опорою D 
(рис.5.7). 

Конструкцію навантажено парою сил з моментом М=60 кНм, 
рівномірно розподіленим навантаженням інтенсивністю 20q = кН/м  

на частині стержня LC; зосередженими силами 1 30F = кН і 

2 50F = кН, що прикладені в точках Е і К під кутами 30α = �  та 

60β = � , відповідно. 
 

Визначити реакції в’язей в точках А, В, С і D, що виклика-
ються заданими навантаженнями, якщо AE=1,5м; CE=0,4м; KA= 
KD = 0,35м;  BL=1м;  BC=0,6м. 

 
 

Розв’язок. Дана задача на рівновагу системи тіл, що знахо-
дяться під дією плоскої системи сил. При її розв’язуванні можна 
розглянути рівновагу всієї системи в цілому, а потім – рівновагу 
одного з тіл системи, зобразивши його окремо, або зразу ж роз-
членувати систему на складові та розглянути рівновагу кожного 
з тіл окремо. 

D  

1F  
K  

2F  

В  

E  

α  

Рис. 5.7 
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Розчленуємо систему і роз-
глянемо рівновагу стержня ВL 
(рис.5.8). 

На стержень  ВL діють пара 
сил з моментом М; рівномірно 
розподілене навантаження інтен-
сивністю q , дію якого замінимо 

зосередженою силою Q , що при-
кладена до середини ділянки CL   і   
за модулем дорівнює  

84,020)( =⋅== CLqQ кН; 

реакція шарнірно-нерухомої опори 
В, яку розкладемо на  складові  

BxR  і BуR   за осями обраної системи координат Вху; реакція CR  

кутника АЕС, яку направимо перпендикулярно до поверхні сте-
ржня BL. 

Складемо умови рівноваги для  плоскої системи сил, що діє 
на стержень BL: 

∑
∑
∑

=++⋅−=

=−+=

=+−=

.0)2()()(

;0sinsin

;0coscos

LCBCQBCRMFm

QRRF

QRRF

CkB

CBуkу

CВхkx

αα

αα

 
Підставимо в складені рівняння числові значення заданих 

величин: 

1. 0,866 8 0,866 0,866 6,92 0;kx Вx C Bx CF R R R R= − ⋅ + ⋅ = − + =∑
2. 0,5 8 0,5 0,5 4 0;

3. ( ) 60 0,6 8(0,6 0,4 2) 60,8 0,6 0.

kу Bу C Bу C

kB C C

F R R R R

m F R R

= + ⋅ − ⋅ = + − =

= − ⋅ + + = − =
∑
∑

З рівняння (3) знайдемо величину реакції CR : 

1,10
6,0

8,60 ==CR
 
кН. 

В  

C  

Q  

Рис. 5.8 
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Підставивши знайдене значення CR  в рівняння (1) і (2), 
отримаємо: 

83,192,61,10866,092,6866,0 =−⋅=−= CBx RR кН;  

06,11,105,045,04 −=⋅−=−= CBу RR кН. 

Знак мінус перед значенням BуR  вказує на те, що дійсний 

напрям реакції - в протилежний бік від обраного на рис.5.8. 
Розглянемо рівновагу кутника АЕС (рис.5.9). 
На кутник діють сила тиску стержня CR′ , яка направлена 

протилежно CR ; активні сили 1F  і 2F  , що прикладені до точок 

Е і К; реакція DR  шарнірно-рухомої опори D, яка направлена 
перпендикулярно до ЕА; реакція шарнірно-нерухомої опори А, 
яку розкладаємо на складові AxR  і AyR  за осями обраної систе-

ми координат Axy. 
Силу CR′ , для якої важко визначити плече в рівнянні моме-

нтів відносно центра А, розкладемо на складові за осями обраної 
системи координат (рис.5.9): 

αcos1 СС RR ′=′ ;      αsin2 СС RR ′=′ . 
Запишемо умови рівноваги для довільної плоскої системи 

сил, що діє на кутник: 

;0coscos 211 =+−+′=∑ AxCkx RFFRF βα  

∑ =++++′−= ;0sinsin 212 AуDCkу RRFFRF βα
 

A  

2F  

K  β  

C  

1F  

Рис. 5.9 
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∑ =−−−′−′= ,0)()()()( 221112 hFADRhFCEREARFm DCCkA

де     ( ) αsin1 EAh = =1,5sin30°=0,75 м; 

( ) βsin2 AKh = = 0,35sin60°=0,3 м. 

З урахуванням числових даних отримаємо: 

=+−+=∑ Axkx RF ��� 60cos5030cos3030cos12,10.4
 

10,12 0,866 30 0,866 50 2 9,65 0;Ax AxR R= ⋅ + ⋅ − + = + =  

5. 10,12sin30 30sin30 50sin60ky D AyF R R= − + + + + =∑ � � �

(30 10,12) 2 50 0,866 53,2 0;D Ay D AyR R R R= − + ⋅ + + = + + =
 

−⋅−⋅−⋅−⋅=∑ 8,075,0304,075,85,106,5)(.6 DkA RFm
 

.04,338,03,03,50 =−−=⋅− DR  
З рівняння (4) випливає:         65,9−=AxR кН. 

З рівняння (6) знаходимо:      7,418,04,33 −=−=DR кН. 

Підставивши DR  в рівняння 5, дістанемо: 

5,112,53)7,41(2,53 −=−−−=−−= DAу RR кН. 

Від’ємні значення величин реакцій AуAx RR ,  і DR  вказують 

на те, що дійсні напрями цих реакцій протилежні від тих, що 
показано на рис.5.9. 

Абсолютні значення реакцій AR  і BR  дорівнюють: 

7,14)5,11()65,9( 2222 =−+−=+= AуAxA RRR кН; 

12,2)06,1(83,1 2222 =−+=+= BуBxB RRR кН.
 

 

Відповідь:       7,14=AR кН;        12,2=BR кН;  

                   12,10=CR кН;       7,41=DR  кН. 
 
Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи:   4.33; 

4.35; 4.37 [ ]2 . 
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Тема 6. РОЗРАХУНОК ЗУСИЛЬ  
В СТЕРЖНЯХ ФЕРМИ 

 
Заняття №6 

 

Зміст 
 

6.1. Прості ферми. 
6.2. Визначення зусиль в стержнях ферми. 
6.3. Порядок розв’язування задач. 
6.4. Контрольні запитання. 
6.5. Приклади розв’язування задач. 

 

6.1. Прості ферми 
 

Фермою називається геометрично незмінна конс-
трукція, що складається з стержнів, з’єднаних між 
собою на кінцях шарнірами (рис.6.1). 

Шарніри, що з’єднують стержні між собою, називаються 
вузлами ферми. Стержні, що розташовані всередині контуру 
ферми, утворюють її решітку. Якщо всі стержні, що утворюють 
ферму, розташовані в одній площині, то така ферма називається 
плоскою. 

При розрахунку ферм приймається, що вагою стержнів мо-
жна знехтувати і шарніри розташовані на кінцях стержнів.  
Оскільки навантаження, що діють на ферму, передаються в ша-
рнірах, то кожен стержень буде сприймати зусилля, яке направ-

Рис. 6.1 

а) б) в) 

Вузол 
Стержень 
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лене вздовж осі стержня, тобто буде або розтягнутий або стис-
нутий. 

Серед різноманітних типів ферм розрізняють два основних 
види: 

1. ферми без зайвих стержнів. 
2. ферми, в яких є зайві стержні. 
В подальшому будемо розглядати прості плоскі ферми, які 

будуються наступним чином: до основного стержневого трику-
тника двома стержнями приєднується новий шарнір (вузол), до 
нього другий і т.д. 

За своїм призначенням ферми поділяються в основному на 
мостові, кроквяні і кранові (рис.6.1 а,б,в). 

Залежність між числом стержнів m і числом вузлів n для 
ферми без зайвих стержнів має вигляд: 

2 3.m n= −  

Якщо m < 2n-3 , то число стержнів є недостатнім для забез-
печення геометричної незмінності ферми. Якщо ж m > 2n-3, то 
ферма має зайві стержні. 

Під час розрахунку ферм припускається, що виконуються 
наступні умови: 

1. усі стержні ферми - прямолінійні. 
2. тертя в шарнірах відсутнє. 
3. сили, що діють на ферму, лежать в площині цієї ферми і 

прикладені тільки до її вузлів. 
4. власна вага кожного стержня ферми настільки мала в по-

рівнянні з силами прикладеними до вузлів ферми, що нею мож-
на знехтувати. 

 

Основною задачею розрахунку простих ферм є визначення 
зусиль в стержнях ферми, які являють собою внутрішні сили, 
що виникають в стержнях під дією зовнішніх сил. 

 
6.2. Визначення зусиль в стержнях ферми 

 

Обмежимося двома аналітичними способами визначення 
зусиль в стержнях простих ферм: 

1. спосіб вирізання вузлів. 
2. спосіб перерізів (метод Ріттера). 
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Спосіб вирізання вузлів полягає в тому, що кожен вузол вирі-
зають з ферми і розглядають окремо в рівновазі під дією прикладе-
них до нього зовнішніх сил і зусиль розрізаних стержнів. 

 

Метод Ріттера дозволяє визначити зусилля в будь якому 
стержні ферми незалежно від зусиль в інших стержнях і полягає в 
тому, що ферма розсікається на дві частини таким чином, щоб в 
перерізу було не більше трьох стержнів з невідомими зусиллями. 

 

Деякі часткові випадки  визначення зусиль  
в стержнях ферми 

 

Визначення зусиль в стержнях ферм спрощується, якщо 
при розгляді рівноваги вузла зустрічаються наступні випадки. 

1. Вузол ферми з двома стержнями без 
навантаження  (рис.6.2). 

В цьому випадку зусилля в кожному з 
стержнів дорівнює нулю, оскільки інакше 
рівновага вузла була б неможлива. 

 
 

2. Вузол ферми з двома стержнями, за 
віссю одного з яких прикладена сила F  
(рис.6.3). 

Реакція стержня, з віссю якого збігається 
напрям сили, за модулем дорівнює, а за на-
прямом протилежна силі F . Зусилля ж в дру-
гому стержні дорівнює нулю. 

 
3. Вузол ферми з трьома стержнями, 

осі двох стержнів якого направлені 
вздовж прямої (рис.6.4). 

В цьому випадку зусилля в третьому 
стержні дорівнює нулю, а в кожному з пе-
рших двох або теж дорівнюють нулю, або 
рівні між собою за величиною і направлені 
в протилежні боки, тобто ці стержні або не 

зазнають навантажень, або обидва стиснуті (розтягнуті) з одна-
ковими силами. 

Рис. 6.2 
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4. Вузол ферми з трьома стерж-
нями, у якого осі двох стержнів направ-
лені вздовж однієї прямої, а за напрямом 
осі третього стержня прикладена сила 
F   (рис.6.5). 

В цьому випадку реакція третього 
стержня за величиною дорівнює, а за на-
прямом  протилежна силі F . Зусилля в 

перших двох стержнях або дорівнюють нулю, або рівні між со-
бою за величиною і направлені в протилежні боки. 

 

5.  До вузла ферми з трьома стер-
жнями за віссю одного з стержнів при-
кладена сила F , а зусилля в одному з двох 
інших стержнів дорівнює нулю (рис.6.6). 

В цьому випадку реакція стержня, 
вісь якого збігається з лінією дії сили F , 
за величиною рівна, а за напрямом проти-
лежна силі F  .Зусилля в другому та тре-

тьому стержнях дорівнюють нулю. 
 

6. Вузол ферми з чотирма стержня-
ми, в якому осі стержнів попарно розташо-
вані за однією прямою (рис.6.7). 

В цьому випадку зусилля або: 
а)  дорівнюють нулю в кожному стержні; 
б) дорівнюють нулю тільки в двох сте-

ржнях, що розташовані за  однією прямою, а 
в двох інших рівні за модулем і протилежні 

за напрямом; 
в) для кожної пари стержнів, що розташовані за однією 

прямою, рівні між собою за модулем і протилежні за напрямом. 
 

6.3. Порядок розв’язування задач 
 

Спосіб вирізання вузлів 
 

1. Виділити ферму, рівновагу якої треба розглянути для 
знаходження невідомих величин. 

2 

А  

Рис. 6.6 
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2. Прикласти активні сили, що діють на об’єкт рівноваги. 
3. Відкинути в’язі і замінити їх дію реакціями. 
4. Розглянути рівновагу ферми, як твердого тіла, під дією 

активних сил і реакцій в’язей. 
5. Визначити реакції опор. 
6. Вирізати вузол, до якого сходяться два стержня і роз-

глянути його рівновагу під дією активних сил і реакцій 
розрізаних стержнів. (При обранні напряму реакції сте-
ржня, краще приймати що він розтягнутий, тобто напра-
вляти реакцію від вузла стержня). 

7. Користуючись умовами рівноваги плоскої системи збі-
жних сил, визначити реакції розрізаних стержнів. 

8. Рухаючись по фермі від вузла до вузла, аналогічно роз-
глядається рівновага кожного вузла. При цьому, в кож-
ному наступному вирізаному вузлі повинно бути тільки 
два стержня, реакції в яких невідомі. 
 

Спосіб перерізів (метод Ріттера) 
 
1. Визначити опорні реакції, розглядаючи рівновагу ферми 
як твердого тіла, що знаходиться під дією плоскої сис-
теми сил. 

2. Уявно розрізати ферму, до якої прикладені всі зовнішні 
сили, на дві частини таким чином, щоб число розрізаних 
стержнів не було більше трьох. 

3. Відкинути одну з частин ферми і замінити її дію реакці-
ями розрізаних стержнів. (Рекомендується приймати, 
що всі стержні розтягнуті). 

4. Розглянути рівновагу обраної частини ферми під дією 
активних сил і реакцій розрізаних стержнів. (При скла-
данні умов рівноваги краще керуватися тим, щоб в кож-
не рівняння входила одна невідома реакція. Для цього, 
за центр моментів обирають точку, де перетинаються 
лінії дії двох невідомих реакцій, а у випадку, коли два 
розрізаних стержня паралельні, складають рівняння 
проекцій на вісь, що перпендикулярна до цих стержнів). 

5. Розв’язати складену систему рівнянь, визначити неві-
домі зусилля в стержнях. 
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6.4. Контрольні запитання 
 

1. Що називається фермою? 
2. З яких елементів складаються ферми? 
3. На які основні види розрізняються ферми? 
4. Яка залежність між числом стержнів і числом вузлів 

ферми без зайвих стержнів? 
5. Яким умовам повинні задовольняти ферми при їх роз-

рахунках? 
6. Які є способи визначення зусиль у стержнях простих 

ферм? 
7. Які бувають часткові випадки визначення зусиль в сте-

ржнях ферм? 
 

6.5.  Приклади розв’язування задач 
 

Ферма (рис.6.8) навантажена вертикальними силами 1F , 

2F , 2F  і 4F . 
 

Визначити опорні реакції і зусилля в стержнях, якщо 
11 =F кН; 22 =F  кН; 23 =F  кН; 14 =F  кН; AC=2 м; СВ=2 м. 

 

Розв’яжемо задачу першим способом – методом вирізан-
ня вузлів. 

Для визначення опорних реакцій розглянемо рівновагу фе-
рми в цілому. 

На ферму діють 
активні сили 

1F , 2F , 3F  і 4F  та 
реакції опор А і В. 

Пов’яжемо з 
фермою систему 
координат Аху : вісь 
Ах направимо гори-
зонтально через 
опори А і В; вісь Ау 
– вертикально вгору. 

 

�60  

y 

x 
C  

В  A  

Е  

�60  
�60  4F  

3F  

2F  

1F  

BR  AR  2м 2м 

N  

1 2 

3 

4 
5 

6 

7 

Рис. 6.8 

D  



Cтатика твердого тіла 
——————————————————————————— 

204

Реакція AR  шарнірно-рухомої опори А направлена перпен-
дикулярно до опорної поверхні, тобто вертикально. Оскільки всі 
активні сили та реакція AR  перпендикулярні до осі Ах, то і реа-
кція  шарнірно-нерухомої опори В теж буде перпендикулярна до 
осі Ах. 

Складемо рівняння рівноваги для системи сил, що діє на ферму: 

∑

∑

=+−−−=

=+−−−−=

,0)()()(
2

)(
)(.2

;0.1

432

4321

ABRABFADF
AC

FFm

RFFFFRF

BkA

BAkу

 

де     ;30sin)( �CBCE =  

5,0)5,0(230sin)(30sin)( 22 =⋅=== �� CBCECD м; 

5,25,02 =+=+= CDACAD м; 

.422 мCBACAB =+=+=  
З другого рівняння отримаємо BR : 

=++⋅=
AB

ABFADFACF
RB

)()()(5,0 432

 

= 75,2
4

415,2212 =⋅+⋅+⋅
кН.

 
З першого рівняння знайдемо AR :   

25,375,212214321 =−+++=−+++= BA RFFFFR кН. 
Після визначення реакцій опор пере-

йдемо до визначення зусиль в стержнях. 
Для цього треба розглянути рівновагу ко-
жного вузла ферми окремо, уявно відкину-
вши всі стержні, що сходяться до нього, і 
замінивши їх дію на вузол реакціями. 

Першими треба розглядати вузли, до 
яких прикладені тільки дві невідомі сили. 
У даній задачі таким вимогам відповідають 
два вузла А і В. Розрахунок можна почина-
ти з будь якого із цих вузлів. 

Рис. 6.9 
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Почнемо з вузла А. Вузол А знаходиться в рівновазі під ді-
єю реакції AR , активної сили 1F  і невідомих реакцій 1S  і 5S  
стержнів 1 і 5 (рис.6.9). 

Реакції стержнів направимо від вузла, припускаючи, що 
стержні розтягнуті. 

Через точку А проводимо осі Ах і Ау та складаємо рівняння 
рівноваги плоскої системи збіжних сил: 

∑
∑

=−+=

=+=

.060sin.4

;060cos.3

15

51

FSRF

SSF

Akу

kx

�

�

 

Розв’язавши послідовно рівняння (4) і (3), отримаємо: 

6,2
866,0

25,31

60sin
1

5 −=−=−=
�

ARF
S кН; 

( ) 3,15,06,260cos51 =⋅−−=−= �SS  кН. 

Від’ємне значення реакції 5S  вказує на те, що дійсний її 

напрям в протилежний показаному на рис.6.9. Стержень 5 не 
розтягнутий, а стиснутий. Стержень 1 – розтягнутий. 

Наступним розглянемо вузол N, оскільки до вузла С треба буде 
прикласти три невідомих реакції 72  , SS  і 6S , а до вузла N - тільки 

дві - 6S  і 4S , зусилля в стержні 5 цього вузла вже визначено. 
Вузол N знаходиться в рівновазі під дією: активної сили 

2F ; відомої реакції 5S′ , яка за величиною дорівнює реакції 5S , 

що прикладена до вузла А, але направлена в протилежний бік; 
невідомих реакцій  6S  і 4S  стержнів 4 і 6 (рис.6.10). 

Проведемо через точку N осі координат і складемо рівняння 
рівноваги вузла:  

 
∑
∑

=−−′−−=

=++′−=

;060sin30sin60sin.6

;060cos30cos60cos.5

6452

0
645

���

���

SSSFF

SSSF

kу
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З рівняння (5) виразимо 4S : 

=
⋅−⋅−

=
−′

=
866,0

5,05,06,2

30cos

60cos60cos 665
4

SSS
S

�

��

 

.577,05,1 6S−−=  

Підставимо вираз для 4S  в  (6) і знайдемо  6S : 

;0866,05,0577,05,05,1)866,06,2(2

;030sin30sin)577,05,1(60sin

66

6652

=⋅−⋅⋅+⋅+⋅−−−
=−−−−′−−

SS

SSSF ���

 

73,1
578,0

75,025,22
6 =++−=S кН. 

Тоді: 

5,273,1577,05,14 −=⋅−−=S кН. 

Таким чином, стержень 6 розтягнутий, як і припускалось, а 
стержень 4 – стиснутий. 

 

Наступним вирізаємо вузол С.  
До вузла прикладені дві невідомі реакції  7S  та 2S  стержнів 

7 і 2; дві відомі реакції 6S′ , та 1S′ , стержнів 6 і 1, які за величи-

нами дорівнюють реакціям 6S  та 1S , що прикладені відповідно 
до вузлів N і А, але направлені в протилежні боки (рис.6.11). 

Проводимо через точку С координатні осі та складаємо рів-
няння рівноваги вузла С: 

 

Рис. 6.10 
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∑
∑

=+=

=++′−′−=

;060sin60sin.8

;060cos60cos.7

76

2761

��

��

SSF

SSSSF

kу

kx
 

З рівняння (8) знайдемо 

73,167 −=′−= SS кН. 

З рівняння (7) знаходимо 2S : 

5,0)73,1(73,1(3,160cos)( 7612 −−+=−′+′= �SSSS 03,3=  кН. 

Таким чином, стержень 2 розтягнутий, а стержень 7 – стис-
нутий. 

Розглянемо рівновагу вузла Е (рис.6.12). 

На вузол діють невідома реакція  3S  стержня 3; активна сила 

3F ; відома реакція 4S′  стержня 4, яка за модулем дорівнює реакції 

4S , що прикладена до вузла N, але протилежно направлена; відома 

реакція 7S′  стержня 7, яка за модулем дорівнює реакції 7S , що 

прикладена до вузла  С , але протилежно направлена. 
Через точку  Е  проводимо осі координат  Ех і Еу. Оскільки 

на вузол Е діє тільки одна невідома сила 3S , то достатньо склас-

ти тільки одне рівняння рівноваги: 

.030cos60cos30cos.9 374 =+′−′−=∑ ��� SSSFkx  

Звідси: 

5,3
866,0

5,0
)73,1(5,2

30cos

60cos
743 −=−+−=′+=

�

�

SSS кН. 

Стержень 3 - стиснутий. 
Таким чином визначені зусилля в усіх стержнях ферми. 

З’ясовано, що стержні 1, 2, 6 – розтягнуті, а стержні 3, 4, 5 та 7 – 
стиснуті. 

Розгляд рівноваги вузла В (рис.6.13), дозволяє перевірити 
правильність розрахунку ферми.  
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Рівняння рівноваги для вузла В: 

∑
∑

=′+−=

=′−′−=

.030sin.11

;030cos.10

34

32

�

�

SFRF

SSF

Bkу

kx
 

Підставивши в ці рівняння числові дані, отримаємо: 

.075,175,15,0)5,3(175,2

;003,303,3866,0)5,3(03,3

=−=⋅−+−
=+−=⋅−−−

 

Рівняння (10) і (11) перетво-
рюються в тотожності, що вказує на 
правильність виконаного розрахунку. 

Перевіримо, наскільки вірно ви-
значені зусилля в окремих стержнях 
ферми методом перерізів (методом 
Ріттера). 

Для визначення зусиль в стерж-
нях 1, 6, 4 розсічемо ферму перері-
зом а–а на дві частини таким чином, щоб в переріз потрапило не 
більше трьох стержнів, зусилля в яких невідомі (рис.6.14). Від-
кинемо праву частину ферми, замінивши її дію реакціями стер-
жнів 4S , 6S  і 1S . Реакції стержнів напрямимо від вузлів А і N, 
уявивши, що всі стержні розтягнуті (рис.6.15). 

Таким чином, ліва частина ферми буде знаходитись в рів-
новазі під дією реакції опори AR , активних сил 1F , 2F  та реак-
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цій стержнів 1S , 4S , 6S . 
Складемо рівняння рівноваги для лівої частини ферми.  
Скористаємося формою умов рівноваги у вигляді 3-х рів-

нянь моментів для довільної плоскої системи сил.  
 

Для рівноваги довільної плоскої системи сил необхідно і 
достатньо, щоб суми моментів усіх сил відносно трьох дові-
льних центрів, які не лежать на одній прямій, дорівнювали ну-
лю: 

 

∑∑∑ === .0)(;0)(;0)( kCkBkA FmFmFm  
 

Оберемо за центри моментів точки:  
С, де перетинаються лінії дії невідомих реакцій 1S  і 6S ; 

В, де перетинаються лінії дії невідомих реакцій 1S  і 4S ; 

N, де перетинаються лінії дії невідомих реакцій 6S   і 4S . 

.0)()()()(.14

;0)()()()(.13

;0)()()()()(.12

11

126

214

=+−=

=−++=

=+−+−=

∑
∑
∑

NPFNPRMNSFm

ABRABFMBFhSFm

MCFACRACFCESFm

AkN

AkB

AkC

 

З рівняння (12) визначимо реакцію 4S : 

5,2
1

122)25,31(

)(

)())(( 21
4 −=⋅+⋅−=+−=

CE

MCFACRF
S A кН, 

де  2=AC м - плече сил 1F  і AR  відносно центра С; 

 CE  - плече реакції 4S   відносно центра С, 

15,0230sin)( =⋅== �DCCE м. 

З рівняння (13) визначимо: 

73,1
732,1

324)125,3()())(( 21
6 =⋅−⋅−=⋅−−=

h

MBFABFR
S A кН, 

де 4=AB м - плече сил  1F   і  AR    відносно   центра В; 

 MB  - плече сили 2F  відносно  центра В, 
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 2 3MB CB AB= + = м; 

 h  - плече реакції 6S  відносно центра В, 

73,15,0866,0430cos)(30sin)( =⋅⋅=== �� ABNBh м. 

З рівняння (14) знайдемо:  

3,1
73,1

1)125,3()()( 1
1 =⋅−=⋅−=

NM

NPFR
S A кН, 

де NP  - плече сил 1F  і AR  відносно центра N , 

 12 == ACNP м; 

 NM  - плече реакції 1S  відносно центра N , 

 73,173,1160)( =⋅=⋅= �tgAMNM м. 
Таким чином, при визначенні зусиль в стержнях ферми ме-

тодом перерізів, маємо 3,11 =S кН; 5,24 −=S кН; 73,16 =S  кН, 
що повністю збігається з результатами, які знайдено методом 
вирізання вузлів. 

 

Відповідь:   3,11 =S  кН;
     

03,32 =S  кН;    
 

5,33 −=S  кН;
    

                    
5,24 −=S  кН;

   
6,25 −=S  кН;

    
73,16 =S  кН;

   

                    
73,17 −=S  кН. 

 

Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи: 
5.12; 5.15 [ ]2 . 
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Тема 7. ДОВІЛЬНА ПРОСТОРОВА  
СИСТЕМА  СИЛ 

 

ЗАНЯТТЯ №7 
 

Зміст 
 

7.1. Момент сили відносно осі. 
7.2. Умови рівноваги довільної просторової системи сил. 
7.3. Порядок розв’язування задач. 
7.4. Контрольні запитання. 
7.5. Приклади розв’язування задач. 
 

7.1. Момент сили відносно осі 
 

Момент сили відносно осі визначається як алгеб-
раїчна величина, абсолютне значення якої дорівнює до-
бутку модуля проекції сили на площину, що перпендику-
лярна до осі, на відстань від точки, в якій вісь перети-
нає цю площину, до лінії дії проекції сили на площині. 

 

Для того, щоб знайти момент сили F відносно осі, треба 
зробити наступне (рис.7.1): 

 

1. Провести площину (Q), що перпендикулярна до осі. 
2. Спроектувати силу F  на цю площину. 
3. З точки О перетину осі з площиною (Q) опустити перпе-
ндикуляр h  на лінію дії проекції сили zF . 

4. Помножити модуль проекції сили zF  на довжину h  пе-
рпендикуляра і взяти цей добуток зі знаком плюс, якщо з 
додатного напряму осі Оz обертання проекції zF  навко-
ло точки  О видно проти ходу годинникової стрілки і зі 
знаком мінус, якщо обертання відбувається за ходом го-
динникової стрілки. 

Таким чином, момент сили F  навколо осі Оz (рис.7.1) 
дорівнює 

hFFmFm zzОz == )()( . 
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      Момент сили буде додатним, 
оскільки напрям обертання прое-
кції zF  навколо осі  Оz  з додат-
ного боку осі видно проти ходу 
годинникової стрілки. 
 
      Момент сили відносно осі 
дорівнює нулю в двох випадках: 
 
       1. Якщо лінія дії сили парале-
льна осі (рис.7.2). В цьому випад-

ку проекція zF  сили F  на пло-
щину, перпендикулярну до осі, 
буде дорівнювати нулю. 
 
        2. Коли лінія дії сили пере-
тинає вісь (рис.7.3). В цьому ви-
падку плече проекції zF   віднос-
но точки О буде дорівнювати 
нулю. 

 
7.2. Умови рівноваги довільної  

просторової системи сил 
 

Аналітичні умови рівноваги довільної просторової сис-
теми сил виражаються наступними рівняннями: 

;0=∑ kxF              ∑ = ;0kуF

            

;0=∑ kzF

 ;0)( =∑ kx FM

    

;0)( =∑ ky FM

   

,0)( =∑ kz FM

 
і формулюються так: для рівноваги довільної просторової сис-
теми сил необхідно і достатньо, щоб суми проекцій усіх сил на 
кожну з трьох координатних осей і суми їх моментів відносно 
кожної з цих осей дорівнювали нулю. 
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7.3. Порядок розв’язування задач 

 
При розв’язуванні задач на рівновагу довільної просторової 

системи сил рекомендується дотримуватися такої послідовності: 
 

1. Виділити тверде тіло, рівновагу якого треба розглянути 
для визначення невідомих величин. 

2. Показати активні сили, що діють на об’єкт рівноваги. 
3. З’ясувати характер в’язей і показати на розрахунковій 

схемі можливі напрями їх реакцій. 
4. Перевірити, чи є задача, що розглядається, статично ви-

значеною, тобто число невідомих величин не повинно бути  бі-
льшим шести. 

5. Скласти необхідну кількість рівнянь рівноваги. 
6. Розв’язати отриману систему рівнянь і визначити неві-

домі величини. 
 

7.4. Контрольні запитання 
 

1. Як визначається величина і знак моменту сили відносно 
осі? 

2. У яких випадках момент сили відносно осі дорівнює ну-
лю? 

3. У якій площині повинна лежати сила і який вона пови-
нна мати напрям, щоб її момент відносно певної осі був макси-
мальним? 

4. Які умови рівноваги довільної просторової системи сил і 
чим вони відрізняються від умов рівноваги для довільної плос-
кої системи сил? 

 

7.5. Приклади розв’язування задач 
 

Задача №1 
 

На горизонтальний вал АВ (рис.7.4) насаджено зубчасте ко-
лесо С і шестерня D. До колеса С по дотичній прикладена гори-
зонтальна сила P , а до шестерні D по дотичній прикладена вер-
тикальна сила Q .  
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Визначити величину сили Q  та реакції підшипників А і В 

в положенні рівноваги вала, якщо 10=Р кН;  25,0=Cr м;  

Dr = 1,0== CBAD м; 2,0=DC м. 
 

Розв’язок. Розглянемо рівновагу вала АВ, до якого прикла-
дені активні сили P ,Q  та реакції в’язей опор А і В (рис.7.4). 

Оскільки підшипники А і В допускають переміщення в 
осьовому напрямі Ау і в цьому напрямі немає протидії, то реак-
ції, що виникнуть в підшипниках, розкладемо на складові за 
осями Ах і Аz: AxR ,, AzR  ,BxR  .BzR  

Як видно, на вал АВ діє довільна просторова система сил і у 
випадку її рівноваги вона повинна задовольняти наступним 
умовам: 

;0)(

;0

=

=

∑
∑

kx

kx

Fm

F
   
∑
∑

=

=

;0)(

;0

kу

kу

Fm

F
   

.0)(

;0

=

=

∑
∑

kz

kz

Fm

F
 

Складемо рівняння рівноваги в проекціях на осі: 

∑
∑
∑

=++=

=

=++=

.0.3

;0.2

;0.1

BzAzkz

ky

BxAxkx

RQRF

F

RPRF
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Рис. 7.4 
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При складанні рівнянь моментів сил, треба пам’ятати, що 
коли сила паралельна до осі або перетинає її, то момент сили 
відносно цієї осі дорівнює нулю. 

Так при складанні рівняння суми моментів відносно осі Ах, 

сили AxR , ,P ВxR  паралельні до осі Ах, а сила AzR  - перетинає 
вісь. Момент кожної з цих сил відносно осі Ах дорівнює нулю. 

При визначенні моменту сили Q  відносно осі Ах, силу Q  
попередньо треба спроектувати на площину Ауz (вона проекту-
ється в натуральну величину), а потім з точки перетину осі Ах з 
площиною Ауz (точка А) опустити перпендикуляр АD на лінію 
дії проекції, який і буде її плечем. Таким чином: 

∑ =⋅+⋅= 0)()()(.4 ABRADQFm Bzkx . 
В рівнянні моментів відносно осі Ау, моменти  від сил 

BxBzAxAz RRRR ,,,  дорівнюють нулю, оскільки вони перетина-
ють вісь Ау. 

Для визначення моментів сил P  і 
Q  відносно осі Ау, треба їх спроекту-
вати на площину Ахz, перпендикулярну 
до цієї осі (рис.7.5), і знайти плече цих 

сил. Сили Q  і P  проектуються на цю 
площину в натуральну величину. 

 Плечем сили Q  буде радіус Dr , а 

сили P - радіус Cr .  

Рівняння суми моментів відносно 
цієї осі буде мати вигляд: 

∑ =⋅−⋅= .0)(.5 DCkу rQrPFm
 

Оскільки моменти сил AxAz RQR ,, , що паралельні до осі Аz, 

та сили AxR , що перетинає цю вісь, дорівнюють нулю, а плечем 

проекції сили P  на площину Аху, перпендикулярну до осі Аz, 
буде АС, то 

∑ =⋅−⋅−= .0)()()(.6 ABRACPFm Bxkz  

x 

z 
PPzx =  

QQzx =  
A  

Cr  

Dr  

Рис. 7.5 
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З урахуванням числових даних рівняння рівноваги набудуть 
вигляду: 

10 0;kx Ax BxF R R= + + =∑  

0;kz Az BzF R Q R= + + =∑  

( ) 0,1 0,4 0;x k Bzm F Q R= ⋅ + ⋅ =∑  

( ) 10 0,25 0,1 0;y km F Q= ⋅ − ⋅ =∑  

( ) 10 0,3 0,4 0.z k Bxm F R= − ⋅ − ⋅ =∑  

Розв’язавши цю систему, починаючи з останнього рівняння, 
знайдемо: 

10 0,3
7,5

0,4BxR
⋅= − = − кН;

   

10 0,25
25

0,1
Q

⋅= = кН;
 

0,1 25 0,1
6,25

0,4 0,4Bz
Q

R
⋅ ⋅= − = − = − кН;

 
25 ( 6,25) 18,75Az BzR Q R= − − = − − − = − кН; 

10 10 ( 7,5) 2,5Ax BxR R= − − = − − − = − кН. 

 
Відповідь:  2,5AxR = − кН;  18,75AzR = −  кН;  25Q =  кН; 

                    7,5BxR = −  кН;  6,25BzR = − кН. 
 

Задача № 2 
 

За допомогою невагомого коловорота, що схематично зобра-
жений на рис. 7.6., рівномірно піднімають вантаж Q = 100 H. Мо-
тузка, на якій піднімається вантаж, набігає на барабан коловоро-
та за дотичною, яка нахилена до горизонту під кутом α =600. 

Розміри коловорота: 5R = см; 40AC KD= = см; 
30AD = см; 60СВ = см.  

 

Визначити реакції опор А і В та силу тиску P  на рукоятку 
при такому  положенні ворота, коли рукоятка KD  займе гори-
зонтальне положення. 
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Розв’язок. До коловорота прикладені зовнішні сили: тиск 

P  на рукоятку ворота в точці К; натяг мотузки Q ′ . Вага ванта-
жу передається через мотузку і діє на барабан за дотичною, яка 
нахилена до горизонту під кутом α =60° (рис.7.6), за модулем 

100Q Q′ = =  H. 

 

Оскільки опорні підшипники А і В допускають переміщення 
вала за напрямом осі Ау, то реакції опор будуть мати складові, 
що направлені вздовж осей Ах і Аz: . , , , BzBxAzAx RRRR  

Складемо рівняння рівноваги для довільної просторової си-
стеми сил, що діє на коловорот. В проекціях на осі отримаємо: 

1. cos 0;

2. 0;

3. sin 0.

kx Ax Bx

ky

kz Az Bz

F R Q R

F

F P R Q R

α

α

′= + + =

=

′= − + + + =

∑
∑
∑  

Для зручності визначення моментів сил P , Q ′  і BxR  відно-
сно осі Ах, спроектуємо ці сили на площину Ауz перпендикуляр-
ну до цієї осі (рис.7.7). 

4. ( ) ( ) ( ) ( ) 0,kx z Bzm F P DA Q AC R AB′= ⋅ + ⋅ + ⋅ =∑  

де  '
zQ - величина проекції сили Q′  на площину Ауz, 
' sin 100sin 60 100 0,866 86,6zQ Q α′= = = ⋅ =� Н; 

В  

А  
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Рис. 7.6 
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,DA AC  і AB - плечі сил , zP Q′  і BzR  відносно точки А, в 
якій вісь Ах перетинає площину Ауz. 
Для запису рівняння суми моментів відносно осі Ау спроек-

туємо всі сили на площину Ахz (рис.7.8). Оскільки, сили 

BxAzAx RRR ,,  та BzR  перетинають вісь Ау і їх моменти відносно 

цієї осі будуть дорівнювати нулю, то на рис.7.8 їх проекції не 
показані. 

Сили Q′  і P , які паралельні площини Ахz, будуть проекту-
ватися в натуральну величину. Тоді: 

5. ( ) ( ) 0.y km F Q R P KA′= ⋅ − ⋅ =∑  

І нарешті, для суми моментів відносно осі Аz спроектуємо 
усі сили на площину Аху (рис.7.9). Оскільки сили P , AxR  і BxR  
перпендикулярні до площини Аху, то їх проекції на цю площину 
дорівнюють нулю. 

Рівняння моментів відносно осі Аz, з урахуванням того, що 
сила AxR  перетинає цю вісь і її момент дорівнює нулю, буде 
мати вигляд 

6. ( ) ( ) ( ) 0,z k x Bxm F Q AC R AB′= − ⋅ − ⋅ =∑  

де '
xQ - величина проекції сили Q ′  на площину Аху, 
' cos 100cos60 100 0,5 50xQ Q α′= = = ⋅ =� H; 

АС і СВ – плечі сил xQ ′  і BxR  відносно точки А, в якій вісь 

Аz перетинає площину Аху. 

z 

Рис. 7.8 
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З урахуванням числових даних система (1) – (6) набуде ви-
гляду: 

100cos60 0;kx Ax BxF R R= + + =∑ �

 

100sin60 0;kz Az BzF P R R= − + + + =∑ �

 
( ) 30 86,6 40 100 0;x k Bzm F P R= ⋅ + ⋅ + ⋅ =∑  
( ) 40 100 5 0;y km F P= − ⋅ + ⋅ =∑  
( ) 50 40 100 0.z k Bxm F R= − ⋅ − ⋅ =∑  

Розв’язавши систему, починаючи з останнього рівняння, 
визначимо: 

50 40
20

100BxR
⋅= − = − H;

                

100 5
12,5

40
P

⋅= = H;
 

30 86,6 40 12,5 30 3464
38,4

100 100Bz
P

R
− ⋅ + ⋅ − ⋅ −= = = − H; 

100sin60 12,5 100 0,866 38,4 35,7Az BzR P R= − − = − ⋅ + = −� H; 
100 0,5 50 ( 20) 30Ax BxR R= − ⋅ − = − − − = − H. 

 
Відповідь:  12,5P = H;   30AxR = − H; 35,7AzR = − H;   

20BxR = − H;  38,4BzR = −  H. 
 

Задача № 3 
 

Прямокутні двері (рис.7.10), які відкриті на 60 ,CAD∠ = �  
утримуються в цьому положенні двома мотузками СD і ЕF . Мо-
тузка СD перекинута через блок D і натягується вантажем 

20P = H, а мотузка ЕF прикріплена до підлоги в точці F. Вага 
дверей 140Q = H, ширина 1AD AC= = м, висота 2AB = м. 

 

Визначити натяг T  мотузки ЕF, реакції циліндричного 
шарніра в точці А і підп’ятника в точці В.  
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Силами тертя в блоці 
D  знехтувати. 

 

Розв’язок.  Розгляне-
мо рівновагу дверей 
ВАСЕ. Приймемо за поча-
ток системи координат 
точку В і направимо коор-
динатні осі як показано на 
рис. 7.10.  

На двері діють: сила 
тяжіння Q  , що прикладе-
на в точці О на перетині 
діагоналей прямокутника 
АВЕC; натяг S  мотузки 
СD, причому S=Р=20 H;  

реакції в’язей в точках А, В  і Е. 
Реакцію циліндричного шарніра А, оскільки він допускає 

переміщення в напрямі осі Вz, представимо у вигляді двох скла-
дових: AxR  і AуR . Реакцію підп’ятника В представимо у вигляді 

трьох складових: ,  ,  Bx Bу BzR R R . Реакцію T  мотузки ЕF, що за 

величиною дорівнює її натягу, направимо вздовж мотузки до 
точки F. 

Перед складанням рівнянь рівноваги розкладемо натяг S  
мотузки СD на дві складові xS  і yS , які паралельні осям Вх і Ву, 

відповідно (рис.7.11). 

Оскільки АС=АD  і 60CAD∠ = � , 
то трикутник АDС буде рівносторон-
нім, у якого всі внутрішні кути дорі-
внюють 60° .  

З рис. 7.11. отримаємо: 

cos30 20 0,866 17,32xS S= = ⋅ =� H; 

sin30 20 0,5 10yS S= = ⋅ =� H. 
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Складемо рівняння рівноваги для довільної просторової си-
стеми сил, що діє на двері: 

1. 0;kx Ax Bx xF R R S= + − =∑  
2. 0;ky Ay By yF R R S T= + + − =∑  
3. 0.kz BzF R Q= − =∑  

Для складання рівнянь моментів  усіх сил відносно осей Вх, Ву і 
Вz скористаємося проекціями двері, разом з прикладеними до неї 
силами, на площини Byz , Bxz  і Bxy (рис.7.12, 7.13, 7.14). 

14. ( ) ( ) ( ) ( ) 0kx Ay ym F Q O N R AB S AB= − ⋅ − ⋅ − ⋅ =∑ ; 
5. ( ) ( ) ( ) ( ) 0;y k Ax xm F Q BN R AB S AB= ⋅ + ⋅ − ⋅ =∑  
6. ( ) ( ) ( ) 0.z km F S AM T BK= ⋅ − ⋅ =∑  

В рівнянні (4) моменти від сил ,Ax BxR R , xS , що паралельні 

осі Вх, і T , що перетинає вісь Вх, дорівнюють нулю. 

В рівнянні (5) моменти відносно осі Вy від сил T , ,  Ay ByR R  

і yS , що паралельні осі Ву, та BzR  і BxR , що перетинають вісь 

Ву , дорівнюють нулю. 

В рівнянні (6) моменти відносно осі Вz від сил BzR  і Q  , що 

паралельні до осі Вz, та , ,Ax Ay BxR R R , ByR , що перетинають вісь 
Вz, дорівнюють нулю. 

y 

Рис. 7.12 
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Рис. 7.14 
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Визначимо плечі 1 , ,O N BN AM і BK , що входять в рівнян-
ня (4), (5) і (6).  

З прямокутного трикутника 1BO N  (рис.7.14, 7.11):  

1
1

cos60 cos60 0,5 0,25
2 2 2

BE AC
O N = = = =� � м;

 
1

sin60 sin60 0,866 0,433
2 2 2

BE AC
BN = = = =� � м. 

З прямокутного трикутника АМС (рис.7.14): 

sin60 1 0,866 0,866AM AC= ⋅ = ⋅ =�

м. 

З прямокутного трикутника КВЕ (рис.7.14):  

sin60 1 0,866 0,866BK AC= ⋅ = ⋅ =�

м. 

Підставивши знайдені і задані числові дані в складену сис-
тему (1) – (6), отримаємо: 

1 .′ 17,32 0;Ax BxR R+ − =  

2 .′ 10 0;Ay ByR R T+ + − =
 

3 .′ 140 0;BzR − =  

4 .′ 140 0,25 2 10 2 0;AyR− ⋅ − ⋅ − ⋅ =
 

5 .′ 140 0,433 2 17,32 2 0;AxR⋅ − ⋅ − ⋅ =  
6 .′ 20 0,866 0,866 0.T⋅ − ⋅ =  

Розв’язавши систему (1’) – (6’) в зворотному порядку отри-
маємо: 

20T =  H; 
140 0,433 17,32 2

13
2AxR

⋅ − ⋅= = H; 

140 0,25 10 2 55AyR = − ⋅ − ⋅ = − H; 

140BzR = H; 

10 ( 55) 10 20 65By AyR R T= − − + = − − − + =  H; 

   17,32 13 17,32 4,32Bx AxR R= − + = − + = H. 
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Відповідь:    20T =  H;     13AxR =  H;     4,32AyR =  H;  

13BxR =  H;  55ByR = −  H;   140BzR =  H. 
 

Задача № 4 
 

Горизонтальна прямокутна однорідна плита АВСD вагою 
Р=10 кН утримується в рівновазі сферичним шарніром в точці 
А, циліндричним шарніром в точці В і тросом СЕ, що нахилений 

до  площини АВСD під кутом 45α = �  (рис.7.15). 
 

Визначити реакції опор А і В, та натяг троса СЕ, якщо АВ= 
= 4м;  АD=3 м. 

 

Розв’язок. Розглянемо рівновагу плити АВСD (рис.7.15).  
Оберемо за початок 

системи координат точку 
А та направимо осі Ах і Ау 
уздовж ребер плити, а вісь 
Аz – вертикально. 

На об’єкт рівноваги 
діють: вага плити P  , що 
прикладена в точці О пе-
ретину діагоналей прямо-
кутника АВСD;  реакції 
в’язей в точках А, В і С. 

Реакцію сферичного 
шарніра А розкладемо на 

три складові ,  Ax AyR R  і AzR , направивши їх за осями обраної сис-

теми координат Ахуz. Реакцію циліндричного шарніра В, оскільки 
він допускає переміщення в напрямі осі Ау, розкладемо на дві скла-

дові BxR  і BzR . Реакцію СT  троса СЕ направимо вздовж троса до 
точки підвісу Е.  

Таким чином, на об’єкт рівноваги, плиту АВСD, діє довіль-
на просторова система сил. 

Рис.7.15 
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Перш ніж складати рівняння рівноваги, розкладемо реакцію 

СT , яка направлена під кутом α  до площини АВСD, на складові 
за осями обраної системи координат (рис.7.15):  

sin ;Cz CT T α=  
sin cos sin ;Cx Cxy СT T Tβ α β= =

 
cos cos cos ,Cy Cxy CT T Tβ α β= =

 

де CxyT  - модуль проекції вектора СT  на площину Аху; 

2 2 2 2

3 3
sin ;

53 4

AD AD

AC AD DC
β = = = =

+ +  

2 2 2

4 4
cos .

53 4

DC DC

AC AD DC
β = = = =

+ +  
При складанні рівнянь рівноваги в даній задачі будемо до-

тримуватися наступного порядку. Спочатку спроектуємо систе-
му сил, що діє на об’єкт рівноваги, на одну з координатних 
площин, а потім складемо відповідні рівняння.  

Спроектуємо всі сили, що діють на плиту АВСD, на коорди-
натну площину Аху (рис.7.16). При цьому треба пам’ятати, що 
при проектуванні завжди треба дивитися на площину з додат-
нього кінця осі, перпендикулярної до неї, в даному випадку Аz. 

(На рис.7.16 проекції сил , ,Az Bz CzR R T  і P , що перпендикулярні 

до площини Аху, дорівнюють нулю). 
За даною проекцією системи сил можна скласти три рів-

няння рівноваги: суму проекцій усіх сил на вісь Ах; суму проек-
цій усіх сил на вісь Ау; суму моментів усіх сил відносно осі Аz, 
що перпендикулярна до площини Аху і перетинає її в точці А: 

1. 0;kx Ax Bx CxF R R T= + − =∑  

2. 0;ky Ay CyF R T= − =∑  

3. ( ) ( ) 0.kz Bxm F R AB= − =∑  
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В рівнянні (3) моменти сил ,Ax AyR R  і CxyT  , лінії дії яких про-

ходять через точку А (перетинають вісь Аz), дорівнюють нулю. 
Спроектуємо усі сили, що діють на плиту АВСD, на площи-

ну Ахz (рис.7.17). (На рис.7.17 проекції сил AyR  і CyT , що пер-

пендикулярні до площини Ахz, дорівнюють нулю). 
За даною проекцією системи сил можна скласти наступні 

рівняння рівноваги: суму проекцій усіх сил на вісь Ах (це рів-

няння вже складене); суму проекцій усіх сил на вісь Аz; суму 
моментів усіх сил відносно осі Ау, яка перпендикулярна до 
площини Ахz і перетинає її в точці А: 

4. 0;kz Az Cz BF R T R= + + =∑  

15. ( ) ( ) ( ) 0.ky Czm F P AO T AD= ⋅ − ⋅ =∑  

В рівнянні (5) моменти сил , , , ,Ax Az Bx Bz CxR R R R T , лінії дії 

яких проходять через точку А (перетинають вісь Ау), дорівню-
ють нулю. 

Спроектуємо всі сили, що діють на плиту АВСD, на площи-

ну Ауz (рис.7.18). (На рис. 7.18 проекції сил ,Ax BxR R  і CxT  , що 

перпендикулярні до площини Ауz, дорівнюють нулю).  
За даною проекцією системи сил можна скласти наступні 

рівняння рівноваги: суму проекцій усіх сил на вісь Ау (це рів-
няння вже складене);суму проекцій усіх сил на вісь Ау (це рів-
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няння вже складене); суму проекцій усіх сил на вісь Аz (це рів-
няння теж уже складене); суму моментів усіх сил відносно 
осі Ах, яка перпендикулярна до площини Ауz і перетинає її в 
точці А: 

26. ( ) ( ) ( ) ( ) 0.kx Cz Bzm F P AO T AB R AB= − ⋅ + ⋅ + ⋅ =∑  

В рівнянні (6) моменти сил ,Az AyR R  і CyT , лінії дії яких 

проходять через точку А (або 
перетинають вісь Ах), дорів-
нюють нулю. 

З рівняння (3) знаходимо, 
що 0.BxR =  

Оскільки плита АВСD 
прямокутна, то проекції відрі-
зка АО на координатні пло-
щини Ахz і Ауz відповідно до-
рівнюють: 

1 ;
2

AD
AO =

         

2 .
2

AB
AO =

 
Перепишемо складену систему рівнянь з урахуванням вира-

зів для складових реакції CT : 

1 . cos sin 0;kx Ax Bx CF R R T α β′ = + − =∑  
2 . cos cos 0;ky Ay CF R T α β′ = − =∑  
3 . sin 0;kz Az C BzF R T Rα′ = + + =∑  

4 . ( ) sin ( ) ( ) 0;
2

kx C Bz
AB

m F P T AB R ABα′ = − ⋅ + ⋅ + ⋅ =∑
 

5 . ( ) sin ( ) 0.
2

ky C
AD

m F P T ADα′ = ⋅ − ⋅ =∑
 

Розв’язавши систему в зворотному порядку отримаємо: 
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0,5 ( ) 0,5 0,5 10
7,07

sin ( ) 0,707sin45
C

P AD P
T

ADα
⋅ ⋅= = = =
⋅ �

кН; 

0,5 ( ) sin ( )

( )
C

Bz
P AB T AB

R
AB

α⋅ − ⋅= =  

0,5 sin45 0,5 10 7,07 0,707 0CP T= − = ⋅ − ⋅ =� ; 

     sin sin45 7,07 0,707 5Az C Bz CR T R Tα= − − = − = − ⋅ = −�  кН; 

     
4 4

cos cos cos45 7,07 0,707 4
5 5Ay C CR T Tα β= = ⋅ = ⋅ ⋅ =�  кН; 

3
cos sin cos45

5Ax C Bx CR T R Tα β= − = ⋅ =�
3

7,07 0,707 3
5

⋅ ⋅ = кН; 

 
Відповідь:  3AxR = кН;  4AyR =  кН;

   
5AzR = −  кН;

  
0;BxR =

        
0;BzR =

        
7,07CT =  кН. 

 
Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи:   8.13; 

8.17; 8.21; 8.25  [ ]2 . 
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Тема 8. РІВНОВАГА ТІЛА  
З УРАХУВАННЯМ СИЛ ТЕРТЯ 

 

ЗАНЯТТЯ № 8 
 

Зміст 
 

8.1.  Закони тертя ковзання. 
8.2.  Порядок розв’язування задач. 
8.3.  Контрольні запитання. 
8.4.  Приклади розв’язування задач. 

 

8.1. Закони тертя ковзання  
 

При переміщенні одного тіла по поверхні іншого завжди 
виникає сила, яка заважає руху тіла і називається силою тертя 
ковзання. 

В інженерних розрахунках силу тертя ковзання завжди тре-
ба враховувати. При цьому виходять із встановлених експери-
ментальним шляхом загальних законів тертя ковзання у спокої, 
які формулюються наступним чином: 

1. Гранична сила тертя ковзання пропорційна нормальному 
тиску одного тіла на друге: 

тр.гр.F f N= ⋅ , 
де    f – статичний коефіцієнт тертя. 

2. Статичний коефіцієнт тертя залежить від матеріалів по-
верхонь,   що труться , та їх фізичного стану. 

3. Сила тертя не залежить від площі поверхні за якою доти-
каються тіла , що труться. 

Таким чином, коли розглядають рівновагу сил, що діють на 
тверде тіло, яке знаходиться на шорсткій поверхні, то, на відмі-
ну від гладкої поверхні, треба враховувати складову реакції шо-
рсткої поверхні – силу тертя. 

Сила Т  (рис.8.1) намагається змістити тіло, до якого вона 
прикладена, відносно другого. Реакція поверхні 1R  , що виникає 
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в точках дотикання цих тіл, буде відхилятися на деякий кут α  
від нормалі до поверхні ковзання. Но-
рмальна складова цієї реакції N  зав-
жди дорівнює за модулем нормально-
му тиску одного тіла на друге. Вели-
чина дотичної складової 1F   (сила тер-

тя), залежить від величини сили Т  , 
яка намагається зсунути тіло, і може 
змінюватися від нуля до граничного 
значення, тобто:  

10 F≤ ≤ тр.гр.F .f N= ⋅  
У випадку, коли 1F  досягає граничного значення тр.гр.F , 

повна реакція в’язі R  відхиляється від N  на кут ϕ , який нази-

вається кутом тертя: 

тр.гр. .
F f N

tg f
N N

ϕ ⋅= = =
 

Таким  чином,  тангенс  кута  тертя  дорівнює  коефіцієн-
ту тертя.  

Якщо величина сили T  набуде 
значення більшого, ніж тр.гр.F , то по-

чнеться ковзання одного тіла по пове-
рхні другого. 

В залежності від напряму дії мак-
симальної сили тертя, яка дорівнює 

тр.гр.F , в площині, перпендикулярній до 

N, повна реакція R  завжди буде лежати 
на поверхні конуса (рис.8.2), який на-
зивається конусом тертя. 

 
 Якщо лінія дії рівнодіючої активних сил, що прикладені до 

твердого тіла, буде лежати всередині конуса тертя, то неза-
лежно від модуля цієї сили, тіло буде зберігати стан спокою. 

Рис. 8.1 
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Це пояснюється тим, що в цьому випадку складова рівно-
діючої, що намагається зсунути тіло, буде меншою за граничну 
силу тертя. 

Оскільки сила тертя може набувати значень від нуля до 
граничного значення, то рівняння рівноваги твердого тіла при 
наявності сили тертя перетворюються в нерівності. 

У зв’язку з цим, при розв’язуванні задач, за правилом, роз-
глядають випадок, коли сила тертя набуває граничного значення 
і з рівнянь рівноваги визначають граничні (найбільші і най-
менші) значення невідомих величин.  

 
8.2. Порядок розв’язування задач 

 

1. Виділити тверде тіло, рівновагу якого треба розглянути, 
щоб знайти невідомі величини. 

2. Показати активні сили. 
3. Відкинути в’язі і замінити їх дію реакціями. Реакцію шо-
рсткої поверхні представити або двома складовими - но-
рмальною реакцією і силою тертя, або, якщо не розкла-
дати цю реакцію на складові, направити її під кутом тер-
тя ϕ  до нормалі к поверхні. 

4. Розглянути рівновагу виділеного тіла як вільного, що 
знаходиться під дією активних сил і реакцій в’язей. 

5. Порівняти кількість невідомих величин і кількість рів-
нянь рівноваги, які повинні бути однаковими для стати-
чно визначеної задачі. При цьому, до рівнянь рівноваги 
твердого тіла слід додати залежність сили тертя від сили 
нормального тиску. 

6. Обрати систему координат. 
7. Скласти систему рівнянь рівноваги для сил, що прикла-
дені до твердого тіла або системи твердих тіл. 

8. Розв’язати складену систему рівнянь рівноваги, знайти 
невідомі величини. 
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 Контрольні запитання 
 

1. Що називається силою тертя? 
2. Від яких основних параметрів залежить сила тертя? 
3. В яких межах змінюється сила тертя? 
4. Як напрямлена сила тертя? 
5. Що називається кутом тертя? 
6. Що називається  конусом  тертя? 
7. Які можливі напрями реакції шорсткої поверхні? 
8. Як повинна бути направлена рівнодіюча активних сил по 
відношенню до конуса тертя, щоб тіло почало рухатися? 
 

 Приклади розв’язування задач 
 

Задача №1 
 

Шорстка площина (рис.8.3)  нахилена до горизонту на та-
кий кут α, при якому тіло, що знаходиться на цій площині, ков-
зає донизу з сталою швидкістю, яку йому надали на початку ру-
ху. Тіло розглядати як матеріальну точку. 

Визначити  коефіцієнт тертя f  між тілом і площиною. 
 

Розв’язок. Якщо тіло рухається рівномірно і прямолінійно, 
то система сил, що діє на тіло, знаходиться в рівновазі. 

На тіло діють активна сила  тя-
жіння G  і реакція поверхні АВ, яку 
розкладемо на нормальну реакцію 
N  і силу тертя трF .Сила тертя на-

правлена в протилежний бік від на-
пряму руху тіла. 

Таким чином , в рівновазі зна-
ходиться система трьох сил: G , N  і 

трF . Невідомими  силами в даній 

задачі є N  і трF .  

Крім того, невідомим є коефіцієнт тертя f . 

Рис. 8.3 
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Таким чином, число невідомих величин є більшим числа рі-
внянь. Для отримання статично визначеної задачі треба ще до-
дати одне рівняння, наприклад, залежність сили тертя від сили 
нормального тиску. 

Виберемо систему координат: вісь Ах направимо вздовж 
похилої площини за напрямом руху тіла, а вісь Ау – перпенди-
кулярно до площини. 

Оскільки система сил, що діє на тіло, є плоскою збіжною, 
то можна скласти два рівняння рівноваги.  

Складемо рівняння рівноваги для даної системи сил: 

тр1. sin 0;

2. cos 0.

kx

ky

F G F

F N G

α

α

= − =

= − =
∑
∑  

Запишемо залежність сили тертя від сили нормального тиску: 

тр3. .F f N= ⋅
 

З рівнянь (1) і (2) визначаємо силу тертя і силу нормального 
тиску: 

тр sin ; cos .F G N Gα α= =  

Підставляючи у рівняння (3), отримаємо:: 

тр sin
.

cos

F G
f tg

N G

α α
α

= = =  

 

Відповідь:    .f tgα=  
 

Задача №2 
 

Клин А (рис.8.4.), кут нахилу щоки якого відносно осі скла-
дає α = 30°, вдавлюється в тіло  В  зусиллям  6Q =  кН. 

 

Визначити нормальний тиск  N  на щоки клина та зусилля 
Р, яке треба прикласти до клина, щоб його витягнути, якщо ко-
ефіцієнт тертя  f = 0,1  і  нормальний тиск на щоки клина при 
витягуванні дорівнює тиску при вдавлюванні. 

Розв’язок. Для визначення нормального тиску N пружного 
тіла  В на клин А розглянемо клин під час його вдавлювання в 
тіло  В  під дією сили Q  (рис.8.5). 
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На клин А діють активна сила Q  і реакції від тіла В на що-

ки клина. Реакції на щоки клина розкладемо на складові норма-
льного тиску 1N  і 2N , та сили тертя тр.1F  і тр.2F , які направимо 

проти напряму руху клина під час вдавлювання. 

Таким чином, клин знаходиться в рівновазі під дією систе-
ми сил Q , 1N , 2N , тр.1F  і тр.2F , причому сили тертя будуть ма-

ти максимальне значення. 
Пов’яжемо з клином прямокутну систему координат Аху і 

складемо рівняння рівноваги для даної системи сил в проекціях 
на осі координат: 

;0sinsincoscos.1 2.ттр.121 =−++−=∑ αααα рkx FFNNF  

.0coscossinsin.2 2тр.1.тр21 =++++−=∑ αααα FFNNQFky  

Крім цього, запишемо залежності сил тертя від сил норма-
льного тиску: 

тр.1 13. ;F f N= ⋅
           

тр.2 24. .F f N= ⋅
 Перетворимо рівняння (1) з урахуванням залежностей (3)  і 

(4): 

.0)sin(cos)cos

sin(sinsincoscos

2

12121

=−+−
−=−++−

ααα
ααααα

fN

fNfNfNNN
 

Тоді: 
( ) ( )1 2sin cos sin cos ,N f N fα α α α− = −     або  1 2N N= . 

Рис. 8.4 
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Оскільки  1 2N N= , то  тр.1 тр.2.F F=  

Замінюючи 1N  на 2N  і тр.1F  на тр.2F , з рівняння (2) отри-

маємо: 
.0cos2sin2cos2sin2 11тр.11 =++−=++− αααα fNNQFNQ  

Звідки: 

( ) ( )1
6

20
2 sin cos 2 0,0499 0,1 0,999

Q
N

fα α
= = =

+ + ⋅
кН. 

Тепер розглянемо визначення зусилля Р, яке треба приклас-
ти, щоб витягнути клин. 

Клин (рис.8.6) знаходиться в рів-
новазі під дією активної сили P  і 
реакцій з боку тіла В на щоки клина: 

1N , 2N , тр.1F  і тр.2F  . 

При витягуванні клин буде руха-
тися вгору і сила тертя кожної щоки 
буде прикладена вздовж щоки проти 
напрямку її руху. 

Оскільки з першої частини задачі 
відомо, що 1 2 20N N= = кН  і 

 
тр.1 тр.2F F= , то для визначення зусил-

ля Р досить скласти тільки одне рівняння рівноваги в проекції 
на вісь Ау: 

1 тр.15. 2 sin 2 cos 0.kyF P N Fα α= + − =∑  

Звідки: 
6. тр.1 1 12 cos 2 sin 2 ( cos sin ).P F N N fα α α α= − = −  

Тоді 
2 20 (0,1 0,999 0,0499) 2P = ⋅ ⋅ ⋅ − = кН. 

 
Відповідь:   20N =  кН;   2=P кН. 

 

Зауваження. З аналізу формули (6) випливає, що величина 
сили Р може  дорівнювати нулю, коли: 

Рис. 8.6 
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cos sin 0,f α α− =   або .tg fα =  
Оскільки коефіцієнт тертя дорівнює тангенсу кута тертя, то 

кут нахилу щоки в цьому випадку буде дорівнювати куту тертя. 
Таким чином, якщо кут нахилу щоки клина буде більшим за 

кут тертя, то клин не буде заклинювати в тому тілі, в яке його 
вдавлюють (забивають). Цим і пояснюється те, що для розколю-
вання деревини, як правило, використовують клини з досить 
великим кутом нахилу щоки.  

І навпаки, якщо потрібно клин заклинити в іншому тілі, то 
кут нахилу щоки клина повинен бути меншим, ніж кут тертя.  

Все це справедливо для пружних тіл, коли існують норма-
льні реакції 1N  і 2N .   

 
Задача №3 

 

Для механізму, що зображено на рис. 8.7 знайти відно-
шення розмірів l  до L, виходячи з вимоги самозаклинювання, 
якщо коефіцієнт тертя між стінками та повзунами  А  і  В -

0,6f = . (Стержні  СА  і  СВ  вважати  ідеальними). 

 
Розв’язок. Явище самозаклинювання полягає в тому, що 

при будь якій силі P  направленій вниз, сили тертя, які будуть 
виникати на повзунах А  і В,  будуть блокувати рух механізму 
донизу. 

Сила P  стискає ідеальні 
стержні СА і СВ, які передають 
тиск на повзуни А і В під  кутом 
нахилу стержнів α  (рис. 8.7).  

Для того, щоб повзуни А і В 
не рухалися під дією сил 1F  і 2F , 

лінії дії цих сил повинні прохо-
дити всередині кута тертя ϕ , 

тобто повинна виконуватися 
умова: 
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A 

Рис. 8.7 
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α < ϕ,   або   tg α < tg ϕ. 

Враховуючи, що  tg ϕ = f , то  tg α <  f = 0,6. 

Для рис.8.7 можна записати: 

;
CD

tg
AD

α =              ;
2

L
AD =

 
2 2 2 2( ) ( ) 0,25 .CD AC AD l L= − = −

 
Таким чином: 

2 20,25

0,5

l L
tg

L
α −= < 0,6.

 
Зробимо перетворення: 

2 21
0,25l L

L
− < 0,3;

        

2 2

2

0,25l L

L

− < 0,09;

 
2

2
0,25

l

L
− < 0,09;

         

l

L
< 0,34 0,585.=

 Оскільки з умови існування схеми механізму мінімальна 
довжина стержнів l  не може бути меншою за 2AD L= , то не-

рівність, яка визначає конструкцію, буде мати вигляд:  
0,5< l L <0,585.

  
Відповідь:   0,5< l L <0,585.

  

Задача №4 
 

Три тіла А, В і С (рис.8.8) вагою, відповідно 10 Н, 30 Н і 60 
Н, лежать на площині, що нахилена під кутом α  до горизонту. 
Вантажі між собою з’єднані тросами послідовно. Коефіцієнти 
тертя між тілами і площиною дорівнюють, відповідно: 

0,1;Af = 0,25;Bf = 0,5.Cf =  
 

Визначити кут α , при якому тіла будуть рівномірно рухати-
ся донизу по площині. Знайти натяги тросів, що з’єднують тіла. 
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Розв’язок. При рівномірному ковзанні системи тіл по пло-
щині донизу, як і у випадку стану спокою, сили, що діють на 
систему тіл, повинні бути в рівновазі. 

Таким чином, для визначення кута нахилу площини і натягу 
тросів треба скласти рівняння рівноваги сил, що діють на систе-
му тіл, і за їх допомогою визначити невідомі величини. 

Спочатку розглянемо рівновагу системи тіл в цілому 
(рис.8.8). 

До системи тіл прикладені активні сили тяжіння AP , BP  і 

CP ; нормальні реакції поверхні AN  , BN  і CN ; сили тертя 

тр.AF , тр.BF  і тр.CF .  

Оберемо систему координат – вісь Ох напрямимо вздовж 
площини за напрямом руху, а вісь Оу перпендикулярно до пло-
щини. Складемо рівняння рівноваги сил, що діють на систему, в 
проекціях на осі координат. 

тр. тр. тр.1. sin sin sin 0;

2. cos cos cos 0.

kx A B C А B C

ky A B C A B С

F P P P F F F

F P P P N N N

α α α

α α α

= + + − − − =

= − − − + + + =
∑
∑

 

Оскільки в цій системі число невідомих величин більше ніж 
число рівнянь, то необхідно розглянути рівновагу кожного тіла 
окремо. Для цього треба відкинути троси, що з’єднують тіла, і 
замінити їх дію реакціями (рис.8.9). 

 

Рис. 8.8 
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Рівняння рівноваги для тіла А (рис.8.9,а): 

;0sin.3 тр.А =−−=∑ АВAkx ТFPF α
 

4. cos 0ky A AF P Nα= − + =∑ .
 

Рівняння рівноваги для тіла В (рис.8.9,б): 

тр.5. sin 0;

6. cos 0.

kx B AB B BC

ky B B

F P T F T

F N P

α

α

= + − − =

= − =
∑
∑  

Рівняння рівноваги для тіла С (рис.8.9,в): 

тр.7. sin 0;

8. cos 0.

kx C BC C

ky C C

F P T F

F P N

α

α

= + − =

= − + =
∑
∑  

Додамо до записаних рівнянь залежності для сил тертя з 
урахуванням виразів (4), (6) і (8) для сил нормального тиску: 

тр.

тр.

тр.

9. cos ;

10. cos ;

11. cos .

А A A A A

B B B B B

C C C C C

F f N f P

F f N f P

F f N f P

α
α
α

= =

= =

= =

 

З урахуванням виразів для сил тертя з (1) отримаємо: 

( )
( ) ( )

sin cos cos cos

sin cos 0.

A B C A A B B C C

A B C A A B B C

P P P f P f P f P

P P P f P f P f

α α α α
α α

+ + − − − =

= + + − + + =  
 

Рис. 8.9 
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Звідки: 

A A B B C C

A B C

f P f P f P
tg

P P P
α + += =

+ +  

0,1 10 0,25 30 0,5 50
0,385;

10 30 60

⋅ + ⋅ + ⋅= =
+ +  

0,385 21 .arctgα = = �  

З рівнянь (3) і (7) знайдемо натяги тросів ABT  і BCT : 

тр.Аsin sin21 cos21AB A A A AT P F P f Pα= − = − =� �

10 0,358 0,1 10 0,933 2,65= ⋅ − ⋅ ⋅ = Н; 

тр.С sin cos21 sin21BC C C C CT F P f P Pα= − = − =� �

0,560 0,933 60 0,358 6,51= ⋅ − ⋅ = Н. 

 
Відповідь:   21α = � ;    2,65ABT =  Н;   6,4DCT =  Н. 
 

Задача №5 
 

Драбина АВ (рис.8.10) вагою Р спирається на гладку верти-
кальну стінку в точці А і на шорстку горизонтальну підлогу в 
точці В.  

 

Визначити під яким кутом до 
підлоги треба поставити драбину, 
щоб по ній до точки А могла під-
нятися людина, вага якої G. 

 

Розв’язок. Для визначення ку-
та α  розглянемо рівновагу драби-
ни АВ (рис.8.10).  

На драбину діють сила P - ва-
га драбини, яка прикладена в точці 

G  

AN  

BN  

y 

B 

A 

α 
трF  x 

Рис. 8.10 

P  

С 

О 
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С (посередині АВ); G  - вага людини, прикладена в точці А; реа-

кції поверхонь AN  і BN , направлені перпендикулярно до відпо-

відних поверхонь; сила тертя ковзання трF , яка направлена в бік, 

протилежний можливому переміщенню точки В драбини. 
Оскільки на об’єкт рівноваги діє довільна плоска система 

сил, то умови рівноваги будуть мати вигляд: 

0;kxF =∑          0;kyF =∑      ( ) 0.kBm F =∑     
    

Складемо ці рівняння рівноваги: 

тр1. 0;

2. 0;

kx A

ky B

F N F

F N P G

= − =

= − − =
∑
∑  

( ) ( ) ( ) ( )
3. sin cos cos 0.

2
kB A

AB
m F N AB G AB Pα α α= − ⋅ + + =∑

 
До цих рівнянь додамо залежність сили тертя від нормаль-

ного тиску: 
4. тр .BF f N= ⋅  

Розділивши рівняння (3) на АВ і cosα , отримаємо 
0,5 0.AN tg G Pα− + + =  

Звідки: 

5.
2

.
A

G P
tg

N
α +=  

Визначивши з рівняння (2) силу нормального тиску в точці 
В і підставивши в вираз для сили тертя в рівняння (1), знайдемо: 

( )тр .A BN F f N f P G= = ⋅ = +  

Підставивши значення AN  в рівняння (5), отримаємо: 

( )
2

.
2

G P
tg

f P G
α +=

+
 

Таким чином, рівновага драбини можлива коли 

( )
2

.
2

G P
tg

f P G
α +≥

+
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Відповідь: ( )
2

.
2

G P
tg

f P G
α +≥

+
 

 
Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи:    2.63, 

2.65, 2.67, 4.67 [ ]2 . 

 
 



Cтатика твердого тіла 
——————————————————————————— 

242

Тема 9. ЦЕНТР ВАГИ 
 

ЗАНЯТТЯ № 9 
 

Зміст 
 

9.1. Центр паралельних сил. 
9.2. Центр тяжіння. 
9.3. Центри тяжіння деяких плоских однорідних фігур. 
9.4. Контрольні запитання. 
9.5. Приклади розв’язування задач. 
 

9.1. Центр паралельних сил 
 

Якщо на тіло діє система паралельних сил 1P , 2P ,..., nP , то 

точка С , через яку проходить рівнодіюча R  цієї системи сил, 
називається центром паралельних сил (рис.9.1). 

Координати центра паралельних сил визначаються за зале-
жностями: 

1 1 2 2

1 2

...
;

...
i in n

C
n i

x Px P x P x P
x

P P P P

+ + += =
+ + +

∑
∑

 

1 1 2 2

1 2

...
;

...
i in n

C
n i

y Py P y P y P
y

P P P P

+ + += =
+ + +

∑
∑

 

С А1 

z 

Рис. 9.1 
x 

y 

Аn 

Аi 

А2 

1P  

2P  

iP  
nP  

R  zi zC 

yС yi 

xC 

xi 

O 
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1 1 2 2

1 2

...
;

...
i in n

C
n i

z Pz P z P z P
z

P P P P

+ + += =
+ + +

∑
∑  

де  ,ix  iy , iz  - координати точок прикладення сил iP . 

Центр паралельних сил має ту особливість, що через нього 
обов’язково буде проходити лінія дії рівнодіючої при повертан-
ні ліній дії усіх сил системи навколо точок їх прикладення на 
один і той же кут в один і той же бік. Модулі сил при повертанні 
не повинні змінюватися. 

 

9.2. Центр ваги 
 

Якщо тверде тіло знаходиться біля поверхні Землі, то на 
кожну матеріальну частину цього тіла діє сила тяжіння iG∆ , яка 

напрямлена до центра Землі. Оскільки розміри тіла невеликі в 
порівнянні з розмірами Землі, то утворену систему сил можна 
розглядати як паралельну. Рівнодіюча цієї паралельної системи 
сил G , яка дорівнює їх сумі, називається вагою тіла, а центр 
цієї системи - точка С називається центром ваги тіла (рис.9.2). 

Координати центра тяжіння твердого тіла можна визначити 
як координати центра паралельних сил: 

1 1 2 2

1 2

...
;

...
i in n

C
n

x Gx G x G x G
x

G G G G

∆∆ + ∆ + ∆= =
∆ + ∆ + + ∆

∑
 

С 

А1 

z 

Рис. 9.2. 
x 

y 

Аn 

Аi 

А2 

1G∆  

2G∆  

iG∆  nG∆  

G  zi zC 

yС yi 

xC 
xi 

O 
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1 1 2 2

1 2

...
;

...
i in n

C
n

y Gy G y G y G
y

G G G G

∆∆ + ∆ + ∆= =
∆ + ∆ + + ∆

∑
 

1 1 2 2

1 2

...
;

...
i in n

C
n

z Gz G z G z G
z

G G G G

∆∆ + ∆ + ∆= =
∆ + ∆ + + ∆

∑
 

де     iG∆  - сила тяжіння елементарної частинки тіла; 

G  - вага тіла; 
, ,C C Cx y z  - координати центра тяжіння; 

, ,i i ix y z  - координати елементарної частинки тіла. 

 
Якщо тіло однорідне, тобто питома вага не змінюється за 

об’ємом ( constγ =  ), то: 

;G Vγ=                 ,i iG Vγ∆ = ∆  

де       V  - об’єм тіла; 

iV∆  - об’єм елементарної частинки. 
 

Тоді формули для визначення координат центра тяжіння 
твердого тіла набудуть вигляду: 

;i i
C

x V
x

V

∆
= ∑    ;i i

C

y V
y

V

∆
= ∑    .i i

C

z V
z

V

∆
= ∑  

Положення центра тяжіння однорідного тіла залежить тіль-
ки від форми об’єму, що займає тіло, і називається центром 
тяжіння цього об’єму. 

Якщо однорідне тіло має форму тонкої пластини, то його 
можна розглядати як матеріальну плоску фігуру. В цьому випа-
дку положення центра тяжіння плоскої фігури визначається 
двома координатами  Cx   та  Cy   і залежить від форми площі 

фігури: 

;i i
C

x F
x

F

∆
= ∑      ;i i

C

y F
y

F

∆
= ∑  

де   iF∆  - площа елементарної частини плоскої фігури; 

  F   - площа плоскої фігури. 
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Центр тяжіння однорідної пластини називається центром 

ваги плоскої фігури. 
Якщо виділений елементарний об’єм iV∆  (площу елемента-

рної площадки   у плоскому випадку) спрямувати до нуля, то 
формули для обчислення координат центра тяжіння набудуть 
інтегрального вигляду: 

 

а) для однорідного твердого тіла: 

( )

1
;C

V

x xdV
V

= ∫     
( )

1
;C

V

у ydV
V

= ∫     
( )

1
,C

V

z zdV
V

= ∫  

де  
( )V

V dV= ∫   - об’єм тіла, інтегрування виконується за всім 

об’ємом тіла; 
 

б) для однорідної поверхні: 

( )

1
;C

S

x xdS
S

= ∫   
( )

1
;C

S

y ydS
S

= ∫   
( )

1
;C

S

z zdS
S

= ∫  

де 
( )S

S dS= ∫  - площа поверхні, інтегрування виконується по всій 

поверхні тіла; 
 

в) для однорідної плоскої фігури, що лежить в площині  ху: 

( )

1
;C

S

x xdS
S

= ∫    
( )

1
;C

S

y ydS
S

= ∫    0.Cz =  

 

г) для однорідної лінії: 

( )

1
;C

L

x xdl
L

= ∫   
( )

1
;C

L

y ydl
L

= ∫   
( )

1
;C

L

z zdl
L

= ∫  

де  
( )L

L dl= ∫   - довжина лінії, інтегрування виконується по всій 

довжині лінії. 
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9.3. Центри ваги деяких  
плоских однорідних фігур 

 

Для спрощення визначення центра тяжіння використову-
ються наступні допоміжні правилами: 

1. Якщо тіло має площину симетрії , то центр тяжіння ле-
жить на цій площині. 

2. Якщо тіло симетричне відносно осі, то центр тяжіння 
лежить на цій осі. 

3. Якщо тіло симетричне відносно точки, то центр тяжіння 
лежить в центрі симетрії. 

4. Якщо тіло складається з декількох частин, центри тя-
жіння яких можна визначити, то центр тяжіння такого тіла зна-
ходять як центр тяжіння декількох матеріальних точок, а саме 
тих, в яких розташовані ваги кожної окремої частини тіла. 

 

9.3.1. Центр тяжіння дуги кола 
 

Центр тяжіння дуги кола  АВ 
(рис.9.3) лежить на її осі симетрії і 
на відстані  ОС  від центра кола: 

sin
;Cx OC R

α
α

= =   0,Cy =  

де  R -  радіус кола; 
α  - половина      центрального 
кута,   що   спирається   на  
дугу АВ. 

 

9.3.2. Центр тяжіння круго-
вого сектора 

 

Центр тяжіння кругового сек-
тора лежить на осі симетрії і має 
координати: 

С 
α  

А 

В 

Рис. 9.3 

α  
О 

R 

Cx  

x 

y 

С 
α  

Рис. 9.4 

α  
О 

R Cx  

x 

y 
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2 sin
;

3Cx R
α

α
=   0,Cy =  

де   R  - радіус кола; 
α  - половина центрального кута сектора. 

 
9.3.3. Центр тяжіння кругового сегмента 

 

Центр тяжіння кругового сегмента 
лежить на осі симетрії сегмента і має ко-
ординати: 

32 sin
;

3 sin cosCx R
α

α α α
=

−
  0,Cy =  

де    R  - радіус кола; 
α  - половина центрального кута  
сегмента. 

 

9.3.4. Центр тяжіння трикутника 
 
Центр тяжіння трикутника (рис. 

9.6) лежить в точці перетину його ме-
діан – на відстані 1/3 кожної медіани 
від відповідної основи трикутника. 

 
 
 
 

9.3.5. Центр тяжіння трапеції 
 

Центр тяжіння трапеції (рис.9.7) з 
основами  а   і  b   та висотою  h   ле-
жить на прямій  АВ, яка з’єднує середи-
ни основ. 

Відстані ah  і bh  центра тяжіння  С  

площі трапеції від її основ визначаються 
за формулами: 

В 

А 
Рис. 9.6 

С D 

E 

H 

С 

А 

В 
b 

a 

h
 

ha hb 

Рис. 9.7 

R 

С 
α  

Рис. 9.5. 
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О 
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x 
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2
;

3a
h a b

h
a b

+=
+

   
2

3b
h a b

h
a b

+=
+

. 

Найбільш поширений спосіб визначення положення центра 
тяжіння однорідного тіла складної форми полягає в тому, що 
його розбивають на такі частини, положення центрів тяжіння 

яких відомо, або може бути легко 
визначене.  

Наприклад, однорідну плоску 
фігуру (рис.9.8) розбивають на три 
частини 1,2 і 3, положення центрів 
тяжіння яких, C1, C2, C3, можна ви-
значити. 

Координати центра тяжіння фі-
гури  С  визначається за формулами: 

1 1 2 2 3 3

1 2 3

;C
x F x F x F

x
F F F

+ +=
+ +   

1 1 2 2 3 3

1 2 3

,C
y F y F y F

y
F F F

+ +=
+ +  

де    1x , 1у  -  координати центра тяжіння  C1  першої частини 
плоскої фігури; 

1F      -   площа першої частини і т.п. 
Цим способом зручно користуватися і при визначенні поло-

ження центра тяжіння плоскої фігури, з 
якої вирізана деяка частина (рис.9.9). 

В цьому випадку, площу плоскої 
фігури можна записати у вигляді рі-
зниці площ суцільної фігури 1  
(площа додатна) і вирізаної частини 
2 (площа від’ємна) , тобто 

1 2F F F= − .  
Координати центра тяжіння фі-

гури дорівнюють: 

1 1 2 2

1 2

;C
x F x F

x
F F

−=
−   

1 1 2 2

1 2

,C
y F y F

y
F F

−=
−  

де 1x , 1у - координати центра тяжіння суцільної фігури 1, площа 

якої дорівнює  1F ; 

С1 

Рис. 9.8 
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y 

О 

С2 
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С3 

3 
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   2x , 2у - координати   центра   тяжіння   вирізаної   части-

ни   2, площа якої дорівнює -  2F . 

Перший з цих методів має назву “метод розбиття”, другий – 
“метод доповнення”, або “метод від’ємних мас”. В загальному 
випадку формули для визначення центру тяжіння плоскої фігури 
мають вигляд: 

;    ,k k k k
C C

x F y F
x y

F F
= =∑ ∑

 

де kF F=∑  - площа усієї фігури. 

 
9.4. Контрольні запитання 

1. Яку властивість має центр паралельних сил ? 
2. За якими формулами обчислюються координати центра 

паралельних сил ? 
3. Як визначається положення центра тяжіння площі, якщо 

відомі положення центрів тяжіння окремих її частин ? 
4. Якими допоміжними теоремами користуються при ви-

значенні положення центра тяжіння ? 

 
9.5. Приклади розв’язування задач 

 
Задача № 1 

 

Знайти центр ваги двотаврового профілю, розміри якого в 
сантиметрах вказані на рис.9.10. 

 

Розв’язок. Оскільки форма перерізу має вісь симетрії, то 
вісь  Ох  напрямимо вздовж осі симетрії, а вісь  Оу  перпендику-
лярно до неї. 

 В силу симетричності профілю відносно осі  Ох  центр тя-
жіння буде лежати на цій осі, тобто Су = 0. 

Лініями  АВ  і  DE  поділимо профіль на три прямокутника 
1, 2 і 3. 
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Запишемо рівняння для визначення абсциси центра тяжіння 
площі: 

1 1 2 2 3 3

1 2 3

,i i
C

i

x F x F x F x F
x

F F F F

+ += =
+ +

∑
∑  

де   1 2 3,   ,   x x x  -  абсциси центрів тяжіння прямокутників 1, 2, 3; 

1 2 3,  ,   F F F  - площі цих прямокутників. 

Оскільки центри тяжіння прямокутників C1, C2  і  C3  лежать 
на перетині їх діагоналей, то (рис.9.10): 

1 1 1x OC= = см;     2 2 12x OC= = см;      3 3 23x OC= = см. 

Площі цих прямокутників відповідно дорівнюють: 

1 2 20 40F = ⋅ = см
2;  2 20 2 40F = ⋅ = см

2; 3 2 15 30F = ⋅ = см
2. 

Тоді 

1 40 12 40 23 30
11

40 40 30Cx
⋅ + ⋅ + ⋅= =

+ +
см. 

Таким чином, центр тяжіння фігури лежить в точці С з ко-
ординатами:  Cx =11 см;   Cy =0. 

 

Відповідь:    Cx =11 см;       Cy =0. 

Рис. 9.10 
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Задача №2 
 

Знайти координати цен-
тра тяжіння поперечного пе-
ретину різнобокого кутника 
(рис.9.11), полки якого ма-
ють ширину  ОА=а,  ОВ=b і 
товщину  АЕ=ВD=d. 

 

Розв’язок. Розділимо 
перетин лінією КN на два 
прямокутника ОВDN  і  
NKEA, центри тяжіння яких 
лежать на перетині відпові-
дних діагоналей. 

Запишемо формули для 
координат  хС  і  уС  центра 
тяжіння перетину: 

1 1 2 2

1 2

;i i
С

i

x F x F x F
x

F F F

+= =
+

∑
∑

 

1 1 2 2

1 2

,i i
С

i

y F y F x F
y

F F F

+= =
+

∑
∑

 

де 11, yx  і 22, yx - координати центрів ваги прямокутників  1 і 2; 

F1, F2      - площі прямокутників 1 і 2. 
 

З рис.9.11 бачимо, що 

1 ;
2 2

BD d
x = =      1 ;

2 2

OB b
y = =  

1 ( ) ( ) ;F OB BD b d= ⋅ = ⋅  

2 ;
2 2

OA ON a d
x

+ += =        2 ;
2 2

AE d
y = =  

2 ( ) ( ) ( ) .F OA ON AE a d d= − ⋅ = −  
 

Рис. 9.11 
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Тоді: 

2 2( )
2 2 ;

( ) 2( )C

d a d
bd a d d a bd d

x
bd a d d b a d

++ − + −= =
+ − + −  

2 2( )
2 2 .

( ) 2( )C

b d
bd a d d b ad d

y
bd a d d b a d

+ − + −= =
+ − + −

 

 

Відповідь:   
2 2

;
2( )C
a bd d

x
b a d

+ −=
+ −

    
2 2

.
2( )C
b ad d

y
b a d

+ −=
+ −

 

 
Задача № 3 

 

Визначити положення центра ваги плоскої фігури 
(рис.9.12), обмеженої півколом  АОВ  радіуса R і двома прямими 
рівної довжини АD і ВD, причому  ОD = 3R. 

 

Розв’язок. Дана пло-
ща має вісь симетрії, 
вздовж якої направимо 
вісь О1х. Оскільки центр 
тяжіння площі  С  лежить 
на осі симетрії, то    уС = 0. 

Розділимо площу  
АОВD  лінією  АВ  на дві 
частини: півколо АОВ  і  
рівнобедрений трикутник 
АDВ. 

Абсциса центра ваги 
площі  Сх  буде дорівнювати: 

1 1 2 2

1 2

,i i
C

i

x F x F x F
x

F F F

+= =
+

∑
∑  

де   1x  -  координата центра тяжіння половини круга АОВ; 

С 

С1 

Рис. 9.12 
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2x   - координата центра тяжіння трикутника АDВ; 

1F , 2F    -  площі половини круга і трикутника. 

Для визначення  1x  скористаємося наведеними у розділі 

9.3.2 координатами центру тяжіння кругового сектора: 

1 1 1
2 sin

( ) .
3

x O C R
α

α
= − = −

 
У випадку половини круга  / 2α π= , sin 1α = : 

1
2 1 4

.
3 / 2 3

x R R
π π

= − = −
 

Площа половини круга дорівнює:  
2

1 .
2

R
F

π=
 

Центр тяжіння трикутника лежить на перетині його медіан 
(розділ 9.3.4). Оскільки трикутник АDВ  рівнобедрений, то лінія  
О1D буде його медіаною і відстань О1С2  буде дорівнювати тре-
тій частині від О1D : 

2 1 2 1 1
1 1 1 2

( ) ( ) (3 ) .
3 3 3 3

x O C O D OD OO R R R= = = − = − =  

Площа трикутника  АDВ дорівнює: 

2
2 1

1 1
( ) ( ) 2 2 2 .

2 2
F AB O D R R R= ⋅ = ⋅ =  

Підставивши знайдені значення  1x  , 2x , 1F  і 2F   в рівнян-

ня для  хС , отримаємо: 
2

2

2
2

4 2
2 43 2 3 0,19 .

3( 4)
2

2

C

R
R R R R

x R
R

R

π
π

ππ

− + ⋅
= = ≈

+
+

 

Відповідь:     0,19 ;Cx R=       0.Cy =  
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Задача № 4 
 

Знайти координати центра 
ваги квадратної пластини з вирізом 
у вигляді сегмента радіуса  R  
(рис.9.13), якщо  

ОА = ОК =а;    ВЕ = ВD =R =
2

а
. 

Розв’язок. Віссю симетрії фі-
гури, що розглядається, буде діа-

гональ  ОВ  прямокутника  ОАВК.  
Тож направимо вісь  Ох вздовж цієї лінії, а вісь  Оу - перпе-

ндикулярно (рис.9.13). 
Центр тяжіння пластини буде лежати на осі  Ох,  тобто Су  = 0. 

Площу фігури ОАDEK  можна представити як різницю 
площ квадрата ОАВК (додатня площа) і сектора DВЕ (від’ємна 
площа). 

Абсциса центра тяжіння фігури буде дорівнювати: 

1 1 2 2

1 2

,i i
C

i

x F x F x F
x

F F F

−= =
−

∑
∑

 

де  1x  - абсциса центра ваги квадрата ОАВК; 

 2x    - абсциса центра ваги сектора DВЕ; 

1F   i 2F    - площі квадрата і сектора. 

Для квадрата ОАВК отримаємо: 

2 2
1

1 1 2
( ) 0,707 ;

2 2 2
x OB a a a a= = + = =

    
 

2
1 .F a=  

Як випливає з рис. 9.13,  2x  дорівнює 

2 2,x OB BC= −  
де    ВС2  - відстань від точки  В  до центра тяжіння кругового 
сектора  DВЕ. 

 

R 

Рис. 9.13 
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Для кругового сектора (розділ 9.3.2) отримаємо: 

2
2 sin

.
3

BC R
α

α
=

 
Оскільки / 2R a=   i  / 4α π=  , то 

2

sin2 2 2 / 2 2 24 0,3 .
3 2 /4 3 2 /4 3

a a a
BC a

π

π π π
= = = =

 
Таким чином, абсциса    х2     дорівнює: 

2 2 0,3 1,41 0,3 1,11 .x a a a a a= − = − =  
Площа кругового сектора DВЕ: 

2 2
2

2 0,196 .
4 16

R a
F a

π π= = =  

Підставивши значення х1, х2 , F1  і F2  в формулу для хC , 
отримаємо: 

2 3

2 2 2

0,707 1,11 0,196 0,49
0,61 .

0,196 0,804
C

a a a a a
x a

a a a

⋅ − ⋅= = =
−  

Відповідь:    0,61 ;Cx a=      0.Cy =  

 
Задача №5 

 
 

Знайти координати 
центра ваги площі, що обме-
жена (рис.9.14) правою віткою 

параболи 20,5y x= , віссю Оу і 

прямою  8y h= = см.  

 
 

Розв’язок. На відстані  х  
від осі Оу виділимо елемента-
рну площадку  ydS   шириною  

dx  (заштрихована область). 
Рис. 9.14 
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Площа виділеної елементарної площадки буде дорівнювати: 

2
1 ( 0,5 ) .ydS dx h x dx= ∆ ⋅ = −  

Площа фігури, що обмежена заданими лініями: 
3

2

( ) 0

0,5
( 0,5 ) .

3

d

y
S

d
S dS h x dx hd= = − = −∫ ∫  

Оскільки точка А являє собою перетин параболи  20,5y x=   

і прямої   у = 8  , то   h= 0,5d2. 
Звідси: 

8
4

0,5 0,5

h
d = = = см.

 
Тоді: 

30,5 4
8 4 21,3

3
S

⋅= ⋅ − = см
2. 

Абсциса центра тяжіння 
2 4

2

( ) 0

1 1 1 0,5
( 0,5 ) ( )

2 4

d

C y
S

hd d
x xdS x h x dx

S S S
= = − = − =∫ ∫

2 41 8 4 0,5 4
1,52

21,3 2 4

 ⋅ ⋅= − = 
 

см.
 

Для визначення координати  уС виділимо елементарну пло-
щадку xdS    шириною dy  на відстані  у від осі  Ох  . 

Площа виділеної площадки: 

2 .
0,5x
y

dS dy dy= ∆ ⋅ =
 

Ордината центра ваги: 
3/ 2

2

( ) 0 0

1 1 1 1 2
.

0,5 50,5 0,5

h h

C x
S

y y h
y ydS y dy dy h

S S S S
= = = =∫ ∫ ∫  
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Тоді: 

Cy = 21 2

5
h d

S
  =  

22 8 4
4,71

21,3 5

⋅ ⋅ =
⋅

cм. 

Відповідь:    1,52Cx =  см;     4,71Cy = см. 
 

Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи :  9.1, 
9.4, 9.11, 9.12 [ ]2 .  
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РОЗДІЛ ТРЕТІЙ 
ДИНАМІКА МАТЕРІАЛЬНОЇ 

ТОЧКИ 
 

Динамікою називається розділ теоретичної ме-
ханіки, в якому вивчається механічний рух матеріа-
льних об’єктів в залежності від фізичних факторів, 
тобто від причин, що викликають цей рух. 

 
Нагадаємо, що у класичній механіці рух матеріальних 

об’єктів розглядається за допомогою абстрактних моделей: мате-
ріальної точки, механічної системи та абсолютно твердого тіла. 

Матеріальна точка – це матеріальне тіло, розмірами та рі-
зницею в русі його частин якого можна знехтувати. 

Механічною системою (системою матеріальних точок) 
називається сукупність матеріальних точок, які між собою взає-
модіють, тобто, положення та рух яких взаємопов’язані. 

Абсолютно твердим тілом називається сукупність матері-
альних точок, відстані між якими під час руху не змінюються. 

Рух механічної системи визначається рухом усіх його то-
чок. Тому вивчення динаміки починається з вивчення руху одні-
єї матеріальної точки. 

У динаміці точки розглядаються дві основні задачі: 
- рух точки задається, а необхідно знайти сили, які цей 

рух реалізують (перша, або пряма задача); 
- сили задаються, а необхідно визначити закон руху, який 

є результатом дії цих сил. 
Для розв'язання цих задач використовуються базові відомо-

сті зі статики та кінематики, а також закони динаміки, тобто, 
загальні закони руху тіл та механічних систем під дією прикла-
дених до них сил. Ці закони вперше в найбільш повному вигляді 
сформульовані Ісааком Ньютоном наприкінці XVII століття.  
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Тема 1. ПРЯМА ЗАДАЧА ДИНАМІКИ ТОЧКИ 
 

Заняття № 1 
 

Зміст 
 

1.1. Основні закони динаміки. 
1.2. Рівняння руху матеріальної точки у декартовій і 

природній системах відліку. 
1.3. Дві основні задачі динаміки матеріальної точки. 
1.4. Контрольні запитання. 
1.5. Порядок розв’язування прямої задачі динаміки 

невільної матеріальної точки. 
1.6. Приклади розв’язування задач. 

 

1.1. Основні закони динаміки 
 

У динаміці вивчається рух матеріальних систем у зв’язку з 
діючими на них силами. Найпростішим об’єктом механіки є ма-
теріальна точка. 

Матеріальна точка – тіло, розмірами якого при  
розв’язуванні даної задачі можна знехтувати.  

 

Якщо на положення матеріальної точки і на її рух не накла-
дені ніякі обмеження, точка називається вільною, у протилеж-
ному випадку маємо справу з рухом невільної точки. 

Рух механічної системи визначається рухом усіх її матеріа-
льних точок. Тому вивчення динаміки починається з вивчення 
руху однієї матеріальної точки. 

В основі динаміки лежать три закони І.Ньютона, які вперше 
в найбільш повному й закінченому вигляді були сформульовані 
у книзі “Математичні начала натуральної філософії” (1686 р.). 

 

1. Перший закон (закон інерції): 
ізольована від зовнішніх дій матеріальна точка збе-

рігає свій стан спокою або рівномірного прямолінійного 
руху до тих пір, поки дія інших тіл не змінить цього 
стану. 
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2. Другий закон (основний закон динаміки): 
cила, яка діє на матеріальну точку, дорівнює добу-

тку маси точки на її прискорення, а напрямок сили спів-
падає з напрямком прискорення: 

F ma= .   (1.1) 

Якщо на точку діє декілька сил, то їх можна замінити рів-
нодіючою: 

.kR F=∑    (1.2) 

Якщо точка рухається по якійсь поверхні, то на неї, крім ак-
тивних сил діє і реакція в’язі N . 

Таким чином у загальному випадку у рівнянні (1.1): 
 

F R N= + . 
 

3. Третій закон (закон рівності дії і протидії): 
Сили взаємодії двох матеріальних точок рівні між 

собою за модулем і направлені вздовж однієї прямої, яка 
з’єднує ці точки, у протилежні боки.  

 
1.2. Рівняння руху матеріальної точки у декартових  

і природних системах  відліку 
 

Замість рівняння руху (1.1) у векторній формі можна одер-
жати рівняння у скалярній формі, якщо спроектувати (1.1) на осі 
декартової або природної систем координат. 

Рівняння руху у декартових координатах: 

,

,

.

x x

y y

z z

F ma

F ma

F ma

=
= 
= 

    (1.3) 

Тут Fx, Fy, Fz – проекції сили F  на відповідні декартові осі 
координат; 

−zyx aaa ,, проекції прискорення a  на ті ж самі осі. 
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1.3.1. Дві основні задачі динаміки  
матеріальної точки 

 

Перша задача (пряма): знаючи масу точки  m  та закони її 
руху, наприклад, у декартових координатах:  

1 2 3( );   ( );   ( )x f t y f t z f t= = = , 

визначити рівнодіючу прикладених до точки сил. 
Спочатку треба визначити проекції прискорення точки на 

осі координат: 

.;;
2

2

2

2

2

2

dt

zd
a

dt

yd
a

dt

xd
a zyx ===  

Використовуючи рівняння руху точки у декартових коор-
динатах (1.3), визначаємо значення проекцій рівнодіючої при-
кладених до точки сил, а також її модуль: 

,;; zzyyxx maFmaFmaF ===  

.222
zyx FFFF ++=    (1.4) 

Напрямок вектора сили відносно осей координат визнача-
ється за допомогою напрямних косинусів: 

cos( ,  ) ;xF
F i

F

∧
=     cos( ,  ) ;yF

F j
F

∧
=     cos( ,  ) .zF

F k
F

∧
=     (1.5) 

Друга задача (обернена): знаючи сили, які діють на 
матеріальну точку, її масу, а також початкові умови (положення 
точки та її  швидкість у деякі моменти часу, не обов’язково у 
початковий), одержати рівняння руху точки. 

 
 

1.4.  Контрольні запитання 
 

1. Сформулюйте основні закони динаміки. 
2. Яке рівняння називається основним  рівнянням динаміки? 
3. Що є мірою інертності твердих тіл  при поступальному русі? 
4. Чи залежить вага тіла від його місця знаходження на Землі? 
5. Яку систему відліку називають інерціальною? 
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  Порядок розв’язування прямої задачі динаміки 
невільної матеріальної точки 

 

1.  Зобразити на рисунку матеріальну точку у проміжному 
положенні. 

2. Показати  активні  сили  і реакції в’язей, які на неї діють. 
3. Вибрати систему відліку. 
4. Записати векторне рівняння руху точки у формі другого 

закону динаміки (1.1). 
5. Спроектувати векторне рівняння руху точки на вибрані 

осі координат. 
6. Із одержаних рівнянь визначити необхідні величини. 

 

1.6.  Приклади розв’язування задач 
 

Задача № 1 
 

В шахту починає опускатися рівноприскорено ліфт, маса 
якого m = 280 кг. У перші 10 с він проходить 35 м. 

Визначити   натяг T  каната, на якому ви-
сить ліфт. 

Розв’язок. Зобразимо кабіну ліфту у дові-
льному положенні (рис.1.1). На ліфт діє сила 
тяжіння P , яка спрямована донизу, і натяг ка-
нату T , який спрямовано вздовж троса дого-
ри. 

Рух відбувається по вертикалі, тому спрямує-
мо вісь x  вертикально донизу відповідно до на-
прямку швидкості та прискорення. 

Запишемо рівняння руху кабіни ліфту у 
формі другого закону Ньютона: 

kma F=∑ , 

де  a   - прискорення кабіни ліфту. 
З урахуванням сил, що діють на кабіну ліфту, рівняння буде 

мати вигляд:  
ma P T= + . 

Спроектуємо це рівняння на вісь x : 

x  

V  

P  

T  

Рис. 1.1 
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ma P T= − . 

З урахуванням того, що P mg= , знаходимо 

( ) 1
a

T P ma mg ma m g a mg
g

 
= − = − = − = − 

 
. 

Ми одержали залежність натягу каната від прискорення, з 
яким рухається кабіна ліфту. 

Проаналізуємо цю залежність. Може бути три випадки: 
• 0a =  - кабіна ліфту рухається рівномірно або нерухома; 
• 0a >  - кабіна  ліфту  має  прискорення, яке за напрям-

ком співпадає з додатним напрямком осі  x   (униз); 
• 0a <  - кабіна ліфту з прискоренням піднімається угору. 
 

У першому випадку 

(1 0) .T mg mg P= − = =  

 

Тобто, якщо кабіна ліфту рухається без прискорення у будь-
якому напрямку, натяг троса буде дорівнювати силі тяжіння 
кабіни ліфту. 
 

У другому випадку натяг троса менший за силу тяжіння ка-

біни ліфту, бо   0
a

g
>  , а якщо   a g= ,  то 0T = . 

У третьому випадку натяг троса завжди більший за силу 

тяжіння кабіни ліфту, бо 0
a

g
<    і  1 1

a

g

 
− > 

 
. 

Наприклад, коли  ,    2 2a g T mg P= = = , тобто натяг троса 

удвічі перевищує силу тяжіння кабіни ліфту. 
У нашій задачі прискорення визначиться з виразу для шля-

ху при рівнозмінному русі з урахуванням того, що початкова 
швидкість 0 0V = : 

2

2

2
,

2

at S
S a

t
= = . 
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Тоді 

( ) 2

2S
T m g a m g

t

 = − = − = 
 

 

3
2

2 35
280 9,81 2,55 10

10

⋅ = − = ⋅ 
 

Н 2,55 = кН. 

Відповідь: натяг троса   2,55T = кН. 
 

 
Задача №2 

 

До тіла вагою P = 3 H, яке лежить на столі, прив’язали нит-
ку, другий кінець якої (рис.1.2) держать у руці. 

Визначити, з яким прискоренням a  треба піднімати ті-
ло вгору вертикально, щоб нитка обірвалася, якщо вона рветься 
коли натяг досягає величини T =  4,2 Н? 

Розв’язок: Зобразимо тіло з прив’язаною 
до нього ниткою (рис.1.2). Покажемо сили, які 
діють на тіло: сила тяжіння P  та натяг нитки 
T . Вісь x  спрямуємо вертикально вгору у 
додатному напрямку швидкості та прискорен-
ня. 

Запишемо рівняння руху тіла у векторній 
формі: 

Kma F T P= = +∑ . 

Спроектуємо це рівняння на вісь x : 

;         
P

ma T P a T P
g

= − = − . 

Звідки 

1
T

a g
P

 = − 
 

. 

x  

V  

P  

T  

Рис. 1.2 
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Якщо врахувати числові дані, то 

4,2
9,81 1 3,92

3
a  = − = 

 
 2м с . 

Відповідь:  3,92a =  2м с . 
 

Задача №3 
 

Куля вагою 100G = Н падає вертикально вниз під дією сили 
тяжіння і зазнає опору середовища (рис.1.3). Закон руху кулі 

відповідає рівнянню ( )3327 109 1 tx t e−= − − , причому x  виража-

ється у сантиметрах, t – у секундах. 
Визначити силу опору середовища R  у вигляді функції 

швидкості, тобто  ( )R f V= . 

Розв’язок.  Зобразимо кулю у довільному положенні на тра-
єкторії і покажемо сили, які на неї діють (рис.1.3): 

G - сила тяжіння; 
R- сила опору середовища. 

Рух кулі відбувається вздовж вертикалі, 
тому спрямуємо вісь x  вертикально униз за 
напрямком швидкості. Тоді положення кулі 
буде визначатися координатою  x . 

Запишемо рівняння руху кулі у векторній 
формі: 

Kma F G R= = +∑  

та спроектуємо його на вісь x : 
,xma G R= −  

звідки 

xR G ma= − . 

Таким чином, щоб визначити силу опору R , необхідно зна-
ти прискорення кулі xa . 

Оскільки закон зміни координати x  відомий, то  

,x xV x a x= =ɺ ɺɺ . 

Рис. 1.3 

x  

V  

G  

R  

А  
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Знаходимо першу и другу похідні від закону руху кулі: 

( )'3 3 3327 109(1 ) 327 109 3 327 1t t t
xV x t e e e− − = = − − = − ⋅ = − 
ɺ , 

'3 3 3327(1 ) 327 981 .t t t
xa x e e e− − − = = − = ⋅ = 
ɺɺ  

Таким чином, 

( )3 3 3100
981 100 981 100 1 .

981
t t tG

R G e e e
g

− − −= − ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅ = −  

Із виразу для xV  (з урахуванням того, що VVx = ) витікає  

v ( )31 ,
327

t V
e−− =  

тобто  
100

0,306 .
327

R V V= = ⋅  

 
Відповідь:  0,306 .R V= ⋅  

 

Задача № 4 
 

Рух тіла масою 1m кг=   виражається рівняннями: 
2

0 , ,
2

gt
x V t y h= = −  

де  x  і y   - в метрах;   t  - в секундах. 
 

Визначити силу  Q , яка діє на 

тіло , приймаючи його за матеріальну 
точку (рис.1.4). 
 

Розв’язок. Проекції на осі коор-
динат сили Q , яка прикладена до ті-

ла, визначаються за формулами:  

,x x y yQ ma Q ma= = , 

Рис. 1.4 
x  

y  
А  

Q  

О  
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де xa  і ya   - проекції прискорення тіла на осі координат. 

У даному випадку 

0, , 0;     , , .x ya x x V x a y y gt y g= = = = = − = −ɺɺ ɺ ɺɺ ɺɺ ɺ ɺɺ  

Отже 

0; 1 9,81 9,81x yQ Q mg H= = − = − ⋅ = − . 

Модуль сили  Q  дорівнює: 

2 2 29,81 9,81x yQ Q Q H= + = = . 

Сила Q  спрямована вертикально вниз, оскільки .0=xQ  Таким 

чином, шукана сила, модуль якої дорівнює mg, є силою тяжіння. 
Відповідь:    9,81Q H= . 

 

Задача № 5 
 

Прямоліній-
ний рух ножа BC  
різального апарата 
жатки зерно-
збирального ком-
байна (рис.1.5) на-
ближено виража-
ється рівнянням  

0,05cos10S tπ= −   
( S - в метрах;  t  - 
в секундах). 

Визначити 
силу F , яка при-
зводить ніж до ру-
ху, в залежності від 
відстані S. Вага 
ножа 100Q H= . 

Пояснення: Для приводу ножа різального апарата жатки ви-
користовуються плоскі і просторові механізми. Серед плоских 

Рис. 1.5 

А  

В  

В  

1  

F  

О  
2  

3  

1ω  

S 

N  

Q  

C  

S 
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механізмів знайшли застосування кривошипно-шатунні, які 
складаються з кривошипа  1 , шатуна  2   і ножа жатки  3 . Меха-
нізм перетворює обертальний рух кривошипа 1  в зворотно по-
ступальний рух ножа 3 .  

У збиральних машинах вісь кривошипного пальця О  зна-
ходиться вище лінії руху ножа BC . 
 

Розв’язок. Зобразимо ніж різального апарата у середньому 
положенні на переміщенні  S  і покажемо сили, які діють на 
нього. 

На ніж  BC  діє сила ваги Q , нормальна реакція опорної 

поверхні  напрямних ножа N  і сила F  з боку шатуна АВ, яка 
викликає рух ножа. 

Запишемо рівняння руху ножа у векторній формі: 

.kma F Q N F= = + +∑  

Проектуємо це рівняння на напрямок руху ножа (вісь S): 

,ma F=       або       
Q

a F
g

= . 

Із останнього рівняння випливає, що для визначення сили 
F  необхідно знати прискорення a . 

Оскільки задано закон руху ножа ВС: 0,05cos10S tπ= , то 
прискорення a  визначається як друга похідна від закону руху за 
часом: 

2

2
;

d S
a

dt
=  

'( 0,05cos10 ) 0,05 10 sin10 0,5 sin10
dS

V t t t
dt

π π π π π= = − = ⋅ = , 

' 2 2(0,5 sin10 ) 0,5 10 cos10 5 cos10
dV

a t t t
dt

π π π π π π= = = ⋅ = . 
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Отже, 

( )2100
5 cos10

9,81

Q
F a t

g
π π= = . 

Урахуємо, що  cos10
0,05

S
tπ = , та одержимо:  

2 3 2100 5
10

9,81 0,05
F S Sπ π= ≈ . 

 

Відповідь:  3 210F Sπ= . 
 

Задача № 6 
 

Навантажена вагонетка масою  700 m= кг опускається по 

канатній залізниці з нахилом  15α = �  і має швидкість 

1,6V = м с  (рис.1.6). 

Визначити натяг каната при рівномірному опусканні і при 
гальмуванні вагонетки, якщо час гальмування  4t c= , загальний 
коефіцієнт опору руху 0,015f = . При гальмуванні вагонетка 

рухається рівноуповільнено. 
Розв’язок. Зобразимо ваго-

нетку у довільному положенні. 
Покажемо сили, які діють на неї: 
силу тяжіння Q , нормальну реа-

кцію залізниці R, натяг канату 
N  і силу опору CF . 

Вибираємо декартову сис-
тему координат: вісь x  спряму-
ємо паралельно дорозі у бік ру-
ху; вісь y  - вгору перпендику-

лярно дорозі. Запишемо вектор-
не рівняння руху вагонетки у 

формі другого закону Ньютона: 

Рис. 1.6 

x  Q  

y  

V  
N  

СF  

α  
α  

xQ  

yQ  

R  
О  
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k C
ma F Q R N F= = + + +∑ . 

Проектуємо векторне рівняння руху на осі координат: 

sin15x Cma Q N F= − −� ;   (1) 

cos15yma Q R= − +� .    (2) 

Оскільки y const=   весь час руху вагонетки, то  0=ya , і з 

рівняння (2) легко знаходимо величину нормальної реакції: 
3cos15 cos15 700 9,81 0,966 6,63 10 .R Q mg H= = ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅� �  

Тоді загальна сила опору руху складає: 
30,015 6,63 10 97,8 .CF f R H= ⋅ = ⋅ ⋅ =  

Для визначення натягу N  використаємо рівняння (1) 

sin15 .C xN Q F ma= − −�  

При рівномірному опусканні  0xa =  і 1N  складе: 

1 sin15 700 9,81 0,259 97,8CN mg F= − = ⋅ ⋅ − =�  

31681 H 1,681 10 .H= = ⋅  

При рівноуповільненому гальмуванні 

2 1
x

V V
a

t

−= ,
 

де   1 1,6V = м с  – початкова швидкість; 

2 0V =  - кінцева швидкість. 

Таким чином 

0 1,6
0,4

4xa
−= = − 2м с .

 
Тоді 

2 1 700 0,4 1681 280 1961 N N= + ⋅ = + = H =1,961кН. 

 

Відповідь:  1 1,681N =  кН, 2 1,961N H=  кН. 
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З отриманих результатів витікає, що при гальмуванні нава-
нтаження на канат збільшується порівняно з навантаженням при 
рівномірному русі. 
 

Задача №7 
 
Вагон вагою P  скочується по колії, яку нахилено до гори-

зонту під кутом α .  
Визначити силу гальмування вагона F , яка викликається 

тертям коліс по рейках, припускаючи, що рух вагона відбува-
ється зі сталим прискоренням, а також те значення кута α , при 
якому вагон буде скочуватися рівномірно.  

Розв’язок. Зображаємо вагон у вигляді матеріальної точки у 
довільному положенні на похилій площині та показуємо сили, 
що на нього діють (рис.1.7):   P  – сила тяжіння вагону;    N  – 
нормальна реакція рейок; F  – сила тертя. 

Вибираємо декартову систе-
му координат, причому вісь х на-
правимо паралельно рейкам у бік 
руху вагона; а вісь y  – перпенди-

кулярно рейкам.  
Запишемо рівняння руху ва-

гона у векторній формі: 

.∑ ++== FNPFam k  (1) 

та спроектуємо його на осі виб-
раної системи координат: 

(3)                                       .cos

(2)                                        ,sin

α
α
PNma

FPma

y

x

−=
−=

 

 

З рівняння (2) визначимо силу гальмування вагона: 

).(sinsinsin
g

a
Pa

g

P
PmaPF −=−=−= ααα  

Рис. 1.7 

x  P  

y  

V  

N  
F  

α  α  



Динаміка матеріальної точки 
——————————————————————————— 

 

272

За умовами задачі вагон рухається з прискоренням а=сonst, 
яке направлено вздовж осі Ox , тобто 0=ya . 

Якщо підставимо у рівняння (3) 0=ya , то отримаємо: 

.cosαPN =  

Визначимо значення кута α , при якому вагон буде скочу-
ватися рівномірно. Оскільки 

NfF ⋅= , 

то 

,cosαPfF ⋅=  
 

де  f  – коефіцієнт тертя. 

Звідки одержимо 

.
cos

)(sin

cos g

a
tg

P

gaαP

P

F
f −=−== α

αα
           (4) 

З цього рівняння витікає, що, змінюючи кут α , можна 
знайти таке значення кута, при якому 0=a . Якщо в рівнянні (4) 
присвоїти 0=a , то  

αtgf = . 
 

Оскільки відомо, що коефіцієнт тертя дорівнює тангенсу 
кута тертя ϕ , то  

ϕα = . 

Таким чином, при куті нахилу рейок до горизонту, що дорі-
внює куту тертя ϕ , вагон буде скочуватися рівномірно. 

 

Відповідь:   )(sin
g

a
PF −= α ,     ϕα = . 

Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи: 26.2, 
26.8, 26.10, 26.20, 26.24 [ ]2 . 
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Тема 1. ПРЯМА ЗАДАЧА ДИНАМІКИ ТОЧКИ  
(продовження) 

 

ЗАНЯТТЯ №2 
 

При вирішенні задач, пов’язаних з рухом точки по криволі-
нійній траєкторії, якщо траєкторія відома, зручно розглядати 
рух точки у природній системі координат  M nbτ  (рис.1.8): 
 

k
dV

ma m F
dtτ τ= =∑ ;  (1.6) 

2

n kn
V

ma m F
ρ

= =∑ ;  (1.7) 

0 kbF=∑ ,   (1.8) 
 

де  V  – модуль швидкості точки, 
     ρ  – радіус  кривизни  траєкторії у 
   заданому положенні точки. 

 
В рівняннях (1.6) ч (1.8) kF τ∑ , knF∑ , kbF∑  суми проек-

цій сил, що діють на точку, на напрямки осей: дотичної ( Mτ ), 
нормальної  ( )Mn  і бінормальної  ( )Mb  до траєкторії в задано-

му положенні точки. 
Порядок розв’язування прямої задачі динаміки точки у ви-

падку використання рівнянь (1.6) ч (1.8) співпадає з рекоменда-
ціями пунктів 1 ч 6 заняття №1. 

Якщо задано рівняння руху матеріальної точки по траєкто-
рії у вигляді )(tfS = , то для знаходження рівнодіючої прикла-

дених до цієї точки сил, необхідно спочатку знайти проекції τa   

та  na   повного прискорення  a   точки: 

,2

2

dt

Sd

dt

dV
a ==τ           ,

2

ρ
V

an =                       (1.9) 

b  

A  

M  

V  

Рис. 1.8 

S 

F  
a  

τ  

n  
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Далі, з рівнянь (1.6), (1.7) знаходимо значення дотичної та 
нормальної проекції сили  F : 

ττ maF = ,     nn maF = .  (1.10) 

Модуль прикладеної до матеріальної точки сили, при при-
родному способі означення руху, буде дорівнювати 

.2222
nn aamFFF +=+= ττ   (1.11) 

 
Задача №1 

 

Матеріальна точка масою m=1,2 кг   рухається по колу з 
радіусом  0,6r = м   згідно закону  tS 4,2= . 

 

Визначити модуль  R   рівнодіючої сил, що прикладені до 
матеріальної точки. 

 

Розв’язок. У задачі рух матеріальної точки задано природ-
ним способом , тому для визначення рівнодіючої сил скориста-
ємося залежностями (1.6)  і  (1.7): 

dt

dV
mmaR == ττ ;

 

r

V
mmaR nn

2
== .

 
Визначимо дотичне і нормальне прискорення матеріальної 

точки: 

dt

dV
a =τ

 
⇒  4,2

)4,2( ===
dt

td

dt

dS
V м с ⇒   0==

dt

dV
aτ ;

 

6,9
6,0

4,2 22
===

r

V
an

2м с .
 

Оскільки  0=τa , то проекція τR  рівнодіючої на дотичну 
вісь дорівнює нулю. 

Знаходимо нормальну складову рівнодіючої сил: 

5,116,92,1
2

=⋅=== nn ma
r

V
mR Н.
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Модуль рівнодіючої визначимо з виразу (1.11): 

5,110)5,11( 222 =+=+= τRRR n Н. 
Таким чином, заданий рух матеріальної точки відбувається 

під дією сили, сталої за модулем і спрямованої вздовж радіуса 
до центра кола. 

 

Відповідь: 5,11=R Н. 
 

 
Задача №2 

 

Матеріальна точка масою 18=m кг  рухається по колу з ра-

діусом  8=R м   згідно закону  teS 3,0= . 
 

Визначити проекцію τF  рівнодіючої сил, що прикладені 
до матеріальної точки, на дотичну до траєкторії в момент часу 

10=t с . 
 

Розв’язок. Для визначення проекції τF  скористаємося рів-
нянням (1.6): 

dt

dV
mmaF == ττ .       (1) 

 

Спочатку знайдемо значення швидкості матеріальної точки: 

tt ee
dS

d

dt

dS
V 3,03,0 3,0)( === . 

 

При ct 10= :   04,672,23,03,0 3103,0 =⋅=⋅= ⋅eV м с . 

Визначаємо величину дотичного прискорення  
 

tt ee
dt

d

dt

dV
a 3,03,0 09,0)( ===τ , 

 

при ct 10= :   23103,0 /81,172,209,009,0 смea =⋅=⋅= ⋅
τ . 
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Підставивши в рівняння (1) значення τa  і m, одержимо: 

4,328,118 =⋅== ττ maF Н. 
Відповідь: 4,32=τF Н. 
 

Задача №3 
 

Матеріальна точка масою 22=m кг  рухається по колу з  

радіусом  мR 10=   згідно закону  23,0 tS= . 
 

Визначити модуль F  рівнодіючої сил, що діють на точку, 
у момент часу 5=t с . 

 

Розв’язок. Оскільки рух матеріальної точки задано природ-
ним способом, то модуль рівнодіючої сил, прикладених до точ-
ки, визначається за залежностями (1.10) і (1.11): 

ττ maF = ;    nn maF = ; 

22
nFFF += τ . 

Величини дотичного і нормального прискорення матеріаль-
ної точки визначаються за рівняннями (1.9): 

dt

dV
a =τ ;       

R

V
an

2
= . 

Враховуючи, що швидкість точки 

t
dt

td

dt

dS
V 6,0

)3,0( 2
=== , 

то дотичне прискорення точки дорівнює: 

6,0)6,0( === t
dt

d

dt

dV
aτ

2м с . 

Оскільки в момент часу 5=t с  швидкість точки: 

cмtV /356,06,0 =⋅== , 

то нормальне прискорення точки  складе: 

9,0
10

322
===

R

V
an

2м с . 
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Визначаємо  τF   і  nF   за рівняннями (1.10): 

2,136,022 =⋅=⋅= ττ amF Н; 

8,199,022 =⋅=⋅= nn amF Н. 

Тоді модуль рівнодіючої сил, що діють на матеріальну точ-
ку, дорівнює: 

8,238,192,13 2222 =+=+= nFFF τ Н. 

 

Відповідь:  8,23=F Н. 
 

Задача №4 
 

На криволінійних ділянках 
залізничної колії зовнішню рей-
ку піднімають вище над внут-
рішньою (рис.1.9). При русі по-
їзда на цій ділянці його швид-
кість V  підтримують такою, 
щоб тиск вагона на рейки був 
направлений перпендикулярно 
залізничному полотну. 

 

Визначити величину h  
підвищення зовнішньої рейки 
над внутрішньою при наступ-
них даних: радіус закруглення 

залізничної колії 400R = м , швидкість поїзда V =10м с , від-
стань між рейками 1,6S = м . 

 

Розв’язок. На вагон діють: сила тяжіння P , яка спрямована 
вертикально вниз, та реакції рейок на колеса 1N  і 2N , які на-
правлені перпендикулярно до залізничного полотна. 

Запишемо рівняння руху вагона у векторній формі: 
 

1 2kma F P N N= = + +∑ ,   (1) 

де  a  – прискорення вагона. 
 

С  

α  

2N  

1N  

S 

P  

n  

α  

h 

Рис. 1.9 
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Оскільки рух відбувається по криволінійній траєкторії, то 
вибираємо природну систему координат: вісь n  спрямуємо за 
нормаллю до центра кривизни траєкторії, а вісь τ  – за дотичною 
у бік руху вагона. Бінормаль, вісь b , на рис. 1.9  не показано. 

Проектуємо рівняння руху (1) на вісь n : 

sin ;nma P α=    
або   

2

sin
V

m P
R

α= .
 

З рис. 1.8 видно, що  sin h
Sα = . 

Отже, 

2mV h h
P mg

R S S
= =

 
⇒  

2V h
g

R S
=  ⇒  

2SV
h

g R
=

⋅
.
 

Підставивши числові значення відомих величин, отримуємо: 

21,6 10
0,0408 4,08

9,81 400
h м

⋅= = =
⋅

см .
 

 

Відповідь:    4,08h =  см . 

 
Задача № 5 

 

Вантаж  M   вагою P = 1Н, 
який підвішений до нитки дов-
жиною  0,3l = м  у нерухомій 
точці  O , являє собою конічний 
маятник (рис.1.10), тобто руха-
ється по колу у горизонтальній 
площині, при цьому нитка з 
вертикаллю утворює кут  

α = 60� . 
 

Визначити величину 
швидкості вантажу V  і модуль 
сили натягу нитки T . 

b  

A  
M  

V  

P  

T  

τ  n  

O  

α  

α  

Рис. 1.10 
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Розв’язок. Зобразимо вантаж M  у будь якому положенні і 
покажемо сили, які на нього діють: силу тяжіння P , яка спря-
мована вертикально вниз, і натяг нитки  T , який спрямовано до 
точки підвісу O . 

Для розв’язування задачі вибираємо природну систему ко-
ординат: вісь  τ   спрямована по дотичній до кола в бік руху ва-
нтажу, вісь  n  – по нормалі до центру кривизни і вісь  b  – вер-
тикально вгору. 

Запишемо рівняння руху вантажу у векторній формі: 

kma F P T= = +∑ . 
Проектуємо це векторне рівняння на осі координат: 

0;maτ =    sin 60 ;nma T= �

  cos60bma T P= −� . (1) 
Модуль сили натягу нитки  T  знайдемо з третього із рів-

нянь (1), враховуючи, що 0=ba : 

PT −= �60cos0   ⇒
  

2
5,0

1

60cos
===

�

P
T Н. 

З другого із рівнянь (1) знайдемо V , якщо врахувати, що  

R

V
an

2

= ;         
g

P
m = ;         �60sinlR = . 

Тоді 
2

sin 60
sin 60

P V
T

g l
= �

�
. 

Звідки 

2sin 60 2 9,81 0,3
0,866 2,10 

1

T g l
V

P

⋅ ⋅ ⋅ ⋅= = ⋅ =
�

м с . 

 
Відповідь:       2,1V = см / ; 2=T Н. 
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Задача №6 
 

Матеріальна точка вагою  G = 100Н  рухається по горизон-
тальній поверхні під дією сили F . У період розгону точки 

шлях, який вона проходить, змінюється за законом 30,1S t=   
( t  – у секундах, S – у метрах). Траєкторією руху точки на пло-
щині (рис.1.11) є коло з радіусом 100R м= . 

 

Визначити  модуль сили F , яка діє, в момент, коли мо-
дуль швидкості точки дорівнює 30=V  м с . 

 

Розв’язок. Зобразимо точку M  у будь-якому положенні на 
колі (рис.1.11). Покажемо сили, що діють на матеріальну точку: 
силу тяжіння G ; реакцію поверхні N , яка перпендикулярна до 
поверхні, та задану силу F , яка лежить в площині руху точки і 
направлена в бік центра кривизни траєкторії.  

 

З точкою M  
пов’яжемо природну 
систему координат. 
Вісь Mτ  спрямуємо по 
дотичній до кола у бік 
руху, а вісь Mn  – пер-
пендикулярно до неї у 
бік центра кривизни 
кола. 

 

Запишемо рівняння 
руху точки у вигляді другого закону Ньютона: 

kma F F G N= = + +∑ . 

Спроектуємо це векторне рівняння на осі обраної системи 
координат: 

dV
ma m F

dtτ τ= = , 

2

n n
V

ma m F
R

= = . 

b  

R  
F  

G  

τ  

n  

O  

τF  

nF  

M  

N  

Рис. 1.11 
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Оскільки закон руху відомий, то: 

( )3 20,1 0,3
dS d

V S t t
dt dt

= = = =ɺ , 

( )20,3 0,6 .
dV d

a V t t
dt dtτ = = = =ɺ  

За умовами 30V = м с . Знайдемо момент часу, коли ця 
умова виконується: 

20,3 30V t= =  ⇒  100 10t = = с. 

Тоді:  

0,6 6a tτ = = 2
м с ,       

230
9

100na = = 2
м с . 

Враховуючи, що маса точки дорівнює   m G g= , знаходимо: 

100
6 61,2

9,81
F maτ τ= = ⋅ = Н, 

100
9 91,8

9,81n nF ma= = ⋅ = Н. 

Визначаємо модуль шуканої сили: 
2 2 2 261,2 91,8 110,1nF F Fτ= + = + = Н. 

 
Відповідь:   110,1F = Н. 
 

Задача №7 
 

Радіус закруглення моста у точ-
ці А дорівнює мr 50=  (рис.1.12).  

 

Визначити, з якою силою ав-
томобіль тисне на міст у точці А, 
якщо його маса 1000m= кг , а мо-
дуль швидкості руху 20V = м с . 

Розв’язок. Розглянемо автомо-
біль як матеріальну точку, оскільки 
його розмірами в порівнянні з розмі-
рами моста можна знехтувати. Зо-Рис. 1.12 

A  

r  

R  

G  

τ  

n  

O  

V  
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бразимо автомобіль у точці  А моста (рис.1.12) і покажемо сили, 

які діють на нього: G  – силу тяжіння автомобіля і R  – реакцію 
моста. 

Оскільки автомобіль рухається по криволінійній траєкторії, 
то для розв’язування задачі скористуємося природною системою 
координат  A nτ .  

Запишемо рівняння руху автомобіля у векторній формі: 

ma G R= +  
і спроектуємо його на осі вибраної системи координат: 

0maτ =  (оскільки ,V const=  то 0aτ = ),  (1) 
2

n
V

ma m G R
r

= = − .                                         (2) 

Із рівняння (2) визначаємо реакцію моста R за модулем:  
2 2 2V V V

R G m mg m m g
r r r

 
= − = − = − 

 
,

 
220

1000 9,81 1810
50

R
 

= − = 
 

Н.
 

Сила тиску N  автомобіля на міст дорівнює за модулем реа-
кції моста, але спрямована донизу. 

Оскільки вага автомобіля G  дорівнює  

1000 9,81 9810G mg= = ⋅ = Н, 
то, якщо міст опуклий, сила тиску автомобіля на нього зменшу-
ється порівняно з тим випадком, коли автомобіль рухається по 
горизонтальному мосту. 

Поставимо додаткове питання:     з якою швидкістю maxV  
повинен рухатись автомобіль, щоб сила тиску автомобіля на 
міст R  дорівнювала нулю? 

Оскільки  0R = , то 
2
max0 ,

V
m g

R

 
= −  

        
або   

   

2
max 0

V
g

R
− = .
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Звідси 

max 9,81 50 22,2V gR= = ⋅ = м с  (80 км год ).  
Відповідь:   1810N = Н. 
 

Задача №8 
 

Камінь вагою G = 3H, який прив’язано до нитки довжиною 
l = 1м , описує коло у вертикальній площині (рис.1.13). 

 
Визначити  найменше значення кутової швидкості обер-

тання ω , при якій нитка розірветься, якщо її опір розриву скла-
дає 9H . 

Розв’язок. Зобразимо камінь 
M  у будь якому положенні на 
дузі кола. Положення точки M  
визначається кутом ϕ , який від-
раховується від вертикалі OА  у 
напрямку кутової швидкості ω . 

На камінь (точку M ) діють 
сила тяжіння G  та сила натягу 
нитки T . 

 

З точкою M  пов’яжемо 
природну систему координат M nτ  і запишемо рівняння руху 
точки  M   у векторній формі:  

.ma G T= +  
Спроектуємо це рівняння на осі вибраної системи коорди-

нат: 
;sinϕτ Gma =                                                (1) 

2

cos .n
V

ma m T G ϕ
ρ

= = +
                            (2) 

Зауважимо, що V lω= , а lρ = . Тобто рівняння (2) перетво-
рюється до вигляду: 

Рис. 1.13 

M  ϕ  

l  

G  

τ  

n  

O  Т  

А  

В  
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2 2
2 cos

l
m m l T G

l

ω ω ϕ= = + .
 

Звідси 

( )coscos
.

g T GT G

ml Gl

ϕϕω
++= =

          (3) 
 

Із рівняння (3) витікає, що при max 9 T T H= =  кутова швид-
кість ω  є тільки функцією кута ϕ . Найменше значення ω , коли 

нитка розривається, буде при cos 1ϕ = − , тобто, коли 180ϕ = � , 
що відповідає положенню каменя у точці B . Таким чином: 

( )9,81 9 3 1
4,43

3 1
ω

− ⋅
= =

⋅
срад . 

Відповідь:    4,43ω = срад . 
 

Задача №9 
 

Трек для випробування автомобілів на кривих відрізках 
шляху має віражі, профіль яких (рис.1.14) у поперечному пере-
тині є прямою, яка нахилена до горизонту так, що зовнішній 
край треку є вищим за внутрішній. 

 

Визначити, з якими найменшою і найбільшою швидкостя-
ми можна їхати по віражу, що має радіус кривизни  r   і кут на-
хилу до горизонту  α ? Коефіцієнт тертя шин f  об поверхню 
треку вважати відомим. 

Розв’язок. На автомобіль, який рухається по віражу, діють: 

сила тяжіння G , сила нормального тиску з боку поверхні віражу 
N  і сила тертя трF , яка спрямована уздовж поверхні віражу у 

площині, яка перпендикулярна до напрямку швидкості. Виник-
нення сили тертя обумовлюється тертям коліс автомобіля об 
поверхню віражу. 

Розглянемо рух центра ваги автомобіля (точка А ), вважаю-
чи, що всі сили прикладені до цієї точки. Першим розглянемо 
випадок руху автомобіля, коли сила тертя тр 0F =  (рис.1.14,а). З 
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точкою А  пов’яжемо природну систему координат Anb: нор-
маль An спрямуємо до центра кривизни, Ab - перпендикулярно 
до An. 

Запишемо рівняння руху авто-
мобіля у векторній формі: 

,kma F G N= = +∑  
і спроектуємо це рівняння на осі ко-
ординат Ab і An: 

0 cosbma N Gα= = − ;  (1) 

2

sin
  n

V
ma m N

r
α= = .  (2) 

Із рівняння (1) знайдемо величину  
нормальної реакції N : 

αcos

G
N = . 

Підставимо знайдене значення 
N  у рівняння (2) і визначимо швид-
кість автомобіля, коли сила тертя об 
поверхню треку дорівнює нулю: 

2

sin
  cos

V G
m

r
α

α
= ⋅  ⇒   

V g r tgα= ⋅ ⋅ .             (3) 

 

При максимальній швидкості ав-
томобіля maxV  сила тертя трF  спря-

мована до нижнього краю віражу 
(рис.1.14,б) і дорівнює трF f N= ⋅ . 

Векторне рівняння руху автомо-
біля у цьому випадку буде мати вигляд: 

тр.ma G N F= + +    (4) 

Рис. 1.14 

b  

N  

α  

А  

G  

n  

r  

b  

N  

α  

α  

А  

G  
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b  

N  

α  

α  

А  

G  

n  

трF  
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Проектуємо рівняння (4) на осі Anb: 

тр0 cos sin ;bma N F Gα α= = − −
  (5) 

2

трsin cos .n
V

ma m N F
r

α α= = +
  (6) 

Рівняння (5) перепишемо у вигляді: 

cos sin ,N f N Gα α− ⋅ =  
звідки 

.
cos sin

G
N

fα α
=

−     (7) 

Підставимо значення N  у рівняння (6) і визначимо макси-
мальне значення швидкості maxV : 

2
max sin cos

;
   cos sin cos sin

V G f G
m

r f f

α α
α α α α

⋅= +
− −  

2
max

sin cos
.

cos sin 1

f tg f
V gr gr

f f tg

α α α
α α α

+ += =
− − ⋅  

Звідси: 

max 1

tg f
V gr

f tg

α
α

+=
− ⋅ .

 
Якщо швидкість автомобіля мінімальна minV  (рис.1.14,в), то 

тертя спрямоване до верхнього краю треку і проекції рівняння 
(4) на осі Anb будуть мати вигляд: 

тр0 cos sinbma N F Gα α= = + − ;  (8) 
2
min

трsin cos .n
V

ma m N F
r

α α= = −
  (9) 

Із рівнянь (8) та (9) одержуємо: 

min 1

tg f
V gr

f tg

α
α

−=
+ ⋅

.
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Відповідь: max 1

tg f
V gr

f tg

α
α

+=
− ⋅

; min 1

tg f
V gr

f tg

α
α

−=
+ ⋅

. 

 
Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи:  26,7; 

26,8; 26,27; 26,31 [ ]2 . 
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Тема 2. ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА ДИНАМІКИ 
 

ЗАНЯТТЯ №3 
 

Зміст 
2.1. Обернена задача динаміки. 
2.2. Порядок розв’язування оберненої задачі динаміки 
2.3. Контрольні запитання 
2.4. Приклади розв’язування задач 

 
2.1. Обернена задача динаміки. 

 
Обернена задача динаміки формулюється наступним чи-

ном:  
знаючи сили, що діють на матеріальну точку, та її масу, 

треба одержати рівняння руху точки і кінематичні характери-
стики руху: координати, швидкість, прискорення. 

Для розв’язування оберненої задачі динаміки необхідно 
проінтегрувати систему диференціальних рівнянь руху, які 
відповідають вибраній системі відліку. 

Якщо задача розв’язується у проекціях на осі системи де-
картових координат, то інтегруванню підлягає система 
диференціальних рівнянь руху: 

1

,
n

kx
k

mx F
=

=∑ɺɺ    
1

,
n

ky
k

my F
=

=∑ɺɺ     
1

n

kz
k

mz F
=

=∑ɺɺ .          (2.1) 

У результаті інтегрування цієї системи визначається закон 
руху точки у декартових координатах. 

Оскільки система (2.1) складається із 3-х диференціальних 
рівнянь другого порядку, то при її інтегруванні з’являються 
шість сталих: 1 2 3 4 5 6, , , , ,С C C C C C , які визначаються за відоми-
ми характеристиками руху в певний момент часу або при пев-
ному положенні точки. У подальшому ці відомі характеристики 
руху будемо називати початковими умовами руху. 

Оскільки положення точки у просторі визначається трьома 
координатами , , ,x y z  а швидкість точки – трьома проекціями 
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вектора швидкості , ,x y zɺ ɺ ɺ  на координатні осі, то при русі точки 

у просторі початкові умови при  0t t=   будуть мати вигляд: 

0 0 0, , ;x x y y z z= = =        (положення точки), 

0 0 0, , ;x x y y z z= = =ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ
        (швидкість  точки). 

У результаті підстановки початкових умов руху у перші і 
другі інтеграли системи (2.1) утворюється система шести 
рівнянь для визначення  шести невідомих 1 2 3 4 5 6, , , , ,С C C C C C  
сталих інтегрування. 

При русі матеріальної точки у площині, наприклад xOy , 
будемо мати два диференціальних рівняння руху, а сталих 
інтегрування – чотири 1 2 3 4( , , , )С C C C . Кількість початкових 

умов в цьому випадку при  0t t=   складає чотири: 

0 0, ;x x y y= =                  (положення точки), 

0 0, ;x x y y= =ɺ ɺ ɺ ɺ
                 (швидкість  точки). 

Якщо матеріальна точка рухається прямолінійно, напри-
клад, уздовж осі Ox , то будемо мати тільки одне диференціа-
льне рівняння руху і дві сталі інтегрування 1 2( , )С C , а початкові 

умови при  0t t=   будуть мати вигляд: 

0,x x=                        (положення точки), 

0.x x=ɺ ɺ                        (швидкість  точки). 

При русі матеріальної точки по криволінійній траєкторії  
розв’язувати обернену задачу динаміки часто простіше скори-
ставшись рівняннями руху в природній формі: 

;kma Fτ τ=∑       
;n knma F=∑       

0 .kbF=∑          
(2.2)

 
В системі (2.2) ,  ,  k kn kbF F Fτ∑ ∑ ∑  – суми проекцій всіх 

сил, що діють на матеріальну точку, у тому числі і реакції 
в’язей, на дотичну вісь  τ , нормальну вісь  n  і бінормальну 
вісь  b   природної системи координат. 
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Початковими умовами руху у цьому випадку при  0t t=  є 

значення дугової координати  ( )0 0S t S=   і початкової 

швидкості  ( )0 0.V t V=  

Необхідно зауважити, що початкова швидкість в початко-
вих умовах, враховує вплив на рух матеріальної точки тих сил, 
які діяли на точку до початкового моменту часу. 

 
2.2. Порядок розв’язування  
оберненої задачі  динаміки 

 
Обернену задачу динаміки матеріальної точки рекомен-

дується розв’язувати у наступному порядку: 
1. Зобразити матеріальну точку у поточному положенні. 
2. Показати активні сили і реакції в’язей, що прикладені до 

матеріальної точки. 
3. Обрати систему  координат. 
4. Записати початкові умови руху матеріальної точки. 
5. Записати рівняння руху у векторній формі. 
6. Спроектувати рівняння руху на осі  обраної системи ко-

ординат (скласти диференціальні рівняння руху матеріальної 
точки). 

7. Проінтегрувати систему диференціальних рівнянь руху і, 
скориставшись початковими умовами руху, визначити сталі 
інтегрування. 

8. Визначити величини, які треба відшукати за умовою 
задачі. 

Зауваження. У випадку руху вільної матеріальної точки 
зручно розв’язувати задачу користуючись декартовою систе-
мою координат. При криволінійному ж русі невільної 
матеріальної точки простіше розв’язувати задачу в проекціях на 
осі природної системи координат. При цьому необхідно ураху-
вати реакції в’язей. 

Задачі, які розглядаються у цьому розділі, можна поділити 
на два основних типи: 

1. Задачі, які відносяться до прямолінійного руху точки. 
2. Задачі, які відносяться до криволінійного руху точки. 
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При розв’язуванні задач першого типу будемо розглядати 
випадки, коли на матеріальну точку діють сили, які є: 

• сталими; 
• залежать від часу; 
• залежать від координат точки; 
• залежать від швидкості точки. 

При розв’язуванні задач другого типу будемо розглядати 
випадки, коли на матеріальну точку діють сили, які є: 

• сталими; 
• залежать від координат точки; 
• залежать від швидкості точки. 

 
2.3. Контрольні запитання 

 
1. Які рівняння динаміки називаються природними 

рівняннями руху матеріальної точки? 
2. Як записуються диференціальні рівняння руху в 

декартовій системі координат? 
3. Які дві основні задачі динаміки точки розв’язуються за 

допомогою диференціальних рівнянь руху матеріальної точки?  
4. Яка кількість початкових умов потрібна при 

розв’язуванні задачі про рух матеріальної точки в площині? 
 

2.4. Приклади розв’язування задач 
 

Задачі першого типу 
 

Задача №1 
Важке тіло ковзає по гладкій  

поверхні, яка нахилена під кутом  

30α = �   до горизонту.  
Визначити, за який час Т  тіло 

пройде шлях  9,6 S м= , якщо у по-
чатковий момент його швидкість 
дорівнювала 0 2V = м с . 

Розв’язок. Зобразимо тіло у 
довільному положенні на похилій Рис. 2.1 

x  G  

y  

V  

N  

α  α  

О  
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площині (рис.2.1). Оскільки рух тіла по площині є поступаль-
ним, а при поступальному русі прискорення всіх точок тіла 
однакові, то рух такого тіла будемо розглядати як рух 
матеріальної точки (дане допущення буде справедливим і для 
наступних задач цієї теми). 

Покажемо сили, що діють на тіло: силу тяжіння  G   і нор-
мальну реакцію похилої площини  N . 

Вісь  Ох   спрямуємо у напрямку руху тіла. 
Початкові умови при  0t =  мають вигляд: 

0 0;x =   0 0 2xV V= = м с . 
Запишемо рівняння руху тіла у векторній формі: 

ma G N= + . 
Проектуємо це рівняння на вісь Ох : 

2

2
sin .xdVd x

m m G
dtdt

α= =  

Враховуючи, що G mg= , одержимо 

sinxdV
g

dt
α= . 

Знайдемо залежність швидкості xV  від часу t . 
Для цього розділимо змінні в останньому рівнянні і 

проінтегруємо: 
sin ,xdV g dtα=  

sin ,xdV g dtα=∫ ∫  

1sinxV gt Cα= + . 
Використовуючи початкові умови визначаємо сталу 

інтегрування  1C . Для цього підставляємо їх в останнє 

рівняння. Оскільки при   0t =    0 2xV = м с , то: 

12 sin 0    g Cα= ⋅ + ⇒   1 2C = . 

Таким чином, рівняння для зміни швидкості матеріальної 
точки буде мати вигляд: 

sin 2xV gt α= + . 
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Знаходимо залежність координати x  від часу: 

sin 2;x
dx

V gt
dt

α= = +
 

sin  2 ;dx gt dt dtα= +  

sin 2 ;dx g tdt dtα= +∫ ∫ ∫  
2

2sin 2 .
2

t
x g t Cα= + +

 
Сталу інтегрування 2C  визначимо скориставшись початко-

вими умовами, підставивши їх в останнє рівняння. Оскільки 
при  0t =    0 0x = , то: 

20 0 sin 2 0   g Cα= ⋅ ⋅ + ⋅ + ⇒   2 0C = . 
Остаточно, для координати  x   будемо мати залежність: 

2

sin 2 .
2

t
x g tα= +

 
Визначимо час  Т ,  при якому  9,6 x S м= = : 

2

9,6 9,81 sin30 2 ,
2

T
T= +�

  
або 

22,45 2 9,6 0.T T+ − =  
Звідси: 

1,2
1 1 2,45 9,6 1 4,95

.
2,45 2,45

T
− ± + ⋅ − ±= =

 
Оскільки час може бути тільки додатним, то: 

1 4,95
1,6

2,45
T

− += = c .
 

Відповідь:   1,6T = c . 
 
 



Динаміка матеріальної точки 
——————————————————————————— 

 

294

Задача №2 
Важке тіло піднімається по негладкій похилій площині, яка 

нахилена до горизонту під кутом 30α = � . У початковий  мо-
мент швидкість тіла дорівнювала 0 15V = м с . Коефіцієнт тертя 
тіла об площину  0,1f = . 

Визначити, який шлях  
S  пройде тіло до зупинки? За 
який час  Т   тіло пройде цей 
шлях? 

Розв’язок. Зобра-зимо 
тіло у вигляді матеріаль-ної 
точки в довільному положенні 
(рис.2.2). 

Покажемо сили, що діють 
на матеріальну точку: силу 

тяжіння G , реакцію похилої площини  N   і силу тертя  трF . 

Вісь Ox  спрямуємо вздовж похилої поверхні у напрямку 
руху, а початок відліку (точку  O ) візьмемо у початковому 
положенні точки. Вісь Oy  спрямуємо перпендикулярно до осі  
Ox . Початкові умови руху точки при  0t =   будуть мати ви-
гляд:  

0;x =  0 0 15xV V= = м с . 
Запишемо рівняння руху точки у векторній формі: 

трkma F G F N= = + +∑ .                     (1)  

Проектуємо векторне рівняння (1) на осі координат: 

тр sinmx F G α= − −ɺɺ ;   (2) 

cosmy N G α= −ɺɺ .   (3) 

Оскільки точка в напрямі осі Oy  не рухається  ( 0),y =ɺɺ  то 
із рівняння (3) випливає, що нормальна складова реакції 
похилої поверхні дорівнює   cosN G α= . 

Підставивши в рівняння (2)  m G g= ,  отримаємо: 

Рис. 2.2 

x  

G  

y  

V  N  

трF  

α  α  

x  

О  
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тр sin
G

x F G
g

α= − −ɺɺ , 

де  трF f N= ⋅ = cosf G α⋅ . 

Тоді: 

cos sin
G

x f G G
g

α α= − ⋅ −ɺɺ ,
 

або 

( )cos sin ,x g f α α= − +ɺɺ
 

( )cos sin ,xdV
g f

dt
α α= − +

 

( )cos sin .xdV g f dtα α= − +  
Після інтегрування цього рівняння одержимо: 

( ) 1cos sin .xV g f t Cα α= − + +                      (4) 

Співвідношення (4) є першим інтегралом 
диференціального рівняння (2). Для визначення сталої 
інтегрування 1C  підставимо в рівняння (4) початкову умову, а 

саме при  0t = ,     0 0.xV V=  
Тоді: 

( )0 1cos sin 0    V g f Cα α= − + ⋅ + ⇒   1 0C V= ,
 

та 

( ) 0cos sinxV g f t Vα α= − + + .
                       (5) 

Для визначення закону руху точки запишемо отримане 
рівняння наступним чином: 

( ) 0cos sinx
dx

V g f t V
dt

α α= = − + + .
 

Розділимо змінні і проінтегруємо: 

( ) 0cos sindx g f tdt V dtα α= − + + ;
 

( ) 0cos sin ;dx g f tdt V dtα α= − + +∫ ∫ ∫  
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( ) 2
0 2cos sin

2

g
x f t V t Cα α= − + + + .

 
Стала інтегрування 2C  визначиться після підстановки по-

чаткових умов (при   0t =    0 0x = ) в останнє рівняння:  

( ) 0 20 cos sin 0 0   
2

g
f V Cα α= − + + ⋅ + ⇒

 
2 0C = .

 
Таким чином, закон руху тіла має вигляд: 

( ) 2
0 cos sin

2

g
x V t f tα α= − + . 

                    
(6) 

Отже, ми одержали закони зміни швидкості (5) та коорди-
нати  х  (6) тіла в залежності від часу. 

Визначимо час Т  руху тіла до повної зупинки, швидкість 
при цьому 0хV = . 

Таким чином, рівняння (5) буде мати вигляд: 

( )00 cos sin ,V g f Tα α= − +  
звідкіля: 

( )
0

cos sin

V
T

g f α α
=

+
. 

Через час Т , згідно рівнянню (6), точка буде знаходитися 
від початку координат на відстані S, яка у нашому випадку чи-
сельно дорівнює пройденому точкою шляху: 

( ) 2
0 cos sin .

2

g
S V T f Tα α= − +

 
Підставивши вираз для Т , отримаємо: 

( )
( )

( )

2
00 0
22

cos sin

cos sin 2 cos sin

f VV V g
S

g f g f

α α
α α α α

+ ⋅⋅= −
+ +

,

 

( ) ( )
2 2

0 0 ,
cos sin 2 cos sin

V V
S

g f g fα α α α
= −

+ +
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( )
2

0

2 cos sin

V
S

g f α α
=

+
.

 
З урахуванням числових значень отримаємо: 

( )
15

2,6
9,81 0,1cos30 sin30

T = =
+� �

c ,

 

( )
215

19,6
2 9,81 0,1cos30 sin30

S= =
⋅ +� �

м .

 
Відповідь:       2,6T = c ,      19,6S = м . 

 
Задача №3 

 

Під час розгону вантажівки (рис.2.3) із стану спокою на 
прямолінійній горизонтальній ділянці сила тяги тF  перевищує 

силу опору  оF , причому різниця між силою тяги і силою опору 
збільшується пропорційно часу, збільшуючись за кожну секун-

ду на т о 1,5F F− = кH , починаючи 
від початку руху автомобіля. Вага 
вантажівки P = 70 кH . 

Визначити швидкість 
автомобіля V  через 10 t с=  після 
початку руху і пройдений шлях S. 

Розв’язок. Проведемо вісь Ox  
за напрямком руху автомобіля, 
приймаючи за початок координат 

початкове положення автомобіля у момент зрушування з місця 
(рис.2.3). 

Зобразимо автомобіль у довільному положенні і покажемо 
сили, які на нього діють: сила тяжіння  P ; нормальна реакція 
поверхні  N ;  сила тяги  тF ; сила опору  оF . 

Початкові умови при  0t =   будуть мати вигляд:  

0 00;     0.x V= =  

N  

тF  x  

V  

P  

Рис. 2.3 

оF  

О  

x  
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Запишемо векторне рівняння руху автомобіля: 

т оma P F F N= + + + .                            (1) 

Спроектуємо рівняння (1) на вісь  Ox : 

т оma F F= − . 
Оскільки   т о 1,5F F t− = ⋅ ,     то    1,5 ,ma t=  або 

2

2
1,5 .

d x
m t

dt
=

 

Враховуючи,  що   
2

2

d x dV

dtdt
= ,  отримаємо: 

1,5 
dV

m t
dt

⋅ = . 

Виконавши інтегрування цього рівняння, одержимо:  

1,5
;dV tdt

m
=     

1,5
;dV tdt

m
=∫ ∫     

2

1
1,5

.
2

t
V C

m
= +  

Сталу інтегрування 1C  визначимо використовуючи 

початкові умови. Оскільки при 00   0t V V= = = , то: 

1
1,5

0 0   
2

C
m

= ⋅ + ⇒   1 0C = . 

Таким чином, закон зміни швидкості автомобіля з часом 
має вигляд: 

21,5

2
V t

m
= .                                           (2) 

Визначимо швидкість автомобіля через 10 t c=  після по-
чатку руху: 

2 21,5 1,5 9,81
10 10,51

2 2 70

g
V t

P

⋅= = ⋅ =
⋅

м с =37,8км год . 

Враховуючи, що 
dx

V
dt

= , одержимо наступне 

диференціальне рівняння руху автомобіля: 
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21,5

2

dx
t

dt m
= . 

Розділимо змінні і проінтегруємо: 

21,5
;

2
dx t dt

m
=     21,5

;
2

dx t dt
m

=∫ ∫    
2

2
1,5

2 3

t
x C

m
= ⋅ + . 

Для визначення сталої інтегрування 2C  скористаємося по-

чатковими умовами. Оскільки  при  00    0t x x= = = , то: 

2
1,5

0 0   
6

C
m

= ⋅ + ⇒   2 0C = . 

Таким чином, закон зміни відстані x  від часу має вигляд: 

31,5
.

6
x t

m
=  

Визначимо шлях, який проїде автомобіль за час 10 t c= , 

враховуючи, що   
g

P
m= : 

3 31,5 1,5 9,81
10 35

6 6 70

g
S t

P

⋅= = ⋅ =
⋅

м . 

Відповідь:  10,51V = м с , 35S = м . 
 

Задача №4 
 

Матеріальна точка  M   масою  m   рухається на горизонта-
льній поверхні прямолінійно по осі  Ox   (рис.2.4). Точку 
відштовхує від нерухомого центра O  сила  P , яка пропорційна 

масі  m   і відстані  x , причому 
коефіцієнт пропорційності 
дорівнює 4k = . 

 

Визначити: закон руху 
точки ( )x f t= , якщо її початко-

ве віддалення від центра  O   дорівнює 0 5x = м , а початкова 

швидкість дорівнює 0 2V =  м с . 

x  P  

Рис. 2.4 

М  О  

x  
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Розв’язок. На точку  M  вздовж осі Ох  діє одна сила – 
відштовхуюча сила P . 

Згідно до умови задачі  P kmx=   і диференціальне 
рівняння руху точки у проекції на вісь  Ox  буде мати вигляд:  

x xma P kmx= = ,    або    
2

2

d x
kx

dt
= .

 
При  4k =  маємо: 

2

2
4 0

d x
x

dt
− = .                               (1) 

Рівняння (1) – лінійне диференціальне рівняння другого 
порядку зі сталими коефіцієнтами. Для нього початкові умови 
при 0t =  будуть мати вигляд: 

0 5x = м ,    0 2V = м с . 

Розв’язок диференціального рівняння будемо шукати у 
вигляді: 

x e= tα .                                         (2) 

Тоді перша похідна рівняння (2) буде: 

x eα=ɺ tα .                                      (3) 

Друга похідна: 
2x eα=ɺɺ tα .                                    (4) 

Якщо підставити  (2)  і (4)  у рівняння  (1),  одержимо: 
2eα tα 4е− tα 0= ,      або      0)4(e 2t =−αα . 

Оскільки  e tα 0≠ ,    то    2 4 0α − = . 
Розв’язками останнього рівняння є: 

1,2 2α = ± . 

Отже, загальний розв’язок рівняння (1) запишеться так: 
2 2

1 2
t tx C e C e−= + .                            (5) 

Сталі інтегрування 1C  і 2C  знайдемо із початкових умов 
руху. Для цього спочатку продиференціювавши останнє 
рівняння за часом  t  визначимо швидкість точки: 
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2 2
1 22 2t tdx

V C e C e
dt

−= = − .                      (6) 

Підставивши в рівняння (5) початкову умову, що при 

00    5t x x= = = м , а в рівняння (6) –  початкову умову, що при 

00    2t V V= = = м с , отримаємо: 
0 0

1 2

0 0
1 2

5 ;

2 2 2 ,

C e C e

C e C e

 = +


= −
   ⇒    1 2

1 2

5 ;

2 2 2 ,

C C

C C

= +
 = −

 

звідкіля: 

1 23; 2.C C= =  

Таким чином 
2 23 2t tx e e−= + . 

 
Відповідь:     2 2( ) 3 2t tx f t e e−= = + . 

 

Задача №5 
 

Тіло  М   падає з деякої висоти без 
початкової швидкості (рис.2.5). На тіло діє сила 

опору повітря 2R Vµ= , де  µ  – коефіцієнт 
опору, а  V  – швидкість тіла. 

Визначити  швидкість тіла як функцію ча-
су ( )1V f t=  і як функцію відстані у , що 

пролітає тіло ( )2V f y= . 

Розв’язування.  Зобразимо тіло  М  у 
довільному положенні на траєкторії і покажемо 
сили, які на нього діють: силу тяжіння P  і силу 
опору повітря  R . 

Спрямуємо вісь  Oy   вертикально вниз і виберемо початок 
координат у початковому положенні тіла. 

Запишемо векторне рівняння руху тіла: 

kma F P R= = +∑ . 
Спроектуємо векторне рівняння руху тіла на вісь  Oy : 

Рис. 2.5 

у  

V  

R  

P  

М  

О  

у  
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,ma P R= −    або 
   

2 21 .ma P V mg V
mg

µµ  
= − = − 

   

Позначимо   
mg

µ
, як  2

1
k

 і, після скорочення на  m , 

одержимо: 

( )
2

2 2
2 2

1
V g

a g k V
k k

 
= − = −  

 
.
 

Остаточно: 

( )2 2
2

dV g
k V

dt k
= − .  

                            (1) 

Початкові умови руху тіла при  0t =  будуть мати вигляд: 

0 00;     0.V V y y= = = =  
Рівняння (1) – диференціальне рівняння першого порядку зі 

змінними, які можна розділити. Розділивши змінні, будемо мати: 

2 2 2

dV g
dt

k V k
=

−
.
 

Інтегруючи цей вираз, одержимо: 

2 2 2
;

dV g
dt

k V k
=

−∫ ∫
  
⇒   

12

1
ln

2

k V g
t C

k k V k

+ = +
− .

 
За початковими умовами (при 00      0t V V= = = ) визначи-

мо сталу інтегрування  1C : 

12

1 0
ln 0 ;

2 0

k g
C

k k k

+ = ⋅ +
−  

⇒  1
1

ln1 ;
2

C
k

=
 
⇒  1 0.C =  

Тоді: 

2

1
ln

2

k V g
t

k k V k

+ =
−   

⇒  
 

2
ln ,

k V g
t

k V k

+ =
−  

або 
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( )2g k tk V
e

k V

+ =
−

.
   (2) 

Розв’язавши рівняння (2) відносно швидкості  V ,  знахо-
димо: 

( ) ( )2 ;g k tk V k V e+ = −  
( ) ( )2 2 ;g k t g k tk V ke Ve+ = −  

( ) ( )2 2 ;g k t g k tV Ve ke k+ = −  
( ) ( )2 21 1g k t g k tV e k e   + = −

   
.
 

Остаточно для залежності швидкості тіла від часу 

( )1V f t=   одержимо: 

( )

( )

2

2

1
.

1

g k t

g k t

e
V k

e

−=
+    

(3)
 

Щоб знайти швидкість тіла, як функцію від пройденої 
відстані  у , виключимо із диференціального рівняння (1) 
змінну t , для чого похідну від швидкості за часом подамо у 
вигляді: 

dV dV dy dV
V

dt dy dt dy
= ⋅ = . 

  
 (4)

 
Після підстановки в (1) одержимо диференціальне рівняння 

зі  змінними, які можна розділити: 

( )2 2
2

dV g
V k V

dy k
= − .

   
(5)

 
Розділяємо змінні і інтегруємо: 

2 2 2
;

VdV g
dy

k V k
=

−  

2 2 2
;

VdV g
dy

k V k
=

−∫ ∫
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( )2 2

2 2 2

1
;

2

d k V g
dy

k V k

−
− =

−∫ ∫
 

( )2 2
22

1
ln

2

g
k V y C

k
− − = + .

  
(6)

 
Для визначення  2C   скористаємося початковими умовами, 

а саме тим, що при 0 00    0y y V V= = = = : 

( )2
22

1
ln 0 0 ;

2

g
k C

k
− − = ⋅ +

  
⇒   

2
2

1
ln

2
C k= − .

 
Тоді рівняння (6) буде мати вигляд: 

( )2 2 2
2

1 1
ln ln ;

2 2

g
k V y k

k
− − = −

 

( )2 2 2
2

1 1
ln ln ;

2 2

g
k k V y

k
− − =

 
2

2 2 2

1
ln ;

2

k g
y

k V k
=

−  
2

2 2 2

2
ln

k g
y

k V k
=

−
.
              (7) 

Потенціюємо рівняння (7) і знаходимо швидкість  V   тіла 
як функцію відстані  y : 

( )22
2

2 2
;

g k yk
e

k V
=

−  

( )2

2
2 2

2
;

g k y

k
k V

e
= −

 

( )2

2
2 2

2
;

g k y

k
V k

e
= −

 

( )22

1
1 ,

g k y
V k

e
= −
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( )22
1 .

g k y
V k e

−= −  
 

Відповідь:     
( )

( )

2

2

1
;

1

g k t

g k t

e
V k

e

−=
+

      ( )22
1 .

g k y
V k e

−= −  

Задачі, які рекомендуються  для самостійної роботи: 26.2; 
27.5; 27.8; 27.27; 27.31; 27.32 [ ]2 . 
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Тема2. ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА ДИНАМІКИ 
(продовження) 

 
ЗАНЯТТЯ № 4 

 
На цьому занятті розглядаються обернені задачі, які відно-

сяться до криволінійного руху точки. 
У випадках, коли траєкторія матеріальної точки невідома, 

рекомендується користуватись рівняннями руху точки у декар-
товій системі координат. 

У випадку, коли траєкторію матеріальної точки задано, ре-
комендується розв’язувати задачу у проекціях на осі природної 
системи координат. 

 
Задача №1 

 
Матеріальна точка масою  0,2 m кг= , яка лежить на гори-

зонтальній поверхні стола, прив’язана до нерухомої точки О   
ниткою довжиною 0,35ОМ l м= = . Точці перпендикулярно до 

натягнутої нитки була 
надана початкова шви-
дкість 0 4,9V = м с , у 
наслідок чого точка 
почала описувати на 
столі коло радіусом 
ОМ  (рис.2.6). 

 

Визначити шви-
дкість точки V  і силу 

натягу нитки T  через 1 с  після початку руху, якщо коефіцієнт 
тертя  0,25f = . 

Розв’язок. Зобразимо точку  М   у довільному положенні 
на траєкторії і покажемо сили, що діють на неї: 

P  – сила тяжіння точки; 
T  – натяг нитки, направлений до точки  О  закріплення ни-

тки; 

b  

трF  

P  

τ  

n  

O  

V  

T  

M  

N  

РИС. 2.6 
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трF – сила тертя точки об поверхню стола, яка направлена у 

сторону, протилежну швидкості точки V ; 
N  – нормальна реакція поверхні стола. 

 

Оскільки траєкторія точки відома, то пов’яжемо з точкою  
М   (рис.2.6) природну систему  координат M nbτ . 

Рівняння руху точки  М   у векторній формі має вигляд: 

трkma F P F N= = + + +∑ Т .  
(1)

 
Спроектуємо рівняння (1) на осі обраної системи коорди-

нат: 

трma Fτ = − ;   (2) 

nma T= ;   (3) 

bma N P= − .   (4) 

Оскільки бінормальне прискорення завжди дорівнює нулю 
0ba = , то з рівняння  (4)  витікає: 

N P mg= = . 

Враховуючи, що  трF fN=   і  
dV

a
dtτ = , рівняння  (2) набуде 

вигляду: 

dV
m fN

dt
= −

  
⇒   

dV
m fgm

dt
= −

  
⇒   

dV
fg

dt
= − .

 
Розділивши змінні та проінтегрувавши, отримаємо: 

 dV fg dt= −   ⇒   
  dV fg dt= − ⇒∫ ∫   V fg t C= − ⋅ + . 

Оскільки  при  00   ,t V V= =  то: 

0 0   V fg C= − ⋅ + ⇒  0C V= . 
Таким чином, закон зміни швидкості матеріальної точки 

буде мати вигляд: 

0V V fgt= − . 
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При  1t c= , швидкість точки  М   буде дорівнювати: 

4,9 0,25 9,81 1 2,45V = − ⋅ ⋅ = м с . 

Враховуючи, що 
2

n
V

a
l

= , з рівняння (3) знайдемо натяг ни-

тки T : 
2 20,2 2,45

3,43 .
0,35

V
T m H

l

⋅= = =
 

Відповідь:  2,45V = м с , 3,43T = H . 
 

Задача № 2 
 

Точка М , маса якої m, руха-
ється під дією сили тяжіння по 
гладенькій внутрішній поверхні 
жолоба (рис.2.7). Поверхня жолоба 
являє собою частину бокової пове-
рхні циліндра радіусом r . У поча-
тковий момент часу точка знахо-
диться в положенні 0M , а її швид-
кість дорівнює нулю. 

 
Визначити  швидкість V  то-

чки М  і реакцію T  поверхні жолоба в положенні, коли центра-
льний кут 0 60M OM∠ = � . 

 
Розв’язок.  Зобразимо точку М  у довільному положенні на 

траєкторії, якою є внутрішня поверхня жолоба. Положення точ-
ки визначається кутом  0M OMϕ = ∠ . 

Покажемо сили, які діють на точку М : P  – сила тяжіння 

точки; T  – реакція внутрішньої поверхні жолоба, яка спрямова-
на по радіусу до центра кривини O . 

Оскільки траєкторія точки відома (дуга з радіусом r ), то 
зв’яжемо з точкою М  природну систему координат  M nτ . 

ϕ  

r  

P  τ  

n  

O  

V  

T  

M  

РИС. 2.7 

0M  ϕ  
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Рівняння руху точки  М   у векторній формі має вигляд: 

kma F P T= = +∑ .                         (1) 
Спроектуємо векторне рівняння (1) на координатні осі: 

cos cosma P mgτ ϕ ϕ= =    

тобто 

cosa gτ ϕ=    ⇒    cos
dV

g
dt

ϕ= ;  
  

(2)
 

sinnma T P ϕ= −     ⇒     

2

sin
V

m T mg
r

ϕ= − . 
          

(3)
 

У рівняннях  (2)  і  (3) три змінні величини: , , .V t ϕ  При 
розв’язуванні цих рівнянь необхідно одну зі змінних виразити 
через інші. Оскільки в умові задачі не вказаний  час руху точки, 
а задається кут зміни положення точки, то виразимо в рівнянні 
(2) змінну  t   через змінну  ϕ : 

cos .
dV dV d dV

g
dt d dt d

ϕ ω ϕ
ϕ ϕ

= = =  

Оскільки  V rω = ,  то: 

cos
dV V

g
d r

ϕ
ϕ

⋅ = . 

Розділимо змінні в останньому рівнянні і проінтегруємо: 
cos  VdV gr dϕ ϕ=  ⇒  cosVdV gr dϕ ϕ= ⋅∫ ∫  ⇒  

2

sin
2

V
gr ϕ= + С . 

Оскільки при 0t =  (коли точка знаходиться в положенні 

0M ) =0 ϕ  і 0 0V = , то: 

2
0 0 sin 0
2

V
gr= = +

 

С ⇒  0С = . 

Таким чином, закон зміни швидкості матеріальної точки 
буде мати вигляд: 
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2 sinV gr ϕ= . 

В положенні, коли 60ϕ = � , швидкість точки М  дорівнює: 

43
2 sin 2 3

3 2
V gr gr gr

π= = = ⋅ .
 

Після визначення швидкості точки  М  з рівняння (3) зна-
ходимо нормальну реакцію внутрішньої поверхні циліндра: 

2 2
sin sin

mV V
T mg m g

r r
ϕ ϕ

 
= + = +  

 
. 

При   3ϕ π=    та   2 3V r g= , одержимо: 

3 3 3
3

2 2
T m g g mg

 
= + = 

 
. 

Відповідь :  4 3V gr= ;   
3 3

2
T mg= . 

 
Задача № 3 

 
Матеріальна точка масою m рухається під дією сили  F , 

що направлена від точки M до деякого нерухомого центра O . 
Модуль сили пропорційний відстані r OM=  і дорівнює  

2F k mr= . У початковий момент точка знаходилась на відстані  
a   від центра O  і мала швидкість 0V , яка була направлена пер-
пендикулярно до прямої, що з’єднувала початкове положення 
точки 0M  з центром  O  (рис.2.8).  

 
Визначити рівняння руху матеріальної точки та її траєкто-

рію. Силою тяжіння знехтувати. 
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Розв’язок. Оскільки траєкто-
рія точки  М   невідома, то закон 
її руху будемо визначати в декар-
товій системі координат. Для 
цього візьмемо у якості початку 
координат центр O , вісь  Oх   
проведемо через початкове по-
ложення точки, а вісь Oу   спря-

муємо в бік початкової швидкості  

0V . 

Зобразимо матеріальну точку  М  у деякий момент часу в 
положенні, яке визначається координатами  ,x y , або радіусом 

r   і кутом  ϕ . 

Початковими умовами руху точки при  0t =  будуть: 

0 0

0 0 0

;        0;

0;        .

x a y

x y V

= =
= =ɺ ɺ

 
Оскільки точка  М   у момент часу  t   знаходиться від по-

чатку координат на відстані  r   ( рис.2.8), то на неї діє сила 
2F k mr= , яка напрямлена до центра  O . 

Рівняння руху точки  М   у векторній формі має вигляд: 

.kma F F= =∑  
Спроектуємо це рівняння на осі  Oх   і  Oу : 

cosxma F ϕ= −   ⇒   

2

2

d x
m

dt
=

 

2 cos ;k mr ϕ−  

sinyma F ϕ= −
  
⇒   

2

2

d y
m

dt
=

 

2 sin .k mr ϕ−  

Скорочуючи на масу  m   та ураховуючи, що  cos ,r xϕ =   

sinr yϕ = , одержимо диференціальні рівняння руху: 

r  
0V  F  

РИС. 2.8 

0M  
ϕ  

x  

y  

M  

О  x  

y  

a  
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2
2

2

2
2

2

;

;

d x
k x

dt

d y
k y

dt


= − 



= −    

⇒   

2
2

2

2
2

2

0;

0.

d x
k x

dt

d y
k y

dt


+ = 



+ =    

(1)

 
Диференціальні рівняння системи (1) є лінійними, однорід-

ними зі сталими коефіцієнтами. 
Спочатку розв’яжемо перше диференціальне рівняння сис-

теми (1). 
Розв’язок рівняння будемо шукати у вигляді: 

ntx e= . 

Після підстановки отримаємо наступне характеристичне рі-
вняння: 

022 =+ ntnt eken  ⇒
 

( ) 022 =+ knent
 ⇒

 

2n + 2k 0,=  

корені якого є уявними:  

1,2n i= ± k , 

де  1−=i   – уявна одиниця. 
Таким чином, розв’язок першого диференціального рівнян-

ня запишеться у вигляді: 

x = 1С coskt 2С+ sin kt ,    (2) 

де  1С  і 2С  – довільні сталі. 
Швидкість точки  М   вздовж осі  Oх   дорівнює: 

xV x= ɺ 1С= − к sin kt 2С+ к coskt .   (3) 

Для визначення  1С   і 2С   скористаємося початковими умо-
вами. Оскільки при  0t = : 

00 0;    0,xx x a V x= = = =ɺ  

то з рівнянь (2) і (3) отримаємо: 

0x a= = 1C ( ) ( )0sin0cos 2 ⋅+⋅ kСk     ⇒   1C ;a=  

0
0xV = = −

1C ( ) ( )00sin 2 ⋅+⋅ kсosкСk   ⇒   2 C 0.=  
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Таким чином, рівняння руху точки  М   у напрямку  осі  
Oх   має вигляд: 

cosx a= kt .   (4) 

Аналогічно, для другого диференціального рівняння систе-
ми (1) одержимо: 

3 cosy C= kt 4C+ sin kt ,   (5) 

yV y= = −ɺ 3С к sin kt 4С+ к cos ,kt   (6) 

де 3С  і 4С  – довільні сталі. 

Для визначення довільних сталих 3С  і 4С  скористаємося 

тим, що при  0t = :        
00 0 0.0;    yy y V y V= = = =ɺ . 

Тоді, з рівнянь (5) та (6) випливає:  

0 0 0yV V= = − ⋅ 3С k sin (k ⋅ 0)+ 4C k cos(k ⋅ 0)  ⇒  4 0 /C V= ;k
 

0 30 cosy C= = (k ⋅ 0)+ 4C sin⋅ (k ⋅ 0)
  
⇒   3 0.C =  

Таким чином, рівняння руху точки  М   у напрямку осі  Oу  
має вигляд: 

0 sin
V

y
k

= .kt     (7) 

Визначимо траєкторію точки  М . Для цього виключимо 
параметр  t   з рівнянь (4) і (7) та знайдемо функціональну      
залежність між координатами x   і  y . Спочатку рівняння (4) і 

(7) приведемо до вигляду:      cos ;  
x

kt
a

=
0

  
k

V
  y sin= k .t  

Після чого піднесемо до квадратів ліві і праві частини оде-
ржаних рівнянь і складемо їх відповідно: 

2
2cos ;        

x
kt

a
  = 
 

2

0

ky

V

 
 
   

2sin ,kt=  

2

2

x

a
+ ( )

=
2

0

2

kV

у

 

2 2cos sin 1.kt kt+ =  
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Таким чином, траєкторією точки М  є еліпс,  піввісі якого 
по осям Oх  і Oу  дорівнюють  a   і  0V / k , відповідно.  

 

Відповідь:  cosx a= kt ;  0 sin
V

y
k

= kt ;  
2

2

x

a
+

( )2
0

2

kV

у
1.=  

 
Задача № 4 

 

Важке кільце  М  нанизане на горизонтальне гладке дротя-
не коло (рис.2.9). Кільцю надають початкову швидкість  0V , яка 

спрямована за дотичною до кола. 
Під час руху кільця на нього діє 
сила опору  F km V= , де  m  – 
маса кільця,  V  – його швидкість,  
k  – сталий коефіцієнт. 

Визначити: через який про-
міжок часу 1t  кільце зупиниться, 

якщо  0 16V = м

c
,  0,5k = . 

Розв’язок. Оскільки траєкто-
рія важкого кільця  М  відома – це коло радіуса  r , то з кільцем 
пов’яжемо природну систему координат M nbτ . 

Покажемо сили, що діють на важке кільце  М : 
P    –   сила тяжіння кільця; 
F    – сила опору, яка спрямована у бік, протилежний 

швидкості V ;  
N    –  реакція поверхні дротяного кола, яка лежить в  
            площині  Mnb, що перпендикулярна до кола. 
Рівняння руху кільця  М   у векторній формі має вигляд: 

.kma F P F N= = + +∑  
Спроектуємо це рівняння на вісь Mτ :    

ma F km Vτ = − = − ,   або   dV
k V

dt
= −

 
. 

b  

F  
P  

τ  

n  

O  
r  

M  

N  

РИС. 2.9 

V  
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Розділимо в останньому рівнянні змінні та проінтегруємо. При 
інтегруванні врахуємо, що швидкість кільця змінюється від 0V  в 
початковий момент часу ( 0t = ) до V  в деякий момент часу  t : 

dV
kdt

V
= −  ⇒  

0 0

V t

V

dV
k dt

V
= −∫ ∫

 
⇒  

0 0
2

tV

V
V kt= −  ⇒

 

( )02 V V kt− = −
  
⇒

  
0 2

k
V V t= − .

 
Таким чином, закон зміни швидкості важкого кільця буде 

мати вигляд:  
2

0 2

k
V V t

 = − 
 

.
 

Визначимо час руху кільця. В момент часу  1t t= , коли кі-
льце зупиняється, швидкість  0V = , тобто: 

0 1 0
2

k
V t− =  ⇒  0 12 V kt=  ⇒  

0
1

2 V
t

k
= .

 
Підставивши в останнє рівняння числові дані, одержимо: 

1
2 16

16
0,5

t = =
 
c .

 
Відповідь:  1 16t = c . 

 
Задача №5 

 

Матеріальна точка масою m, яку кинуто з початковою 
швидкістю  0V   під кутом  α   до горизонту, переборює під час 

руху силу опору повітря VkmgR −= , де k  – сталий коефіцієнт. 
 
Визначити  найбільшу висоту  H   підйому точки, час  T , 

необхідний для цього, і горизонтальне віддалення S від почат-
кового положення у момент найбільшого підйому, якщо: 

9,81 g = 2/м с , 0,1 k = с м , 30 ;α = �  0 30 V = м с .  
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Розв’язок. Скористаємося координатним методом, оскільки 
траєкторію матеріальної точки  М   не задано. 

Виберемо початок координат у точці O , в якій починається 
рух точки (рис.2.10), і напра-
вимо вісь Oz паралельно 

силі тяжіння P  вертикально 
вгору. Тоді осі Ox  і Oy  роз-
ташуються в горизонтальній 
площині. При цьому вісь Oy  
направимо таким чином, 
щоб швидкість 0V  була 

розташована у площині Oyz.  
На точку М  діють дві 

сили: сила тяжіння Р , яка 

спрямована вертикально вниз, і сила опору R , напрямок якої 

протилежний напрямку швидкості V  (рис.2.10). 
Для обраної системи координат при  0=t   маємо наступні 

початкові умови: 

0 0 00,             0,             0;x y z= = =  

0 0 00 00,    cos ,   sin .x y zV V V V Vα α= = =
 

Рівняння руху точки  М   у векторній формі має вигляд: 

.kma F P R= = +∑    (1) 

Спроектуємо вираз  (1)  на осі координат:  

0;xma =     (2) 
;y yma R=
    

(3)
 

.z zma R P= −         (4) 
Враховуючи, що: 

;x
x

dV
a

dt
=    ;y

y

dV
a

dt
=

   
,z

z
dV

a
dt

=
 

0V  

R  

Рис. 2.10 

x  

α  

y  

z  

M  

О  
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P  

V  

H
 

β  
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а проекції сили опору  R   на координатні осі дорівнюють 

cos cos ;y yR R kmgV kmgVβ β= − = − = −
 

sin sin ,z zR R kmgV kmgVβ β= − = − = −  
то система (2÷4) після скорочення на  m  зведеться до наступної 
системи диференціальних рівнянь: 

;0=
dt

dVx

    
( 2′ ) 

,y
y kgV

dt

dV
−=

    
( 3′ )

 

)1( z
z kVg

dt

dV +−= .
   

( 4′ )
 

Кожне диференціальне рівняння системи ( 42 ′÷′ ) можна 
інтегрувати окремо, незалежно від інших рівнянь. 

Розділяючи змінні й інтегруючи кожне з рівнянь системи 
( 42 ′÷′ ), одержимо: 

1;xV C=     (5) 

y

y

dV
kgdt

V
= −

 
⇒

 

y

y

dV
kgdt

V
= −∫ ∫  ⇒

  

2ln ;yV kgt C= − +    (6) 

,
1

z

z

dV
gdt

kV
= −

+  
⇒

 1
z

z

dV
gdt

kV
= −

+∫ ∫
 
⇒

 

3
1

ln(1 ) .zkV gt C
k

+ = − +
  

(7) 

Підставляючи в рівняння (5), (6) і (7) початкові умови, ви-
значимо сталі інтегрування.  

0 1xV C=
  ⇒   1 0;C =  0 2ln 0yV kg C= − ⋅ +

  ⇒    2 0ln( cos );C V α=  

0 3
1

ln(1 ) 0zkV g C
k

+ = − ⋅ +    ⇒   3 0
1

ln(1 sin ).C kV
k

α= +  
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З урахуванням отриманих значень  1 2,  C C  і 3C  рівняння 
(5), (6) і (7) набудуть вигляду:  

0;x
dx

V
dt

= =
    

(8) 

)cosln(ln 0 αVkgtVy +−=  ⇒  
0

ln ;
cos

yV
kgt

V α
= −           (9) 

)sin1ln(
1

)1ln(
1

0 αkV
k

gtkV
k z ++−=+

  
⇒  

.
sin1

1
ln

1

0

gt
kV

kV

k
z −=









+
+

α
    (10) 

Потенціюємо рівняння (9) і (10) і знаходимо yV  й zV  як 

функції часу t . 
З рівняння (9) знаходимо: 

,
cos0

kgty e
V

V −=
α  

або 

.cos.
0 αkgt

y eV
dt

dy
V −==    (11) 

 
З рівняння (10) знаходимо: 

;
sin1

1

0

kgtz e
kV

kV −=
+

+
α

       ,)sin1(1 0
kgt

z ekVkV −+=+ α  

або 

( )[ ].1sin1
1

0 −+== −kgt
z ekV

kdt

dz
V α .  (12) 

Розділимо змінні в рівняннях  (8), (11) і (12): 

0;dx =  

; cos0 dteVdy kgt α−=  
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( )[ ] ,1sin1
1

0 dtekV
k

dz kgt −+= −α  

і знайдемо після інтегрування: 

;4Cx =     (13) 

dteVdy kgt
∫∫

−= αcos0
  ⇒   

0
5

cos
;kgtV

y e С
kg

α −= − +
   

(14) 

( )[ ] =−+= ∫∫
− dtekV

k
dz kgt  1sin1

1
0 α

[ ]∫∫ −+ − dtdtekV
k

kgt)sin1(
1

0 α
  ⇒  

0
6

1 sin1
.kgtkV

z e t С
k kg

α − += − + + 
      

(15)
 

Для визначення сталих інтегрування 54   , СС  і 6С  
скористаємося початковими умовами. Оскільки при  0=t : 

,0  ;0  ;0 000 === zyx  

то з рівнянь (13), (14) і (15) випливає: 

40 Cx =   ⇒   ;04 =C  

00
0 5

cos kgV
y e С

kg

α − ⋅= − +   ⇒   ;
cos0

5 kg

V
С

α=  

00
0 6

1 sin1 kgkV
z e С

k kg

α − ⋅ += − + 
    

⇒   0
6 2

1 sin
.

kV
C

k g

α+=  

Підставивши знайдені значення сталих інтегрування в (13), 
(14) і (15) отримаємо рівняння руху матеріальної точки  М   в 
декартовій системі координат: 

;0=x     (16) 

( );1
coscoscos 000 kgtkgt e
kg

V

kg

V
e

kg

V
y −− −=+−= ααα

 
(17) 
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=
+

+







+

+
−= −

gk

kV
te

kg

kV

k
z kgt

2
00 sin1sin11 αα

,
sin1sin1

2
0

2
0

gk

kV

k

t
e

gk

kV kgt αα +
+−

+
−= −  

( )0
2

1 sin
1 .kgtkV t

z e
kk g

α −+= − −    (18) 

Одним з висновків цієї задачі є те, що, оскільки руху в 
напрямі осі Ох нема, усі сили лежатимуть в площині yOz  

Визначимо час підйому точки  М   на максимальну висоту  
H . Підйом точки буде продовжуватися до моменту часу T , ко-
ли вертикальна проекція  zV  швидкості стане рівною нулю, тоб-

то .0=zV  

Підставивши у рівняння (12) значення 0=zV , одержимо: 

0
1

0 (1 sin ) 1 ,kgTkV e
k

α − = + − 
 

0(1 sin ) 1,kgTkV eα −+ =  

0
1

1 sin ,  kgT
kgT

kV e
e

α −+ = =
 

( )0ln 1 sin .kgT kV α= +
 

Остаточно: 

).sin1ln(
1

0 αkV
kg

T +=  

Підставивши у цей вираз вихідні дані 

0,1k = / ;с м  10g = 2  / ;м с  30V =   / ;  м с   30 ,α = �  

одержимо час підйому  T   матеріальної точки  М   на макси-
мальну висоту: 

( ) .92,05,2ln5,0301,01ln
101,0

1
cT ==⋅⋅+

⋅
=

 
Визначимо максимальну висоту підйому  H   точки з виразу 

(18) при 0,92 T c= : 
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( )0
2

1 sin
1 kgTkV T

H e
kk g

α −+= − − =

 ( )0,110 0,92
2

1 0,1 30 0,5 0,92
1 2,72 5,8

0,10,1 10
м− ⋅ ⋅+ ⋅ ⋅= − − =

⋅
.  

Горизонтальне віддалення  S  у момент найбільшого 
підйому  H   знайдемо з рівняння (17): 

( ) мe
kg

V
S kgT 6,15

5,2

1
1

101,0

866,030
1

cos0 =






 −
⋅

⋅=−= −α
. 

 
Відповідь:   0,92 T c= ;  5,8 H = м ;  15,6 S = м . 

 
Задача №6 

 
Точка масою 0,1m кг=  рухається під дією сили, яка при-

тягує її до нерухомого центра O  і пропорційна відстані від точ-
ки до цього центра, причому коефіцієнт пропорційності 

5,89c = H м . Опір руху в середовищі є пропорційним швидко-

сті, причому коефіцієнт пропорційності 4,9µ = мcH ⋅ . 
Початкові умови руху при 0t = : 

;00 =x  ; 300 мy =  ; 2000
смxVx == ɺ  . 1000

смyVy == ɺ  

Силу тяжіння при розв’язуванні задачі не враховувати. 
Визначити рівняння руху точки: ( ) ( )1 2,      x f t y f t= = . 

Розв’язок. Зобразимо 
точку  М   у довільному по-
ложенні на траєкторії 
(рис.2.11) і покажемо сили, 
які на неї діють: 

F  – яка притягує точку  
М   до центра  O , і R  – опір 
середовища, який спрямова-
ний протилежно швидкості  
V  точки М .   

0V  
R  

РИС. 2.11 

x  
α  

у  

M  

О  

β  

V  

0yV  

0xV  
0M  

xV  

yV  
F  

r  
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Як витікає із умови задачі: 

F cr= −   і R Vµ= − . 

Оскільки траєкторія точки заздалегідь невідома, то з 
центром  O   пов’яжемо прямокутну систему координат  Oxy . 
Тоді положення точки  М   на траєкторії буде визначатися ко-
ординатами  x   і  y . 

Рівняння руху точки у векторній формі має вигляд: 

kma F R F= = +∑ . 

Спроектуємо це рівняння на осі координат. Позначивши че-
рез  α   і  β  кути, які відповідно утворюють радіус-вектор  r   і 

швидкість  V   точки  М   з віссю  Ox , одержимо: 

cos cos ;

sin sin ,
x

y

ma mx F R

ma my F R

α β
α β

= = − −
= = − +
ɺɺ

ɺɺ
 

або 

cos cos ;

sin sin .

mx cr V

my cr V

α µ β
α µ β

= − −
= − +
ɺɺ

ɺɺ  
Оскільки: 

cos ;  r xα =
     

cos ;xV V xβ = = ɺ
 

sin ;r yα =
       

sin yV V yβ− = = ɺ , 

то:    
0;

0.

mx x cx

my y cy

µ
µ

+ + =
+ + =
ɺɺ ɺ

ɺɺ ɺ
 

Підставивши в ці рівняння  0,1m= кг , 5,89 c = H м , 

4,9µ =
м

сН ⋅
, одержимо: 

49 58,9 0,x x x+ + =ɺɺ ɺ    (1) 

49 58,9 0.y y y+ + =ɺɺ ɺ    (2) 

Одержано два незалежних одне від одного лінійних дифе-
ренціальних рівняння другого порядку. 
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Розглянемо розв’язування першого рівняння. Розв’язок бу-
демо шукати у вигляді: 

ntx e= . 
Тоді: 

2;    nt ntx ne x n e= =ɺ ɺɺ . 

Підставивши ,x xɺ  і xɺɺ  у рівняння (1), одержимо характери-
стичне рівняння: 

2 49 58,9 0nt nt ntn e ne e+ + = , 

або 
2 49 58,9 0.n n+ + =                             (3) 

Звідкіля: 

1,2
49 2401 235,6

;
2

n
− ± −=

    
1,2

49 46,5
;

2
n

− ±=
 

1 1,25;n = −     2 47,75n = − . 
Оскільки корені характеристичного рівняння (3) дійсні і різні, 

то в цьому випадку частковими розв’язками будуть функції  
1 1,25

1
n t tx e e−= =  і 2 47,75

2 ,n t tx e e−= =  а загальним розв’язком буде: 

1,25
1

tx C e−= + 47,75
2 ,tC e−

                         (4) 

де   1C   і  2C  – довільні сталі. 

Тоді залежність проекції швидкості  xV   від часу буде  

1,25xV x= = −ɺ 1С
1,25te− 47,75− 2С

47,75te− .              (5) 

Враховуючи, що в рівняннях (1) і (2) коефіцієнти збігають-
ся, то для другого диференціального рівняння можна записати: 

1,25
3

ty C e−= + 47,75
4 ;tC e−

                        (6) 
1,25 47,75

3 41,25 47,75t t
yV y C e C e− −= = − −ɺ .                (7) 

Для визначення сталих інтегрування 1, 2, 3, 4      C C C C  скори-

стаємося початковими даними.  
Оскільки при  0t =  
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;00 =x  ; 300 мy =  
; 2000
смxVx == ɺ

 
, 1000
смyVy == ɺ

 
то рівняння (4), (5), (6) і (7) набудуть вигляду: 

0 0
1 20 C e C e= + ,                        1 2 0C C+ = ;                    ( 4′ ) 

0 0
1 220 1,25 47,75 ,C e C e= − −     1 21,25 47,75 20;C C+ = −  (5′ ) 

0 0
3 430 C e C e= + ,                      3 4 30C C+ = ;                  ( 6′ ) 

0 0
3 410 1,25 4,775 ,C e C e= − −     3 41,25 4,775 10.C C+ = −  ( 7′ ) 

Розв’язуючи разом рівняння ( 4′ ) і (5′ ) та (6′ ) і (7′ ), одер-
жимо: 

1 2 3 40,43;    0,43;    30,12;    0,12.C C C C= = − = = −  
Підставляючи  знайдені сталі в рівняння (4) і (6), одержимо: 

1,25 47,750,43 0,43 ;t tx e e− −= −  
1,25 47,7530,12 0,12 .t ty e e− −= −  

 

Відповідь:   1,25 47,750,43 0,43 ,t tx e e− −= − ( );м  

1,25 47,7530,12 0,12 ,t ty e e− −= − ( )м . 

Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи: 27.42; 
27.44; 27.52; 27 [ ]2 . 
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ТЕМА 3.  КОЛИВАННЯ МАТЕРІАЛЬНОЇ ТОЧКИ 
 

ЗАНЯТТЯ  № 5 
 

Зміст 

3.1. Вільні  коливання матеріальної точки. 
3.2. Вплив сталої сили на вільні коливання. 
3.3. Контрольні запитання. 
3.4. Порядок розв’язування задач на вільні коливання. 
3.5. Приклади розв’язування задач. 

 

3.1. Вільні гармонічні коливання  
матеріальної точки 

 
Вільні гармонічні коливання матеріальної точки 

відбуваються під дією відновлювальної сили, яка намагається 
повернути точку у положення рівноваги. Прикладом такої сили 
може бути сила пружності пружини. 

Відновлювальна сила змінюється за лінійним законом. Як-
що на матеріальну точку діє сила пружності пружини  F , то: 

F c= ⋅ ∆ , 

де    ∆   –  деформація пружини, 
c   –  коефіцієнт жорсткості. 
Коефіцієнт жорсткості  c   чисельно дорівнює силі, яку 

необхідно прикласти до пружини для того, щоб деформувати її 
на одиницю довжини. 

Одиницею вимірювання коефіцієнта жорсткості  c   у 
системі одиниць CI   є  H м . У практиці частіше 

застосовується одиниця  H см . 

Рух матеріальної точки M  з масою m   по горизонтальній 
осі (рис.3.1) під дією відновлювальної 
сили F , яка дорівнює за модулем  
F c x= , описується диференціальним 

рівнянням: 

xɺɺ + к 2 x 0,=    де  2к c m= .   (3.1) 
Рис. 3.1 

x  

F  O  M  x  
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Розв’язок цього рівняння, або закон зміни координати  х   
від часу  t ,  має вигляд: 

x = 1С cosк t + С 2 sin к t ,      (3.2) 

де  1С  і  2С  – сталі інтегрування, які визначаються за початко-
вими умовами. 

У амплітудній формі рівняння руху записується наступним 
чином: 

x sina= ( ),кt α+    (3.3) 

де  a  – амплітуда  коливань, тобто найбільше відхилення  
точки, яка коливається, від положення рівноваги; 

 ( )kt α+  – фаза коливань; 

α  – початкова фаза коливань; 
k  – кругова  частота  коливань,  тобто кількість коливань 

матеріальної точки за  2π   секунд: 

c
k

m
= .

    
(3.4)

 
Якщо початкові умови руху матеріальної точки при  0t =   

мають вигляд 0 0;  ,x x x x= =ɺ ɺ  то: 

2
2 0 0

0 2
0

;         
x kx

a x tg
xk

α= + =
ɺ

ɺ
. 
 

(3.5)
 

Періодом коливань  T   матеріальної точки назива-
ється найменший проміжок часу, після закінчення якого 
точка буде мати ту ж саму координату: 

2
2

m
T

k c

π π= = .   (3.6) 

 
Із наведених залежностей витікає, що амплітуда  a   і по-

чаткова фаза  α   залежать від початкових умов, а період  T   і 
кругова частота  k  – не залежать від початкових умов. 
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3.2. Вплив сталої сили на вільні коливання 
 

У цьому випадку початок відліку вибирається у положенні 
статичної рівноваги, тобто на відстані  cтδ , яка відкладається у 
напрямку сталої сили і визначається із співвідношення: 

ст

P

c
δ = ,    (3.7) 

де  P  – модуль сталої сили. 
Диференціальне рівняння руху при наявності сталої сили 

співпадає за формою з диференціальним рівнянням вільних ко-
ливань. Звідси виходить, що 

 

стала сила  P   не змінює характеру коливань, які 
здійснює точка під дією відновлювальної сили F , а 
тільки зміщує центр цих коливань у бік дії сили  P   на 
величину статичного відхилення стδ . 

 

Період коливань та кругова частота дорівнюють: 

2 ст

m
T

P
π δ= .

   
(3.8)

 

.
ст

P
k

mδ
=

    
(3.9)

 
 

3.3. Контрольні запитання 
1. Під дією якої сили відбуваються вільні гармонічні коли-

вання? 
2. Який вигляд має диференціальне рівняння вільних 

гармонічних коливань? 
3. Що називається амплітудою, періодом та частотою 

вільних коливань матеріальної точки? 
4. Від яких факторів залежить частота та період вільних 

коливань? 
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5. Від яких факторів залежать амплітуда та початкова фаза 
вільних коливань? 

6. Як впливає стала сила на вільні коливання? 
7. Як визначається величина статичного відхилення точки? 

 
3.4. Порядок розв’язування задач  

на вільні  коливання 
 

Розв’язування задач на вільні коливання матеріальної точки 
рекомендується  робити у наступному по-
рядку: 

1. Зобразити матеріальну точку у 
довільному положенні та показати сили, 
які на неї діють. 

2. Вибрати систему відліку, початок 
координат розмістити у положенні 
статичної рівноваги і спрямувати вісь у бік 
руху точки. 

3. Записати початкові умови руху 
матеріальної точки. 

4. Скласти диференціальне рівняння 
руху матеріальної точки у проекції на 
відповідну вісь. 

5. Проінтегрувати диференціальне 
рівняння руху. 

6. Визначити сталі інтегрування, ви-
користовуючи початкові умови. 

7. Записати остаточне рівняння руху. 
 

3.5. Приклади розв’язування задач 
 

Задача  № 1 
Визначити максимальне подовження max∆  пружини  АВ   

(рис. 3.2,а) у сантиметрах при вільних вертикальних коливаннях 
вантажу, якщо він прикріплений у точці В  до недеформованої 
пружини та відпущений зі стану спокою. Статична деформація 
пружини під дією вантажу дорівнює смст 2=δ . 

Рис. 3.2 

В  

)а  )б  

А  А  

В  

а
 

l 0
 

∆ m
a

x 

δ c
т

 

О  
F  

G  
х  
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Розв’язок. Зобразимо вантаж у довільному положенні 
(рис.3.2,б) та покажемо сили, що на нього діють: силу пружності 
пружини F , яка є відновлювальною силою, і силу тяжіння ван-

тажу G .  
Оскільки на вантаж крім відновлювальної сили F , діє і ста-

ла сила – сила тяжіння вантажу  G , то центр коливань змістимо 
відносно кінця недеформованої пружини  в напрямі сили 
тяжіння на стδ  (точка О ). Вісь  Ох   спрямуємо в напрямі руху 

вантажу. 
Коли вантаж буде знаходитися у крайньому нижньому 

положенні (рис.3.2,б), то максимальне подовження пружини бу-
де складатися з статичної деформації  стδ   та амплітуди  а  

вільних коливань: 

acт +=∆ δmax . 
Величину амплітуди можна визначити з виразу: 

2

2
02

0
k

x
xa

ɺ
+= ,   (1) 

де 0x  – початкове положення вантажу; 

0xɺ  – початкова швидкість вантажу. 

За умовою задачі при ;      0 0 cтxt δ−==     00 =xɺ . 

Підставляючи значення 0x   та  0xɺ   у рівняння  (1), дістане-

мо: 

( ) cтст
k

a δδ =+−=
2

2 0
. 

Таким чином, максимальне подовження пружини дорівнює: 
cмстстст  4222max =⋅==+=∆ δδδ . 

 
Відповідь: . 4max cм=∆  
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Задача № 2 
Вантаж масою кгm 25=  підвішений до пружини з 

коефіцієнтом жорсткості  мНс /800=  і знаходиться у 

вільному прямолінійному коливальному русі. 
Визначити модуль прискорення  ва   вантажу  у момент 

часу, коли його центр тяжіння знаходиться на відстані cм 5  від 
положення статичної рівноваги. 

 
Розв’язок.  При вивченні вільних коливань під 

дією відновлювальної (сила F  пружності пружи-
ни) та сталої сили (у даному випадку - сили 

тяжіння  G ) початок координат краще усього виб-
рати у положенні статичної рівноваги (точка О ) 
(рис.3.3), тобто зміщеним на стδ  відносно неде-

формованого стану в напрямі сили  G . Тоді 
рівняння руху вантажу буде мати вигляд: 

)sin( α+= ktax .    (1) 

Для знаходження прискорення вантажу два ра-
зи продиференціюємо це рівняння за часом: 

).sin(

),cos(

2
в

в

α

α

+−==

+==

ktakxa

ktakxV

ɺɺ

ɺ

 

Останній вираз представимо у вигляді: 

[ ] xkktaka 22
в )sin( −=+−= α ,  (2) 

оскільки   xkta =+⋅ )sin( α . 
Визначимо кругову частоту коливань, яка входить у праву 

частину рівняння (2): 

;/132
25

800 22 c
m

c
k ===  

За умовами задачі необхідно визначити модуль прискорен-
ня вантажу, коли його центр тяжіння знаходиться на відстані 

cм 5  від положення статичної рівноваги, тобто cмх  5= . 

Рис. 3.3 
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Остаточно  
22

в / 6,1/ 160532 смссмa −=−=⋅−= . 

Відповідь:      2
в / 6,1 смa −= . 

 

Задача № 3 
 

Визначити еквівалентний коефіцієнт жорсткості еквс  двох 

пружин та період коливань вантажу P  вагою Н18 , підвішеного 
до цих пружин, якщо пружини з’єднані послідовно (рис. 3.4,а) і 
паралельно (рис. 3.5). Коефіцієнти жорсткості пружин: 

мНс / 21 = ; мНс / 182 = . 
 

Розв’язок: У випадку послідовного з’єднання пружин за-
гальне статичне подовження  стδ  буде дорівнювати сумі ста-

тичних подовжень першої та другої пружини: 

стстст 21 δδδ += .   (1) 
Оскільки кожна з пружин у статич-

ному положенні розтягується силою  P ,  
то  згідно з  (3.7): 

,
1

1 c

P
ст =δ      .

2
2 c

P
ст =δ  

З урахуванням  останніх 
співвідношень формула (1) набуде ви-
гляду: 

21

21

21

)(

сс

ссР

с

Р

с

Р
ст ⋅

+=+=δ . 

Для еквівалентної розрахункової 
схеми з однією пружиною (рис. 3.4,б): 

пос
екв

ст
с

Р=δ , 

1 

2  

P  P  

1с  

2с  

еквс  

Рис. 3.4 

а)  б)  

δ с
т
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де пос
еквс  – коефіцієнт жорсткості еквівалентної пружини, яка 

заміняє дві послідовно з’єднані пружини. 
Оскільки статичне подовження заданої (рис. 3.4,а) і 

еквівалентної (рис. 3.4,б) схем повинно бути рівним, то: 

пос
еквс

Р

21

21 )(

сс

ссР

⋅
+

=   ⇒   
21

21

сс

сс
спосекв +

⋅
= . 

З урахуванням числових даних: 

мНспосекв /8,1
182

182 =
+
⋅= . 

Період коливань за формулою (3.8): 

2пос ст

m
T

P
π δ= =

⋅
==

пос
екв

ст

сg

P

g
πδπ 22  

c34,6
8,181,9

18
2 =

⋅
= π . 

У випадку паралельного з’єднання пружин (рис. 3.5) їх ста-
тичне подовження буде однаковим: 

стстст δδδ == 21 . 

Виходячи з формули (3.7) пружини будуть розтягнуті зу-
силлями: 

;11 cP ст ⋅= δ      .22 cP ст ⋅= δ   

Таким чином, сила тяжіння  ванта-
жу P  буде зрівноважуватися двома вер-
тикальними зусиллями 1P  і 2P  пружин, 

тобто,     1 2P P P= + , 
або: 

21 сcP стст δδ += . 

З іншого боку, для еквівалентної розрахункової схеми з 
однією пружиною (рис. 3.4,б): 

пар
еквстcP δ= , 

Рис. 3.5 

1 2  

P  
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де пар
еквс  – коефіцієнт жорсткості еквівалентної пружини, яка 

заміняє дві паралельні пружини. 
Звідси 

.21 ссспарекв +=  

З урахуванням числових даних: 

мНспарекв / 20182 =+= . 

Період коливань за формулою (3.8): 

2пар ст

m
T

P
π δ= =

⋅
=

пар
еквсg

Pπ2 c 9,1
2081,9

18
2 =

⋅
π . 

Відповідь:  мНспосекв / 8,1= ,       cTпос  34,6= ; 

мНспарекв / 20= ,       cTпар  9,1= . 
 

Задача № 4 
 

Пружина  АВ , яка закріплена одним кінцем у точці  А , є 
такою, що для подовження її на 1=∆l см необхідно прикласти у 
точці  В   при статичному навантаженні силу НР  196,0= . У 
деякий момент часу до нижнього кінця  В   недеформованої 
пружини підвішують гирю  G , масою 100 г і відпускають її без 
початкової швидкості. Нехтуючи масою пружини, написати 
рівняння подальшого руху гирі і визначити амплітуду a  та 
період T  її коливань, відносячи рух гирі до осі, яка проведена 
униз із положення статичної рівноваги гирі. 

Визначити:  ( );    ;    .x f t a T=  
Розв’язок. Зобразимо гирю G  у проміжному положенні 

(рис.3.6). На неї діють сила тяжіння G   і сила пружності  F . 
Вісь  х  спрямуємо вертикально донизу, а початок відліку 
візьмемо у точці  О , яка віддалена від кінця  В   
недеформованої пружини на величину  cтδ . 

Початкові умови при 0t =   мають вигляд: 

0 стx δ= − ;   0 0x =ɺ . 

Рівняння руху гирі G   запишемо у диференціальній формі: 
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.xmx G F= −ɺɺ  

З іншого боку 

xF c c= ∆ = (δ ст + x ). 

Тоді 

.стmx G c cxδ= − −ɺɺ   

      (1) 

Статичне відхилення дорівнює: 

,ст G cδ =       або       стG c δ= ⋅ . 
 

Підставивши в (1) вираз для G , 
отримаємо: 

ст стmx c c cxδ δ= − −ɺɺ  ⇒  0mx cx+ =ɺɺ   ⇒   0
c

x x
m

+ =ɺɺ . 

Розв’язок цього диференціального рівняння у амплітудній 
формі має вигляд: 

( )sinx a kt α= + .                                (1) 

Колова частота  k  коливань гирі G  визначається 
залежністю (3.4): 

c
k

m
= , 

де  
0,196

0,196
1

P
c

l
= = =

∆
/H см = 19,6 /H м . 

Тоді 

19,6
14

0,1
k = = 1c− . 

Визначимо амплітуду коливань гирі за формулою (3.5): 
2

2 0
0 2

x
a x

k
= +

ɺ
, 

Рис. 3.6 
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де  стх δ−=0 ,    00 =хɺ . 
Тоді,  

2
2

0
ст стa

k
δ δ= + = , 

а оскільки  

0,1 9,81
0,05

19,6ст

G mg

с c
δ ⋅= = = = м, 

то амплітуда коливань гирі 

0,05 a = м . 

Початкову фазу коливань α знайдемо за формулою (3.5): 

( )0

0 0
стkkx

tg
x

δ
α

−
= = = −∞
ɺ

 ⇒  
2

πα = − . 

З урахуванням знайдених величин  a ,  k   та  α   рівняння 
(1) руху гирі має вигляд:  

0,05sin 14 0,05cos14
2

x t t
π = − = − 

 
 м. 

Період вільних коливань гирі дорівнює (3.8): 

0,05
2 2 2 0,45

9,81
cт

cт
m

T
G g

δπ δ π π= = = = c . 

 

Відповідь:  0,05cos14x t= − ;  0,05 a м= ;  0,45T c= . 
 

 
Задача № 5 

 
Під час рівномірного опускання вантажу вагою 2Q =  кН   

із швидкістю  5V =  м с , від затиснення троса у обоймі блока 
(рис.3.7), трапилася раптова затримка верхнього кінця троса, 
наякому опускався вантаж. 
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       Визначити найбільший натяг maxF  тро-
са під час коливання вантажу, якщо 
коефіцієнт жорсткості троса  400c =  кH м . 
Вагою троса нехтувати. 
 

Розв’язок. Початок координат вибира-
ємо у положенні статичної рівноваги на від-
стані  стδ   від початкового стану (точка О ). 

Із умови задачі витікає, що максималь-
ний натяг троса буде при крайньому нижнь-
ому положенні вантажу  Q . У цьому випад-
ку деформація буде дорівнювати сумі ста-
тичного відхилення і амплітуди коливань 
вантажу  Q . Таким чином: 

( )max стF c aδ= + . 

Отже, задача зводиться до визначення амплітуди коливань. 
Амплітуда коливань визначається за допомогою початкових 

умов: 
2

2 0
0 2

x
a x

k
= +

ɺ
, 

де  0x  – початкове положення вантажу  Q ; 

0xɺ  – початкова швидкість вантажу  Q . 
У даній задачі початкові умови при  0t =   мають вигляд: 

0 стx δ= − ;     0 5x =ɺ  м с . 

Визначаємо кругову частоту коливань: 

1400 9,81
44,3 

2

c c g
k c

m Q
−⋅ ⋅= = = =  

та величину статичного відхилення: 

2
0,005 

400ст

Q
м

c
δ = = = . 

Рис. 3.7 
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Тоді 

2
2

2

5
0,005 0,113 

44,3
a м= + = . 

Максимальний натяг троса дорівнює: 

( ) ( )max 400 0,005 0,113 47,2стF c aδ= + = + =  кН . 

Треба звернути увагу на те, що вантаж вагою  2Q =  кН   
при затисненні троса викликає в ньому зусилля у 23 рази 
більше, ніж його вага, що може призвести до розриву троса та 
аварії. 

 

Відповідь:  max 47,2F =  кН . 
 
 

Задача № 6 
 

Вантаж  Q , який падає з висоти  1 h = м   без початкової 
швидкості, б’ється об середину 
пружної горизонтальної балки, 
кінці якої А  і В  закріплені 
(рис.3.8).  

Визначити рівняння 
( )x f t=  подальшого руху ван-

тажу разом з балкою відносно 
осі, яка проведена вертикально 
вниз із положення статичної 
рівноваги балки разом з ванта-
жем. При статичному наванта-
женні балки в середній її частині 
силою, рівною силі тяжіння ван-

тажу Q , прогин складає 0,5 ст смδ = . Масою балки знехтувати. 
Розв’язок.  Зобразимо вантаж у проміжному положенні. На 

вантаж діє: сила тяжіння  Q   і  сила пружності балки F . Вісь  х   
спрямуємо вниз, початок відліку беремо у точці  О , яка знаходиться 
на відстані  стδ   від горизонтального положення балки. 

Рис. 3.8 

х ∆ 

δ c
т

 

О  

F  

Q  

х  

h 

А  В  

Q  



Динаміка матеріальної точки 
——————————————————————————— 

 

338

Запишемо початкові умови руху. 
Координата  0х   вантажу на початку коливального руху 

дорівнює  стδ− . Швидкість середньої точки балки, яка 
коливається разом з вантажем, на початку руху буде 
дорівнювати швидкості вантажу при його падінні з висоти  

1h м= : 

0 2 2 9,81 1 4,43V gh= = ⋅ ⋅ = м с 443= см с . 

Таким чином, при  0t = : 

0 0,5стx δ= − = − ;см   0 443V = см с . 

Якщо початок відліку співпадає з положенням статичної 
рівноваги, то рівняння руху має вигляд: 

1 2cos sinx C kt C kt= + .   (1) 

Для визначення сталих інтегрування  1C  і  2C   нам крім за-
кону руху треба мати і закон зміни швидкості: 

1 2sin cosx C k kt C k kt= − +ɺ .  (2) 

Для визначення кругової частоти коливань k  знайдемо 
коефіцієнт жорсткості балки.  

Оскільки  ст

Q

c
δ = ,  то   .

ст ст

Q mg
c

δ δ
= =  

Тоді   
c

k
m

= = 1981
44,3

0,5ст ст

mg g
c

mδ δ
−= = = . 

Із початкових умов (при 0t = : 0 стx δ= − ) і закону руху (1) 

знаходимо сталу інтегрування 1C : 

1cos0ст Cδ− =  ⇒  1 0,5C = − . 

Із рівняння (2) і початкових умов (при 0t = : 

0 443 x =ɺ см с ) знаходимо сталу інтегрування 2C : 

2443 cos0C k=     ⇒      2
443 443 1044,3C k= = = . 
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Остаточно, рівняння руху вантажу набуде вигляду 

( )0,5cos44,3 10sin 44,3  x t t= − + см . 

 
Відповідь:  ( )0,5cos44,3 10sin 44,3  x t t= − + см . 

 
Задача № 7 

 
В клапанному механізмі (рис. 3.9,а) закон руху штовхачу 2 

задається профілем кулачка 1 і передається на клапан 3. На 
клапані 3 встановлена пружина 4, яка забезпечує постійний кон-
такт між робочими поверхнями кулачка 1 і штовхача 2. При 
проект-туванні швидкохідних кулачкових механізмів доводиться 

враховувати характери-
стики реальних деталей, 
які відрізняються від 
характеристик абсолют-
но твердих тіл. Наприк-
лад, низька жорсткість, 
значні маси і великі 
прискорення при русі 
деталей газорозподіль-
них механізмів двигунів 
внутрішнього згорання 
приводять до виникнен-
ня пружних коливань, 
які накладаються на за-
даний рух деталей.  

Вважається, що 
податливість мають ку-

лачок 1, штовхач 2 і клапан 3 з пружиною 4. При створенні 
динамічної моделі механізму, яка відображає вплив пружності 
деталей реального механізму, використовують одномасову мо-
дель (рис. 3.9,б). Маса m  враховує маси кулачка, штовхача і 
клапана, пружина з коефіцієнтом жорсткості 1с  клапанну пру-

жину 4, а пружина з коефіцієнтом жорсткості 2с  жорсткість ку-
лачка, штовхача і клапана. 

Рис. 3.9 
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Визначити коефіцієнт жорсткості 2с  і частоту коливань k   
деталей такого механізму, якщо: кгm  4,0= ; коефіцієнт 
жорсткості клапанної пружини 1 25 с кН м=  і статичне наван-
таження величиною 2 P = кН  викликає деформацію 

0,005 ст мδ = . Силами тертя в напрямних штовхача і клапана 
знехтувати. 

 

Розв’язок. При статичному навантаженні на тіло масою m  
(рис. 3.9) діють три сили: статичне навантаження  P  і  сили 
пружності  пружин  1стF   та  2стF . 

Сила пружності  пружини 2стF , довжина якої в недеформова-

ному стані 20l ,  пропорційна статичному подовженню 2стδ : 

2 2 2 ,ст стF c δ= ⋅  

і направлена вгору, оскільки пружина стиснута. 
Сила пружності  пружини  1стF , довжина якої в недеформова-

ному стані 10l ,  пропорційна статичному подовженню 1стδ : 

1 1 1 ,ст стF c δ= ⋅  

і направлена вгору, оскільки пружина розтягнута. 
Спроектувавши ці сили P ,  1стF  і 2стF   на вісь Aх , 

отримаємо: 

kxF P F= −∑ ст 1 F− ст 2 0= , 

або 

1 2ст стP F F= + = 1с ⋅ 1стδ + 2с 2стδ⋅ . 

Виходячи з умови сумісності деформації системи маємо: 

1 2ст ст стδ δ δ= = . 

Тоді 

стP δ= ( с 1 + с 2 ).           (1) 

 

З рівняння (1) визначаємо коефіцієнт жорсткості пружини  2с : 

2 1 2 0,005 25 375 стс P с кН мδ= − = − = . 
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Для еквівалентної розрахункової схеми з однією пружиною 
(рис. 3.4,б): 

еквст сР ⋅= δ ,   (2) 

 

де еквс  – коефіцієнт жорсткості еквівалентної пружини. 
Прирівнявши рівняння (1) і (2) отримаємо коефіцієнт 

жорсткості еквівалентної пружини: 

. 4002537521 мкНсссекв =+=+=  

Кругова  частота  коливань (3.4): 

3400 10
1000 

0.4
еквc

k
m

⋅= = = 1с− . 

 
Відповідь:       1000 k = 1,с

−   2 375 с кН м= . 
 
Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи: 32.11; 

32.15; 32.24 [ ]2 . 
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Тема 3. КОЛИВАННЯ МАТЕРІАЛЬНОЇ ТОЧКИ 
(продовження) 

 
ЗАТУХАЮЧІ КОЛИВАННЯ ТА АПЕРІОДИЧНИЙ 

РУХ МАТЕРІАЛЬНОЇ ТОЧКИ 
 

ЗАНЯТТЯ № 6 
 

Зміст 
3.6. Затухаючі коливання та аперіодичний рух 

матеріальної точки. 
3.7. Контрольні запитання. 
3.8. Приклади розв’язування задач. 

 
3.6. Затухаючі коливання матеріальної точки 

 
Матеріальна точка, яка коливається за реальних умов, 

зазнає опір руху (сили тертя, опір повітря і т.п.). Це значить, що 
крім відновлювальної сили, яка спрямована до центра коливань, 
діє сила опору, яка спрямована завжди у бік, протилежну на-
прямку руху точки. 

Розглянемо коливання матеріальної точки (рис.3.10) під 
дією відновлювальної сили  F  і сили опору  R , яка 
пропорційна модулю швидкості точки  V . 

Векторне рівняння руху точки 
в цьому випадку має вигляд: 

kma F F R= = +∑ .   (3.10) 

У проекції на вісь  Ох : 

mx cx xµ= − −ɺɺ ɺ ,    (3.11) 

оскільки  R Vµ= − , де µ  – коефіцієнт опору середовища. 
Після перетворень, рівняння (3.11) набере вигляду: 

0
c

x x x
m m

µ+ + =ɺɺ ɺ . 

Рис. 3.10 

x  

F  O  M  x  R  
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Якщо позначити: 22 ;     ,
c

b k
m m

µ = =  то 

22 0x bx k x+ + =ɺɺ ɺ .      (3.12) 

Рівняння (3.12) є диференціальним рівнянням руху 
матеріальної точки під дією відновлюючої сили і сили опору, що 
пропорційна швидкості точки. 

Розв’язування рівняння (3.12) має різний вигляд у 
залежності від співвідношення коефіцієнтів „ b ” та „ k ” . 

 
а) Випадок малого опору ( )b k<  

 
У цьому випадку розв’зок рівняння (3.12) має вигляд: 

( )1sinbtx ae k t α−= + .                          (3.13) 

Рух, який відповідає рівнянню (3.13), має коливальний харак-
тер, тому що координата  х  періодично змінює свій знак, що зале-

жить від знаку синусу, який входить у рівняння. Множник  bte−   
показує на те, що амплітуда коливань з плином часу зменшується. 
Коливання такого вигляду називаються затухаючими. 

У рівнянні (3.13): 
a , α  – сталі інтегрування (визначаються за початковими 

умовами); 
b  – коефіцієнт затухання; 

1k  – частота затухаючих коливань, 2 2
1k k b= − . 

Графік затухаючих коливань показано на рис.3.11. 
Оскільки: 

( )11 sin 1k t α− ≤ + ≤ , 

то координата  х  затухаючих коливань розміщується між двома 
симетричними відносно осі абсцис кривими, які відповідають 
рівнянню 

btx a e−= ± ⋅ . 
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Проміжок 1T часу, який дорівнює  

1 2 2
1

2 2
T

k k b

π π= =
−

                           (3.14) 

називається періодом затухаючих коливань, тобто, це є  
час, за який точка здійснює повне коливання.  

Вираз (3.14) можна представити у вигляді: 

1 2 2

2 2

2

1 1

T
T

b b
k

k k

π= =

− −

,                         (3.15) 

де  
2

T
k

π=  – період вільних коливань. 

Амплітудою затухаючих коливань називають найбільше 
відхилення точки у той чи інший бік від положення рівноваги. 

На рис.3.11 показані амплітуда ka   і  1ka +   у проміжок по-
ловини одного періоду: 

kbt
ka ae−= ;    1ka ae+ =








 +−
2
1T

tb k

. 

Відношення наступної амплітуди до попередньої 
являє собою знаменник геометричної прогресії, який не 
змінюється під час усього коливального процесу, і 
називається декрементом коливань. 

Рис. 3.11 

t  

kt  

O  

T  x  
2T  

ka  
1+ka  

btaex −=  

btaex −−=  
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1
1 2

T
b

к

к

a
D e

a

−+= = .   (3.16) 

Модуль натурального логарифма декремента коливань 
називається логарифмічним декрементом. 

1
1 12   

2 2

T
b bT bT

ln D ln e ln eη
−

= = = − = .             (3.17) 

б) Граничний випадок ( )b k=  

У цьому випадку рівняння руху точки має вигляд 

( )0 0
btx e x x bx t−= + +  ɺ .                         (3.18) 

Рух точки, який 
відповідає рівнянню (3.18), 
називається аперіодичним і 
не є коливальним. Точка з 
будь якого положення 
наближається до положен-
ня  0x = . Графік цього ру-
ху наведено на рисунку 
3.12. 

 

в) Випадок великого опору ( )b k>  

Розв’язок диференціального рівняння (3.12) в цьому випад-
ку має вигляд: 

( ) ( )
1 2

b r t b r tx C e C e− + − −= + ,                   (3.19) 

де      2 2r b k= − .              (3.20) 

Оскільки функції ( )b r te− +   і  ( )b r te− −  з плином часу монотон-
но зменшуються, наближаючись до нуля, то рух точки у цьому 
випадку не буде коливальним і вона під дією відновлювальної 
сили буде поступово наближатися до положення рівноваги. Рух 
також буде аперіодичним. 

Рис. 3.12 

t  
O  

x  
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У залежності від початкових умов матеріальна точка може 
здійснювати один із аперіодичних рухів, графіки яких показані 
на рис. 3.13.  

Рис. 3.13,а характеризує рух точки з початковою швидкістю 

0V , яка співпадає з додатним напрямком осі Ox . Спочатку точ-
ка віддаляється від положення рівноваги, а потім під дією 
відновлювальної сили поступово наближається до цього поло-
ження. 

Графіки, наведені на рис. 3.13,б і рис 3.13,в, відповідають 
рухові точки з початковою швидкістю 0V , яка спрямована про-
тилежно позитивному напрямку осі Ox . При достатньо великій 
початковій швидкості точка може здійснити перехід через по-
ложення рівноваги і після цього при зворотному русі наблизи-
тися до цього положення (рис 3.13,б). 

 
3.7. Контрольні запитання  

 
1. Як записується диференціальне рівняння руху 

матеріальної точки під дією відновлюючої сили і сили опору, 
пропорційній швидкості точки? 

2. Як визначається сила опору за модулем і напрямком? 
3. Від яких параметрів залежить коефіцієнт “b”, який 

характеризує опір середовища? 
4. При яких значеннях коефіцієнта опору “b” рух точки 

буде коливальним, а при яких - аперіодичним? 

Рис. 3.13 

t  
O  

x  

t  
O  

x  

t  
O  

x  

а)  б)  в)  
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5. Записати рівняння затухаючих коливань в амплітудній 
формі. 

6. Що називається періодом затухаючих коливань? 
7. Як визначається амплітуда затухаючих коливань? 
8. Про що свідчить декремент коливань? 

 
3.8. Приклади розв’язування задач 

 
Розв’язування задач на затухаючі коливання  складається із 

2-х частин. У першій частині основна увага відводиться ознайом-
ленню з найважливішими поняттями і характеристиками затухаю-
чого коливального процесу. Друга частина заняття присвячена 
складанню і розв’язуванню рівнянь затухаючих коливань. 

 
Задача №8 

 

Диференціальне рівняння руху матеріальної точки має ви-
гляд  4 2 0mx x x+ + =ɺɺ ɺ . 

Визначити максимальне значення маси точки, при якому 
рух буде аперіодичним.  

Розв’язок. Рух точки буде аперіодичним, якщо виконується 
умова: 

b k≥ ,                                         (1) 

де  
2

b
m

µ=  – коефіцієнт опору, 

с
k

m
=  – частота вільних незатухаючих коливань. 

Задане диференціальне рівняння  4 2 0mx x x+ + =ɺɺ ɺ   приве-
демо до канонічного вигляду, розділивши на масу: 

4 2
0x x

m m
+ + =ɺɺ ɺ . 

Звідси: 

4
2 ;b

m
=         

2
;b

m
=         2 2

;k
m

=         
2

k
m

= . 
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З урахуванням одержаних значень  b   і  k  , умова (1) набу-
де вигляду: 

2 2

m m
≥ .                                          (2) 

Вирішуємо нерівність (2) відносно маси  m : 

2

4 2

mm
≥   ⇒   4 2m≥   ⇒   2 m≤ кг . 

Відповідь:   максимальне значення маси  2 m= кг . 
 

Задача №9 
 

Диференціальне рівняння руху матеріальної точки має ви-
гляд: 3 12 0x x cx+ + =ɺɺ ɺ , де х  в см .   

Визначити максимальне значення коефіцієнта жорсткості 
„с”, при якому рух буде аперіодичним. 

Розв’язування. Рух точки буде аперіодичним, якщо 
виконується умова: 

b k≥ .    (1) 
Вихідне диференціальне рівняння руху матеріальної точки 

приводимо до вигляду: 

4 0
3

cх
x x+ + =ɺɺ ɺ . 

Тоді: 

2 4;b =        2;b =        2 ;
3

c
k =       

3

c
k = . 

Таким чином, умова (1) має вигляд:  

2
3

c≥ . 

Звідки 

4
3

c≥      і      12c ≤  H см . 

Відповідь: максимальне значення  коефіцієнта жорсткості  
12c = H см . 
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Задача № 10 
Тіло вагою 19,6 P H= , що підвішене на пружині, яку сила 

1 10 P H=  розтягує на  20 l cм∆ = , при русі зустрічає опір, вели-
чина якого пропорційна першому ступеню швидкості. Сила 
опору при швидкості 1 V = см с  дорівнює 0,2 R= Н . У по-
чатковий момент пружина була розтягнута відносно  положення 
рівноваги на 5 см∆ = , і тіло почало рухатися без початкової 
швидкості, тобто, 0 0V = . 

Визначити рівняння руху тіла  ( )x f t= . 

Розв’язок.  Перед тим, як записати загальне рівняння руху 
точки, необхідно з’ясувати, при якому опорі відбувається рух, тоб-
то порівняти значення коефіцієнта  b   і кругової частоти  k : 

2
b

m

µ= ,       
c

k
m

= . 

З умови задачі витікає: 

1 10
0,5

20

P
c

l
= = =

∆
/H см . 

0,2 0,2 981
5

2 2 2 2 19,6

R g
b

m V m P

µ ⋅ ⋅= = = = =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 1c− , 

0,5 981
5

19,6

c
k

m

⋅= = =  1c− . 

Таким чином, b k= , тобто коефіцієнт опору дорівнює 
круговій частоті, і рух точки буде аперіодичним. 

У цьому випадку закон руху точки визначається залежністю 
(3.18): 

( )0 0 0
btx e x x bx t−= + +  ɺ                              (1) 

Початкові умови:     0 5x = ∆ =  см ;     0 0 0x V= =ɺ . 
Підставляючи їх у рівняння (1), одержимо: 

( ) ( )5 55 0 5 5 5 5 1t tx e t e t− −= + + ⋅ = +   .              (2) 

Відповідь:   ( )55 5 1tx e t−= + ,  .см  
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Знайшовши за формулою (2) значення  х  в залежності від 
часу t  (табл. 3.1), побудуємо графік ( )x f t=  (рис.3.14). 

Таблиця 3.1 
)( ct  0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

)( cмx  5 3,68 2,0 0,99 0,46 0,2 

 
Із графіка видно, що при  b k=   точка не коливається і 

швидко наближається до положення рівноваги ( )0x = . З’ясуємо 

тепер, чи переходить вантаж положення статичної рівноваги. 
Для цього прирівняємо  х  у рівнянні (2) до нуля: 

( )55 5 1 0.tx e t−= + =  

Моменти часу, у які вантаж знаходиться у положенні 
статичної рівноваги, визначаються із рівнянь:  

5 5 0te− =          і          5 1 0t + = . 

Із першого рівняння витікає:      1t = ∞ .  

Із другого рівняння :                    2 0,2t = −  c . 

Значення  1t = ∞   відповідає згасанню руху, від’ємне зна-

чення  2 0,2t = −  c  показує на відсутність переходу тіла через 
положення статичної рівноваги. 

1 

2  

3  

4  

0  

5  

2,0  4,0  6,0  8,0  0,1  

ct,  

смx,  

Рис. 3.14 
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Рис. 3.15 
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Задача № 11 
 
Вантажі вагою  1 20 P = Н   і 2 30P =  Н  підвішені 

(рис.3.15,а) у положенні статичної рівноваги до пружини 1, 
коефіцієнт жорсткості якої  4c =  /H см , і масляного демпфера 
2, яка спричиняє пропорційну першому ступеню швидкості силу 
опору, що дорівнює R Vµ= − , де 1µ =  H ⋅ c / см . Вантаж  2P  
раптом зняли. 

Визначити рівняння ( )x f t=  руху вантажу 1P  після знят-

тя вантажу 2P .  
Розв’язок. Зобразимо розрахункову схему для руху вантажу 

1P   (рис.3.15,б). 
На схемі позначено: 

1 0AA l=      – довжина недеформованої пружини;  

11 lOA ∆=  – деформація пружини під дією сили тяжіння 

вантажу 1P ; 

22 lOA ∆=  – деформація пружини під дією сили тяжіння 

вантажу 2P , 
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1 2A A l= ∆  – деформація пружини під дією сил тяжіння 

вантажів 1P  і 2P  . 
Вісь коливань спрямуємо вниз (вісь Ох ). Початок відліку 

візьмемо у точці О , в положенні статичної рівноваги пружини 
під дією сили тяжіння вантажу 1P , оскільки під час руху вантаж 

2P   відсутній. 
Виходячи з прийнятої схеми, початкові умови будуть: 

початкове положення вантажу 1P : 

2
2

30 7,54
POA c= = = см ; 

початкова швидкість вантажу  1P : 

0 0V = . 

Для визначення виду руху вантажу 1P   необхідно порівняти 
значення коефіцієнта затухання b  і кругової частоти вільних 
коливань k . 

12
b

m

µ= , 
1

c
k

m
= ,

 
де  1m  – маса вантажу  1P ;  

c  – коефіцієнт жорсткості пружини; 
µ  – коефіцієнт опору середовища. 
Після підстановки числових даних отримаємо: 

1 1

1 1 981
24,5

2 2 2 20

g
b

m P

µ ⋅ ⋅= = = =
⋅

1−c , 

1 1

4 981
14

20

c c g
k

m P

⋅ ⋅= = = = 1−c .
 

Отже,   b k> . 
Таким чином, у задачі розглядається випадок великого опо-

ру ( )b k>   і рівняння руху вантажу  1P  має вигляд (3.20): 

( ) ( )
1 2

b r t b r tx C e C e− + − −= + ,                      (1) 
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де 1C  і 2C  – сталі інтегрування, які визначаються за початкови-
ми умовами. 

Підрахуємо величину коефіцієнта  r : 

=−= 22 кbr 2 224,5 14 20,1− = 1−c . 

З урахуванням того, що 45b = 1c− , 11,20 −= cr , рівняння 
(1) набуде вигляду: 

44,6 4,4
1 2

t tx C e C e− −= + .                  (2) 

Для визначення сталих інтегрування  1C  і 2C  виразимо 

залежність швидкості вантажу 1P   від часу: 

44,6 4,4
1 244,6 4,4t tx C e C e− −= − −ɺ .  (3) 

Підставимо у рівняння (2)   0 0t = ,   0 7,5x = см , а у 

рівняння (3)    0 0t = ,    0 0 0x V= =ɺ .  
Одержимо: 

0 0
1 2 1 27,5 C e C e C C= + = + ,        (2′ ) 

0 0
1 2 1 20 44,6 4,4 44,6 4,4C e C e C C= − − = + .    (3′ ) 

З рівнянь  ( )2′  і  ( )3′  знаходимо: 

1 0,82;C = −  2 8,32C = . 

Остаточно, рівняння руху вантажу 1P   має вигляд: 

4,4 44,68,32 0,82t tx e e− −= − .                       (4) 

 
Як і у попередній задачі, побудуємо графік зміни координа-

ти  х (табл. 3.2) в залежності від часу (рис.3.16). 
 

Таблиця 3.2 
)( ct  0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

)( cмx  7,5 3,45 1,43 0,59 0,25 0,1 
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1 

2  

3  

4  

0  

5  

2,0  4,0  6,0  8,0  0,1  

ct,  

смx,  

Рис. 3.16 

6  

7  

Відповідь:    4,4 44,68,32 0,82 ,t tx e e− −= − см . 
 

Задача № 12 
 

Тіло, вагою 57,7P =  Н , яке підвішене до пружини, за 
відсутності сили опору коливається з періодом  0,4 ,  T cπ= , а 
якщо діє сила опору, пропорційна швидкості, то з періодом 

1 0,5 ,  T cπ= . 

Визначити силу опору R  при швидкості 1V = см с , та ви-

значити рівняння руху  ( )x f t= , якщо у початковий момент 

пружина була розтягнута із положення статичної рівноваги на 

0 4x = см . 

Розв’язок. Якщо швидкість тіла 1V = см с , то сила опору 
чисельно буде дорівнювати коефіцієнту сили опору, оскільки 

1R Vµ µ µ= ⋅ = ⋅ = . 
Коефіцієнт пропорційності µ  пов’язаний з коефіцієнтом 

затухання залежністю: 

2 ,b
m

µ =   ⇒   2bmµ = . 
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Рис. 3.17 

х 

l 0
 

δ с
т

 

О  
F  

Р  

х  

х 0
 V  

R  

Отже, для визначення  µ   необхідно знайти значення 
коефіцієнту затухання b , який можна визначити із виразу: 

2 2
1 ,k k b= −       ⇒       2 2

1b k k= − , 

де   k  – частота вільних коливань при відсутності опору, 

1k  – частота затухаючих коливань. 
Оскільки 

2
T

k

π= ;      а       1
1

2
T

k

π= , 

то 

1 5
4,0

22 −=== с
T

k
π

ππ
 

і   1

1
1  4

5,0

22 −=== с
T

k
π

ππ
 

та 

2 2
1b k k= − = 2 2 15 4 3 c−− = . 

Отже, сила опору  R µ=  при 

швидкості руху 1V = см с  дорівнює: 

57,7
2 2 3 0,352

981
R bmµ= = = ⋅ ⋅ = Н. 

Переходимо до визначення закону ру-
ху тіла. Складемо розрахункову схему 
(рис.3.17).  

 
На схемі: 

0l     – довжина недеформованої пружини, 

стδ – статичне подовження пружини під дією сили тяжіння 
тіла, 

x      – змінна координата положення тіла, 

0x     – початкове положення тіла. 
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Вісь коливань спрямовується вниз (вісь Ох ), а початок ко-
ординат (точка О ) вибирається у положенні статичної 
рівноваги. 

Оскільки b k<  (випадок малого опору), то закон руху тіла 
під дією сили тяжіння P , відновлюючої сили  F  та сили опору 
R  виражається рівнянням: 

( )1sinbtx ae k t α−= + .   (1) 

Враховуючи, що  13,   4,b k= =  то: 

( )3 sin 4tx ae t α−= + .
   (2) 

Для визначення сталих інтегрування a  і α , крім рівняння 
(2), запишемо рівняння залежності швидкості від часу: 

( ) ( )3 33 sin 4 4 cos 4t tV x a e t a e tα α− −= = − + + +ɺ .
        (3) 

У рівняння (2) і (3) підставимо початкові умови: 
при   0,t = 0 4x = ,см 0 0V = : 

( )04 sin 0 sinae aα α= + = ,
   ( 2′ ) 

( ) ( )0 00 4 cos 0 3 sin 0ae aeα α= + − + , 

0 4cos 3sinα α= − .    ( 3′ ) 

З рівняння  ( )3′   визначаємо сталу α : 

4
,

3
tgα =    ⇒   

4
0,925

3
arctgα = = рад . 

З рівняння ( )2′   знаходимо сталу  a : 

4 4
5

sin sin 0,925
a

α
= = = см . 

З урахуванням одержаних значень 5a = ;см  

0,925α = рад ,  рівняння руху тіла буде: 

( )35 sin 4 0,925tx e t−= + . 
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Побудуємо графік залежності  ( )x f t=   (рис.3.18)   
 

Таблиця 3.3 
 

)( ct  0 0,1 0,25 0,4 0,5 0,6 1,0 1,2 

)( cмx  4 3,39 2,21 0,87 0,24 -0,15 -0,24 -0,072 
 

 
 

Задача № 13 
 

Матеріальна точка М  здійснює прямолінійні коливання під 
дією відновлювальної сили, модуль якої пропорційний відстані 
від точки до деякого нерухомого центра  О , і сили опору сере-
довища, модуль якої пропорційний швидкості точки. В початко-
вий момент часу зміщення точки x0=0 і її швидкість смV /10 = . 

 
Визначити закон руху точки, якщо період коливань 

дорівнює секT 21 = , а декремент коливань – 5,0=D . 

)925,04(5 3 += − tex t  

1 

2  

3  

4  

0  

2,0  4,0  6,0  8,0  0,1  

ct,  

смx,  

Рис. 3.18 

1−  
2,1  4,1  
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Розв‘язок. Виберемо початок координат у нерухомому 
центрі О , а вісь Ох  спрямуємо вздовж прямолінійної траєкторії 
точки М . Покажемо сили, що діють на матеріальну точку 
(рис.3.19): 

F –   відновлювальна сила, модуль якої пропорційний 
відхиленню точки від положення рівноваги cxF = , де с –
коефіцієнт жорсткості; 

R  –  сила опору середовища, модуль якої пропорційний 
швидкості точки xR ɺµ= , де  µ  –коефіцієнт опору середовища. 

Диференціальне рівняння 
руху точки М  масою  m  буде 
мати наступний вигляд: 

xx RFxm −−=ɺɺ ,  

або 

xcxxm ɺɺɺ µ−−= . 

Зведемо записане рівняння до вигляду: 

0=++ cxxxm ɺɺɺ µ    ⇒    0=++ x
m

c
x

m
x ɺɺɺ

µ
, 

або 

02 2 =++ xkxbx ɺɺɺ ,    (1) 

де 

m
b

µ=2 ;          
m

c
k =2 . 

Ми отримали диференціальне рівняння (3.12) затухаючих 
коливань.  

Рішення диференціального рівняння (1) буде мати вигляд: 

( )α+= − tkatx bt
1sin .    (2) 

Щоб знайти коефіцієнти 1k  та b, скористаємося формулами 
(3.14)  і  (3.16): 

1
1

2

k
T

π= ;                 2
1bT

eD
−

= . 

Рис. 3.19 

x  

F  O  M  x  R  

V  
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З першої з цих формул знайдемо 1k : 

πππ ===
2

22

1
1 T

k . 

З другої формули знайдемо b: 

5,02

2

==
⋅−b

eD   ⇒
 
 5,0=−be   ⇒

 
 5,0lnln =− eb  ⇒

 
⇒

 
)21ln(−=b   ⇒

  
2ln=b . 

 

З урахуванням знайдених значень 1k  та b рівняння (2) набу-
де вигляду: 

( )απ += − taex t sin2ln . 
Враховуючи, що 

tte −⋅− = 22ln , 
то рівняння руху точки буде мати вигляд: 

( )απ += − tax t sin2 .                              (3) 
Сталі  a   та  α   визначимо з початкових умов. При 0=t  

початкова швидкість =0V смx /10 =ɺ  і початкова координата 

00 =x . 
Після попереднього диференціювання рівняння (2) за часом t : 

[ ])cos(2)sin(2)2ln( αππαπ +⋅⋅++⋅−== −− ttaxV tt
ɺ = 

( ) ( )[ ]αππαπ +++⋅−⋅= − tta t cossin2ln2 .         (3) 

Оскільки при 0=t   00 =x ;  смx /10 =ɺ , то:  

( )απ +⋅= ⋅− 0sin20 0а     ⇒
    

0sin =⋅ αа ; (4) 

( ) ( )[ ]αππαπ +⋅++⋅⋅−= ⋅− 0cos0sin2ln21 0a  ⇒   

⇒   [ ] 1cossin2ln =+⋅− απαa .  (5) 
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З рівняння (4) визначимо постійну α . Оскільки  0≠а , то  
0sin =α , тобто  0=α . 

З рівняння (5) після підстановки 0=α  знайдемо а : 

1=πа     ⇒     π
1=a . 

З урахуванням знайдених значень  α   та  а, рівняння  (2)  
руху точки  набуде вигляду: 

tx t π
π

sin2
1 ⋅−= . 

 

Відповідь:      tx t π
π

sin2
1 −= . 

 
Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи: 32.55; 

32.58; 32.59; 32.64 [ ]2 . 
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Тема 3. КОЛИВАННЯ МАТЕРІАЛЬНОЇ ТОЧКИ 
(продовження) 

 

ВИМУШЕНІ КОЛИВАННЯ МАТЕРІАЛЬНОЇ 
ТОЧКИ БЕЗ УРАХУВАННЯ ОПОРУ 

 

ЗАНЯТТЯ № 7 
 

Зміст 
 

3.9. Вимушені коливання матеріальної точки без 
урахування опору. 

3.10. Контрольні запитання. 
3.11. Приклади розв’язування задач на вимушені 

коливання точки. 
 

3.9. Вимушені коливання матеріальної точки  
без  урахування опору 

 
Вимушені коливання здійснює матеріальна точка (рис.3.20), 

на яку разом з відновлювальною силою  F  діє збуджуюча сила  
Q , що періодично змінюється. 

Нехай проекція збуджу-
ючої сили на вісь, що 
співпадає з напрямком руху 
точки, змінюється за зако-
ном: 

 
( )sinxQ H pt δ= + ,   (3.21) 

де     H  – максимальне значення збуджуючої сили; 
p  – частота зміни збуджуючої сили; 
pt δ+  – фаза зміни збуджуючої сили; 
δ  – початкова фаза зміни збуджуючої сили. 
Диференціальне рівняння руху точки  М  у проекції на вісь  

Ох   має вигляд: 

( )sinx xmx F Q cx H pt δ= − + = − + +ɺɺ , 

M  F  Q  x  

x  

O 

Рис. 3.20 
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або 

( )sin
c H

x x pt
m m

δ+ = +ɺɺ .
 

Якщо позначити 

2c
k

m
= ; 

  

H
h

m
= ,

 
то одержимо диференціальне рівняння вимушених коливань ма-
теріальної точки: 

( )2 sinx k x h pt δ+ = +ɺɺ . 
                     (3.22) 

Рішення рівняння (3.22) в амплітудній формі, тобто, залеж-
ність координати  х  від часу  t , має вигляд: 

( ) ( )sin sinx a kt A ptα δ= + + + ,             (3.23) 

де A  – амплітуда вимушених коливань має вигляд: 

2 2

h
A

k p
=

−
. 

  (3.24) 

Із рівняння (3.22) витікає, що рух точки являє собою накла-
дення двох коливальних рухів. 

Коливання, які визначаються першим доданком: 

( )1 sinx a kt α= + , 
мають частоту  k   вільних гармонічних коливань і називаються 
власними коливаннями матеріальної точки. 

Коливання, які визначаються другим доданком 

( )2 sinx A pt δ= + ,                         (3.25) 

мають частоту  р  збуджуючої сили Q  і називаються вимуше-
ними коливаннями матеріальної точки. 

Таким чином, при одночасній дії відновлюючої та 
збуджуючої сил точка здійснює складний коливальний рух, який 
являє собою результат накладення вільних і вимушених коливань 
точки. 
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Із рівняння (3.24) витікає, що вимушені коливання не зале-
жать від початкових умов. 

Необхідно підкреслити, що частота  р  і період  
2

p

πτ =  ви-

мушених коливань є також частотою і періодом збуджуючої 
сили. 

Вимушені коливання, частота яких менша за частоту 
вільних коливань точки, називають вимушеними коливаннями 
малої частоти. 

Вимушені коливання, частота яких більша за частоту 
вільних коливань, називають вимушеними коливаннями 
великої частоти. 

Фаза вимушених коливань 
 

Якщо  p k<   (випадок вимушених коливань малої часто-

ти), то 2 2 0k p− >  , і фаза вимушених коливань співпадає з час-
тотою збуджуючої сили. У цьому випадку: 

2 2

h
A

k p
=

−
. 

Якщо вимушені коливання відбуваються з великою часто-

тою ( p k> ), то 2 2 0k p− < , і для того, щоб амплітуда коливань 
була додатною, її записують у вигляді: 

2 2

h
A

p k
=

−
.

 
При цьому, фаза вимушених коливань великої частоти 

дорівнює pt δ π+ −   і відрізняється від фази збуджуючої сили 

pt δ+  на величину  π  , тобто фази збуджуючої сили і вимуше-
них коливань протилежні. 

У випадку вимушених коливань малої частоти точка  М  
завжди відхилена від початку координат  О  у той бік, в якому 
спрямована у даний момент збуджуюча сила  Q . 

У випадку вимушених коливань великої частоти відхилення 
точки  М  від початку координат  О  завжди протилежне на-
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прямку збуджуючої сили  Q . При цьому в обох випадках мак-
симальне відхилення точки від початку координат відбувається 
в той момент часу, коли модуль збуджуючої сили досягає мак-
симуму. 

 

Амплітуда вимушених коливань 
 

Статичним відхиленням 
точки називається величина 

0A  (рис.3.21), яка 
визначається із умови: 

0F c A H= ⋅ = . 

Звідси 

0 2

H H m h
A

c c m k
= = = , 

де  H  – максимальне значення збуджуючої сили. 
Відношення амплітуди вимушених коливань  А  до статич-

ного відхилення 0A  називається коефіцієнтом динамічності. 
При  p k< : 

22 2

2 2 2
0

2 2

1

1

h

A kk p
hA k p p
k k

η −= = = =
− −

.               (3.25) 

При  p k> : 

2 2

2
0

2 2

1

1

h

A p k
hA p
k k

η −= = =
−

.                        (3.27) 

Графік зміни коефіцієнта динамічності в залежності від зміни 

частоти збуджуючої сили (рис.3.22) має розрив при значенні  1
p

k
= . 

У цьому випадку коефіцієнт динамічності η   збільшується до 
нескінченності і  настає так зване явище резонансу. 

H  

0A  

M  F  x  O 

Рис. 3.21 
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Явище резонансу 

 

Явище резонансу виникає коли 
частоти вимушених і вільних коливань 
точки збігаються, тобто: 

p k= . 

При цьому амплітуда А  вимуше-
них коливань точки дорівнює 
нескінченності і більшість рівнянь ви-
мушених коливань, одержаних за умо-
ви p k= , втрачають сенс. 

Диференціальне рівняння руху 
при  p k= , набуде вигляду: 

( )2 sinx k x h kt δ+ = +ɺɺ . (3.28) 

Рівняння (3.28) відрізняється від рівняння (3.22) тим, що у 
правій частині стоїть частота  k, яка дорівнює частоті власних 
коливань точки. 

Розв’язок диференціального рівняння (3.28) має вигляд: 

( )sin sin
2 2

h
x a kt t kt

k

πα δ = + + + − 
 

.               (3.29) 

При резонансі частота і період вимушених коливань 
дорівнюють, відповідно, частоті  k   і періоду  Т  вільних коли-
вань точки, а фаза вимушених коливань  ( )2kt δ π+ −  відстає 

від фази збуджуючої сили  ( )kt δ+   на величину  2π . 

Графіком відхилень для вимушених коливань під час резо-
нансу є періодична крива, яка нагадує синусоїду (рис.3.23), що 

вписується в область, обмежену прямими  
2

h
x t

k
=  і  

2

h
x t

k
= − ,  

оскільки ( )sin 2kt δ π+ −  не більший за одиницю. При 

( )sin 2 1kt δ π+ − = ±  точки графіка лежать на цих прямих. 

 
 
 

η  

Рис. 3.22 

kp >  

kp <  

1

1

0

2

2

3

k

p
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Із графіка видно, що амплітуди коливань збільшуються з 
часом. 

 

3.10. Контрольні запитання 
 

1. За яким законом може змінюватися збуджуюча 
сила? 

2. Як визначається період збуджуючої сили? 
3. Чому дорівнює амплітуда вимушених коливань? 
4. Як визначається фаза вимушених коливань у ви-

падках вимушених коливань великої і малої час-
тот? 

5. Що називається коефіцієнтом динамічності? 
6. При яких умовах виникає явище резонансу? 
7. Як визначається амплітуда вимушених коливань 

при резонансі? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.3.23 
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3.11. Приклади розв’язування задач  
на вимушені коливання точки 

 

Задачі на вимушені коливання точки рекомендується 
розв’язувати у наступній послідовності: 

 

1. Вибрати систему координат, узявши за початок 
положення статичної рівноваги точки; 

2. Записати початкові умови руху точки; 
3. Зобразити на рисунку сили, прикладені до точки; 
4. Скласти диференціальне рівняння руху в проекції 

на відповідну вісь; 
5. Проінтегрувати диференціальне рівняння руху, 

використавши початкові умови для визначення 
сталих інтегрування, визначити шукані величини. 

 

При розв’язуванні задачі матеріальну точку рекомендується 
зображати у проміжному положенні, де її координата на осі бу-
де додатною. 

Якщо складене диференціальне рівняння руху точки тотож-
не з одним із вище записаних рівнянь, то не інтегруючи це 
рівняння, можна зразу одержати розв’язок за наведеними фор-
мулами. 

 

Задача № 14 
 

На тіло, яке підвішене до пружини, діє вертикальна збуд-
жуюча сила 30sin20Q t= . 

Визначити коефіцієнт динамічності, якщо кругова частота 

вільних коливань тіла 25k = 1−с . 
 

Розв’язок.  Порівнюючи задане в умовах значення для 
збуджуючої сили з виразом (3.21):  

sin( )Q H pt δ= + , 

отримаємо, що частота її зміни 20p =  1−с . 
Оскільки p k< , то в даній задачі маємо вимушені коливан-

ня малої частоти. 
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Коефіцієнт динамічності η  у цьому випадку відповідно з 
(3.26) дорівнює: 

2 2

2 2

1 1
2,78

20
1 1

25

p

k

η = = =
− −

. 

 

Відповідь:   2,78η = . 
Задача № 15 

 

Диференціальне рівняння коливального руху матеріальної 
точки має вигляд:   ( )36 50sin 5 0,8x x t+ = +ɺɺ . 

Визначити коефіцієнт динамічності η . 
Розв’язок.  Порівнюючи задане в умовах задачі рівняння 

коливального руху з (3.22): 

)sin(2 δ+=+ ptHxkxɺɺ , 

отримаємо: 

6k = 1c− ;     5p = 1c− . 

Оскільки p k< , то маємо вимушені коливання малої часто-
ти і коефіцієнт динамічності η   дорівнює: 

2

2

1 1
3,27

25
11 36

p

k

η = = =
−−

. 

Відповідь:   3,27η = . 
 

Задача № 16 
 

Статичне подовження пружини 9,81 ст смδ = .  
Визначити коефіцієнт динамічності, якщо на вантаж діє 

вертикальна збуджуюча сила  15sin5Q t= . 
Розв’язок. Порівнюючи заданий в умовах задачі вираз для 

збуджуючої сили з (3.21): 

sin( )Q H pt δ= + , 
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отримаємо:  5p = 1−с . 
Для визначення коефіцієнта динамічності η  необхідно 

знайти частоту власних коливань  k. 
Враховуючи, що 

2 c
k

m
= , 

а статичне подовження пружини  

2ст

P mg g g
cc c k
m

δ = = = = , 

то 

2 981
100

9,81ст

g
k

δ
= = = 2c− ,     або     110k c−= . 

Оскільки  p<k, то із  (3.26)  отримаємо: 

.33,1

10
5

1

1

1

1

2

2

2

2 =
−

=
−

=

k

p
η  

 

Відповідь:   1,33η = .  
 

Задача №17 
 

Матеріальна точка  М  
масою 2=m кг  здійснює 
прямолінійні коливання 
вздовж осі  Ох (рис.3.24) під 
дією збуджуючої сили 

tQ cos4= (Н ) та відновлювальної сили F , модуль якої 
пропорційний відстані точки від початку координат (коефіцієнт 

пропорційності дорівнює 8  2скг ). 
Визначити закон руху точки, якщо в початковий момент 
00 =x   та  00 =V .  

M  F  Q  x  

x  

O 

Рис. 3.24 
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Розв’язок. Диференціальне рівняння руху матеріальної точ-
ки  М  у даному випадку має вигляд: 

         txx cos482 +−=ɺɺ , 
або 








 +==+
2

sin2cos24
π

ttxxɺɺ .    (1) 

Рівняння (1) є диференціальним рівнянням вимушених ко-

ливань (3.22), у якому: 42 =k  (тобто 2=k ); 2=h ; 1=p   та  

2
πδ = . 

Оскільки kp ≠ , то загальне рішення рівняння (1) знаходи-
мо з формули (3.23): 

( ) ( )δα +++= ptAktax sinsin . 

У нашому випадку це рівняння матиме вигляд: 

( ) 






 +++=
2

sin2sin
πα tAtax ,

 
або 

( ) tAtax cos2sin ++= α . 

Враховуючи, що pk > ,   то   
3
2

14
2

22 =
−

=
−

=
pk

h
A . 

Остаточно, 

( ) ttax cos
3
2

2sin ++= α .                           (2) 

Перейдемо до знаходження сталих  a  та  α . Для цього 
продиференціюємо рівняння (2) за часом  t : 

( ) ttaxV sin
3
2

2cos2 −+== αɺ .                      (3)  

Підставимо у рівняння (2) та (3) початкові умови: 
при 0   ,0   ,0 0000 ==== xVxt ɺ . 



Теоретична механіка. Посібник для практичних занять 
——————————————————————————— 

 

371

Тоді 

( ) 0cos
3
2

02sin0 −+⋅= αa ,                       (2′ ) 

( ) 0sin
3
2

02cos20 −+⋅= αa ,                      (3′ ) 

або 

3
2

sin0 += αa , 

αcos20 a= . 

З другого рівняння знаходимо сталу α . Оскільки  0≠a , то 

нулю дорівнює αcos , тобто  
2
πα = . 

З першого рівняння знаходимо сталу a : 

3

2

2
sin0 += π

a ,
        3

2−=a .
 

Таким чином, шуканий закон руху точки  М  буде мати ви-
гляд: 

( )ttttx 2coscos
3

2
cos

3

2

2
2sin

3

2 −=+






 +−= π
.
 

Відповідь:  ( )ttx 2coscos
3

2 −= . 

 
Задача № 18 

 

Точка М масою 05,0=m  кг  рухається прямолінійно та 
притягується до нерухомого центру О силою, що пропорційна 
відстані точки до цього центра, причому коефіцієнт пропор-
ційності дорівнює 2,0=c  мН . Крім того, на точку діє збуд-
жуюча сила tQ 2sin2= , яка виражена у Ньютонах (рис.3.24). 

 

Визначити  закон руху точки М, якщо в початковий мо-
мент  00 =x   та  10 =V см . 

 



Динаміка матеріальної точки 
——————————————————————————— 

 

372

Розв'язок. Складемо диференціальне рівняння руху 
матеріальної точки М, вибравши при цьому початок координат у 
центрі О та спрямувавши вісь Ох (рис.3.24) вздовж траєкторії 
точки: 

txx 2sin22,005,0 +−=ɺɺ , 

txx 2sin404 =+ɺɺ .    (1) 

Одержимо диференціальне рівняння у вигляді (3.22), в якому: 

42 =k ;   40=h ;   2=p ;   0=δ . 

Оскільки частота вільних коливань 2=k  1−с   та частота 

вимушених коливань 2=p  1−с   збігаються, то має місце явище 
резонансу. Закон руху точки М  визначимо з формули (3.29): 

( ) 






 −+++=
2

sin
2

sin
πδα ktt

k

h
ktax .

 
У нашому випадку ця формула набуде вигляду: 

( ) =






 −
⋅

++=
2

2sin
22

40
2sin

πα tttax
 

( ) ttta 2cos102sin ⋅−+= α .                (2) 

Сталі a  та α  знайдемо з початкових умов. 
Продиференціювавши рівняння (2) за часом t , одержимо: 

( ) tttta
dt

dx
V 2sin202cos102cos2 +−+== α .

      (3) 

Підставимо у рівняння (2) та (3) початкові умови: 
при  0   ,0   ,0 000 ==== xVxt ɺ . 

Тоді 

( )02cos010sin0 ⋅⋅−= αa , 

( ) ( ) ( )02sin02002cos1002cos20 ⋅⋅⋅+⋅−+⋅= αa , 

або 
αsin0 ⋅= a , 

10cos20 −⋅= αa . 
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З першого рівняння знаходимо сталу α . Оскільки  0≠a ,  
то нулю дорівнює αsin , тобто  0=α . 

З другого рівняння знаходимо сталу a : 

100cos20 −⋅⋅= a ,         5=a . 
Таким чином, закон руху точки  М  буде мати вигляд: 

tttx 2cos102sin5 −= . 
 

Відповідь:     tttx 2cos102sin5 −= . 
 

Задача № 19 
 

До вертикальної пружини, верхній кінець якої закріплено, 
підвішений вантаж вагою 20P = Н , який надає статичне по-
довження пружині  ст 5 смδ = . На вантаж діє вертикальна збуд-

жуюча сила 20sin14S t= (Н ). При  0 0t =   пружина була роз-
тягнута на 6 l см∆ =  і вантажу надана 
вниз швидкість 0 10V = ссм .  

Визначити: закон руху вантажу  

( )x f t= . 

Розв’язок. Зобразимо схему руху 
вантажу (рис.3.25). 

Вертикаль, за якою рухається ван-
таж, приймаємо за вісь  x , додатним 
обираємо напрямок донизу. Початок 
координат збігається з положенням 
статичної рівноваги вантажу (точка О ). 
В початковий момент часу тіло знахо-
дилося у точці A , тобто на відстані 

6 l см∆ = від кінця недеформованої 
пружини. 

Початкові умови для точки A  (при 

0 0t = ) будуть мати наступний вигляд: 

0 ст 6 5 1x l δ= ∆ − = − = см ; 

0 10V = см с . 

F  
x  

P  

A  

О
O 

x  

S  

0x  ∆l
 

стδ

 

Рис. 3.25 
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Для визначення закону руху вантажу необхідно порівняти 
значення частоти власних коливань  k   і частоти збуджуючої 
сили  p . 

Із рівняння збуджуючої сили  20sin14S t=   витікає, що 
114p c−= . 

Обчислимо значення частоти власних коливань  k , виходя-
чи з того, що 

c
k

m
= .

 

Оскільки    
P

m
g

= ,   а     стP cδ= ⋅ ,    то    
ст

P
c

δ
= . 

Тоді 

1981
14 

5ст

P g
k c

Pδ
−⋅= = =

⋅
.
 

Отже,  kp = , тобто має місце резонанс, і рівняння руху тіла 
записується у вигляді: 

( )sin
2

h
x a kt tcoskt

k
α= + − ,

    (1) 
де 

114k c−= , 
20 981

20

H Hg
h

m P

⋅= = = =981
2см c . 

Отже, 

( ) 981
sin 14 cos14

2 14
x a t t tα= + −

⋅
,
 

або 
( )sin 14 35 cos14x a t t tα= + − . 

          (2) 
Для визначення сталих інтегрування а  і α   необхідно мати 

два рівняння. Одне рівняння одержано – це залежність (2) коор-
динати точки  x   від  часу  t . 
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Друге рівняння одержимо, продиференціювавши рівняння 
(2) за часом: 

ttttaxV 14sin143514cos35)14cos(14 ⋅⋅⋅+−+== αɺ , 
або 

( )14 cos 14 35cos14 490 sin14V x a t t t tα= = + − +ɺ .  (3) 

Підставимо у рівняння (2) і (3) початкові умови:  
при  0 0,t =   0 1x =  ,см   0 10V = см с : 

( ) ( )1 sin 14 0 35 0 cos 14 0a α= ⋅ ⋅ + − ⋅ ⋅ ⋅ , 

( ) ( ) ( )10 14 cos 14 0 35 cos 14 0 490 0 sin 14 0a α= ⋅ + − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ . 

Після спрощень: 

1 sina α= ; 

3,2 cosa α= . 

Розв’язуючи ці рівняння, знаходимо: 

2 21 3,2 3,35a = + = см , 
0,312;   0,312 0,303tg arctgα α= = = pад . 

Таким чином, закон руху вантажу має вигляд: 

( )3,35sin 14 0,303 35 cos14x t t t= + − .  
(4)

 

Побудуємо графік ( )x f t=  (рис.3.26) за рівнянням (4) 

відповідно  з  координатами  t   і  x , які наводяться у таблиці. 
 

t, c 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 
x, cм 1 2.73 6.72 -8.44 -12.1 -10.3 13.1 

 
t, c 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 
x, cм 20.7 -8.61 -30.4 -1.48 36.7 16.1 -37.4 

 
Відповідь:   ( )3,35sin 14 0,303 35 cos14x t t t= + − . 
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Задача № 20 
 

Визначити, яка повинна бути величина статичного проги-
ну ресор залізничного вагона, щоб при швидкості V  до 40 см  
вагон не потрапив у резонанс з поштовхами на стиках колії, 
відстань між якими 12l = м . 

 

Розв’язок. Резонанс настає тоді, коли період вільних коли-
вань вагона збігається з періодом збуджуючої сили, якою будуть 
поштовхи на стиках рейок. 

 
 

Рис.3.26 
 

Період власних коливань вагона дорівнює 
2

T
k

π= . 

Знайдемо кругову частоту вільних коливань: 

ст ст ст

,    ,    ,    
c P P P g g

k m c k
m g Pδ δ δ

⋅= = = = =
⋅

.

 
Отже, період власних коливань дорівнює: 

ст2T
g

δπ= ,
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де  2 29,81 981 g м с см с= = . 
Обчислимо період  τ   збуджуючої сили, який дорівнює ча-

су проходження вагоном довжини рейки  ( l Vτ= ⋅ ): 
l

V
τ = .

 
Визначимо стδ , при якому буде явище резонансу, тобто, 

коли  T τ= : 

ст2
l

g V

δπ = , 
   
або

    

2
2 ст

2
4

l

g V

δπ = .
 

Звідки 

( )
( )

22

ст 2 2 22

981 1200
2,23

4 4 3,14 4000

g l
см

V
δ

π

⋅⋅= = =
⋅ ⋅

.

 
 

Таким чином, для уникнення резонансу вагона необхідно, 
щоб виконувалася нерівність: 

ст 2,23 смδ < . 
Відповідь:   ст 2,23 смδ < . 
 
 

Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи: 32.76; 
32.86; 32.87  [2]. 
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Тема 4. ВІДНОСНИЙ РУХ  
МАТЕРІАЛЬНОЇ ТОЧКИ 

 

ЗАНЯТТЯ № 8  
 

Зміст 
 

4.1. Відносний рух матеріальної точки. 
4.2. Контрольні запитання. 
4.3. Порядок розв’язування задач динаміки 

відносного руху матеріальної точки. 
4.4. Приклади розв’язування задач. 

 

4.1. Відносний рух матеріальної точки 
 

Закон руху Ньютона не може бути справедливим у неінерці-
альній системі відліку (тобто у такій, що рухається нерівномір-
но, на відміну від інерціальної, або абсолютної, системи відлі-
ку), оскільки при переході від одної до іншої неінерціальної си-
стеми відліку прискорення точки змінюється, а сила, як міра 
взаємодії тіл, від вибору системи відліку не залежить. 

В абсолютній системі відліку другий закон Ньютона має 
вигляд: 

;абсma F=     к кF F N= +∑ ∑ , 

де  кF  - активні сили, кN  - реакції в’язей. 
Щоб записати рівняння руху по відношенню до іншої 

системи відліку, яка рухається відносно абсолютної, застосуємо 
теорему Коріоліса. 

абсa = а від+ а пер + а кор , 

тоді 

абсma = m а від пер корmа mа+ + , 

де   віда  - відносне прискорення, 

пера  - переносне прискорення, 

кора  - коріолісове прискорення. 
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Для надання рівнянню руху у рухомій системі координат 
такої ж самої форми, як і в абсолютній, вводяться так звані пе-
реносна і коріолісова сили інерції, відповідно: 

,пер перФ mа= −     ,кор корФ mа= −  

тоді 

( ) ( )від абс пер корmа ma mа mа= + − + − , 

або 

первідmа F Ф= + + Ф кор .                      (4.1) 

Таким чином, для того, щоб закон руху матеріальної точки 
у будь-якій системі відліку мав таку ж саму форму, як і в 
інерціальній системі, до точки, крім рівнодіючої заданих сил і 
реакцій в’язей, прикладають переносну і коріолісову сили 
інерції. 

Коріолісова сила інерції за визначенням дорівнює: 

кор корФ mа= − . 

Оскільки 

( )2 ,кор пер віда Vω= ×     

то    

( )2кор пер відФ m Vω= − × .                        (4.2) 

Модуль коріолісової сили інерції дорівнює: 

),sin(2
^

відпервідперкор VVmФ ωω= .                 (4.3) 

Напрямок коріолісової сили інерції є зворотнім напрямку 
коріолісового прискорення. 

Якщо переносний рух являє собою рух з обертальною скла-
довою (плоский або сферичний), то переносне прискорення 
можна представити у вигляді суми нормального і дотичного 
прискорень точки: 

пер пер пер

nа а аτ= + . 
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Отже, переносна сила інерції у цьому випадку складається з 
двох складових: 

пер пер

n
перФ Ф Ф

τ
= + ,                          (4.4) 

де 

,пер пер

n nФ ma= −     пер пер
Ф ma

τ τ= − . 

За модулем: 
2

пер пер

nФ m hω= ⋅ ,    
пер перФ m hτ ε= ⋅ ,        (4.5) 

де  h  - відстань від точки до осі обертання; 

перω , перε  - переносні кутові швидкість та прискорення. 

У цьому випадку відносний рух матеріальної точки 
описується рівняннями: 

відma F= + Ф n
пер + Ф пер

τ + Ф кор .               (4.6) 

У випадку рівномірного обертання 0ε = , тобто 

0перФ
τ

= . 

Тоді 

відma F= + Ф n
пер + Ф кор .                    (4.7) 

Якщо переносний рух є поступальним, то коріолісова сила 
інерції дорівнює нулю: 

0корФ = . 

Тоді 

відma F= + Ф пер .                            (4.8) 

Якщо переносний рух рівномірний і прямолінійний, то 

0корФ = ,      0.перФ =  

У цьому випадку рівняння відносного руху матеріальної 
точки має вигляд: 

відma F= .                                      (4.9) 
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Рівняння (4.9) має той же вигляд, що і другий закон Ньюто-
на, тобто відносне прискорення є у той же час і абсолютним. 
Цей випадок має назву принципу відносності класичної меха-
ніки і полягає у тому, що ніяким фізичним експериментом не 
можна визначити, чи тіло знаходиться у спокої, чи воно руха-
ється рівномірно та прямолінійно. 

У випадку відносного спокою ( )0відV =  матеріальної точки 

маємо: 

0, 0.від корa a= =  

Тоді рівняння відносного спокою матеріальної точки має 
вигляд: 

F + Ф пер 0.=                              (4.10) 

 
4.2. Контрольні запитання 

 Який модуль і який напрямок мають переносна і 
коріолісова сили інерції? 

 У чому полягає різниця між диференціальними 
рівняннями відносного і абсолютного руху матеріальної точки? 

 У чому полягає принцип відносності класичної механіки? 
 Які системи відліку називаються інерціальними ? 
 

 
4.3. Порядок розв’язування задач динаміки  

відносного руху матеріальної точки 
 

 Зобразити матеріальну точку у проміжному положенні. 
 Розкласти абсолютний рух матеріальної точки на 

відносний і переносний, вибрати нерухому систему координат, 
пов’язану з тілом, яке здійснює переносний рух. 

 Записати початкові умови відносного руху матеріальної 
точки. 

 Зобразити на рисунку активні сили, які прикладені до 
точки. 
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 Визначити переносне і коріолісове прискорення і пере-
носну та коріолісову сили інерції, додати їх до активних сил, які 
діють на матеріальну точку. 

 Записати рівняння відносного руху у векторній формі. 
 Спроектувати векторне рівняння на осі вибраної рухомої 

системи координат. 
 Проінтегрувати одержані диференціальні рівняння, ви-

значити сталі інтегрування за допомогою початкових умов. 
 Визначити величини, які шукаються. 
 

 Приклади розв’язування задач 
 

Задача № 1 
 

Куля М массою 2,0=m  кг 
рухається зі швидкістю 62,19=відV  
м/с  відносно вертикальної трубки, 
яка на відстані  l = 0,5 м 
прикріплена до вертикального валу 
1 (рис.4.1). Вал обертається зі ста-
лою кутовою швидкістю  ω  = 5 
рад/с. 

Визначити переносну силу 
інерції кулі. 

Розв’язок. Спочатку визначимо, 
що відносним рухом точки М буде її 
рух відносно труби, а переносним 

рухом буде обертання вертикального валу 1, тобто, можна по-
значити його кутову швидкість ω пер  замість ω . У загальному 
випадку переносна сила інерції дорівнює: 

перпер amФ −= , 

де  m  - маса матеріальної точки, 

перa  - переносне прискорення. 

M  

l  

ω  

1 

перФ  

перa

Рис.4.1 
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Оскільки рухома система координат, яка пов’язана з тілом, 
здійснює обертальний рух, то переносне прискорення 
складається з нормального та тангенціального прискорень: 

τ
пер

n
перпер aaa += . 

У цьому випадку 
τ
пер

n
перпер ФФФ += , 

де 
2n n

пер пер перФ ma m lω= = ⋅ , 

пер пер перФ mа m lτ τ ε= = ⋅ , 

а l  - відстань від точки до осі обертання. 
 

Оскільки вал 1 обертається зі сталою кутовою швидкістю, 

то перε  дорівнює нулю і 0=
τ
перФ . 

Таким чином, у даній задачі переносне прискорення точки 
складається тільки з нормального: 

n
перпер aa = . 

Нормальне прискорення точки М спрямовано ліворуч, до 

центру обертання точки (рис.4.1), а переносна сила інерції перФ  

- у сторону, протилежну  
n
перa . 

За модулем переносна сила інерції дорівнює: 

5,25,052,0 22 =⋅⋅=⋅=−= lmmаФ перпер
n
пер ω  Н. 

 
Відповідь :     5,2=n

перФ  Н. 
 

Задача № 2 
 

Трубка обертається навколо осі О (рис.4.2) за законом  
2t=ϕ . У трубці рухається куля М масою 1,0=m  кг за законом  

32,0 tSOM == . 
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Визначити модуль коріолісової сили інерції кулі у момент 

часу  ct 11 = . 

Розв’язок. Коріолісова сила інерції за визначенням 
дорівнює: 

коркор amФ −= ,                                 (1) 

де     корa  - коріолісове прискорення точки. 

Спрямована корФ  у бік, протилежний коріолісову приско-
ренню.  

В загальному випадку  кора  за величиною дорівнює: 








⋅⋅=
^

,sin2 відпервідперкор VVа ωω .   (2) 

Обчислимо модуль коріолісо-
вого прискорення відповідно до 
умов даної задачі. 

Обертання трубки навколо осі 
О є переносним рухом для кулі М. 
Закон обертального руху заданий: 

2t=ϕ , 

отже, закон зміни кутової 
швидкості має вигляд: 

( ) tt
dt

d

dt

d
пер 22 === ϕω . 

При  ct 11 =  срадпер /2=ω . 

Оскільки значення кутової 
швидкості додатне, то обертання трубки збігається з напрямом 
кута відліку ϕ  (рис.4.2). 

Переміщення кулі вздовж трубки є відносним рухом, 
рівняння якого задано у вигляді:  

32,0 tS= . 

відV  

S  

M  

перω  ϕ  

корa  

корФ  

O 

Рис.4.2 
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Тоді, швидкість відносного руху кулі визначиться із виразу:  

( )3 20,2 0,6від

dS d
V t t

dt dt
= = = . 

При  ct 11 =  6,0=відV м/с. 

Оскільки вектор кутової швидкості перω  є перпендикуляр-

ний площині, в якій обертається трубка, то кут між векторами 

перω  і відV  дорівнює 900. 

Таким чином, модуль коріолісового прискорення згідно з 
(2) дорівнює: 

20 /4,290sin6,022 cмакор =⋅⋅⋅= , 

а величина коріолісової сили інерції: 

0,1 2,4 0,24кор корФ m а= ⋅ = ⋅ = Н. 

Переходимо до визначення напрямку корФ . 

Згідно з (1) корФ  спрямована у бік, протилежний коріолі-

сову прискоренню корa . Якщо (за правилом Жуковського) по-

вернути вектор відносної швидкості відV  навколо точки М на 

900  у бік переносного обертання (тобто, проти руху годин-

никової стрілки), то повернутий вектор укаже нам напрям корa  

(рис. 4.2) і, таким чином, напрям коріолісової сили інерції корФ . 
 

Відповідь:    24,0=корФ  Н. 

 
Задача №3 

 

Тіло вагою 2 Н покладене на гладку грань тригранної приз-
ми, друга грань якої лежить на горизонтальній площині. 

 

Визначити, яке горизонтальне прискорення повинна мати 
призма, щоб тіло не рухалось відносно призми, і який тиск 

спричиняє тіло на призму у цьому випадку, якщо  030α = . 
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Розв’язок. Якщо тіло знаходиться у стані відносного спо-
кою по відношенню до призми, яка рухається, то геометрична 
сума прикладених до тіла сил і переносної сили інерції дорівнює 
нулю. 

До тіла прикладені сила тяжіння G  і реакція гладенької 
поверхні N  (рис.4.3). Умовно прикладемо до тіла переносну 

силу інерції перФ  (модуль якої  пер перФ ma= ,  де m  - масса 

тіла), спрямовану протилежно переносному прискоренню перa , 

яке являє собою прискорення призми.  
 

Тоді 

G + N + Ф пер 0.=  

Спроектуємо це рівняння на осі  Ох  і  Оу, які пов’язані з 
рухомою призмою: 

sinG α − перФ cosα 0= ,                          (1) 

N G cosα− − перФ sinα 0.=                     (2) 

З першого рівняння знайдемо модуль прискорення  перa : 

sin 0,перmg ma cosα α− =  

sin
.перa g g tg

cos

α α
α

= =  

З урахуванням числових 
значень: 

09,81 30 5,66перa tg= = 2/м с . 

Визначимо переносну 
силу інерції: 

пер перФ ma mg tg G tgα α= = = . 

Із другого рівняння ви-
значимо модуль реакції приз-
ми: 

α

перФ

O 

x

y

G

R

N

перa

Рис.4.3 
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N Gcosα= + перФ sinα Gcosα= G+ sintgα α = 

G= cosα ( )21 .tg α+  

З урахуванням числових значень: 

( )0 2 02 30 1 30 2,3N cos tg= + =  Н. 

Тиск  R  тіла на призму за модулем дорівнює реакції  N , 
але спрямований у протилежний бік. 

 

Відповідь:      5,66перa = 2/м с ,   2,3R =  Н. 
 

Задача № 4 
 

Горизонтальна трубка CD рівномірно обертається навколо 
вертикальної осі АВ з кутовою швидкістю ω . Посередині труб-
ки знаходиться тіло  М.   

Визначити  швидкість V  тіла відносно трубки у момент 
його виліту з трубки, якщо у початковий момент  

0 00, ,V x x= =  довжина трубки  l . Тертям знехтувати. 

 

Розв’язок. Зобразимо тіло  М  у поточному положенні у 
трубці (рис.4.4). 

Рух тіла  М  розкладемо на відносний (по відношенню до 

M  

A  

'M  

відV  

перФ  

перω  

x  

перa
С  

gm  

B

D  

I  

I  

x  
gm  

корФ  
корa  

1N  N  

I  I  

Рис.4.4 
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трубки CD) і переносний (разом з трубкою.) З трубкою 
пов’яжемо рухому систему координат: вісь  х  спрямуємо 
вздовж трубки  CD , вісь  у  спрямуємо уздовж осі обертання. 

Початкові умови руху по відношенню до рухомої системи 
координат мають вигляд: 

при   ,0     ,0 00 == xVt      .00 >= xx  

До тіла  М  прикладені наступні сили: сила тяжіння  mg  і 

реакції трубки N  та 1N , які лежать у площині І-І.  
Використаємо теорію відносного руху, для чого необхідно 

до цих сил додати переносну і коріолісову сили інерції. 

Переносна сила інерції  перФ  дорівнює: 

пер перФ ma= − . 

Переносне прискорення перa  тіла М дорівнює прискоренню 

тієї точки M ′  рухомої системи координат, з якою співпадає у 
даний момент тіло М. 

Переносне прискорення точки M ′  у загальному випадку 
дорівнює: 

пер пер

n
перa a aτ= + . 

Оскільки трубка CD обертається зі сталою кутовою 
швидкістю, тобто 0nepε = , то 

0;        
пер пер

n
пер перa x a aτ ε= = = . 

За модулем 2
пер

na xω=  і спрямоване до осі обертання. От-

же, переносна сила інерції дорівнює: 
2

пер перФ m xω=  

і спрямована у сторону додатного напрямку осі  х. 
Коріолісове прискорення дорівнює: 

( )2 .кор пер відa Vω= ×  
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Спрямоване  корa   перпендикулярно до площини рисунка від 

нас. Отже, коріолісова сила інерції спрямована до нас. На рис.4.4 
праворуч показано переріз 1–1, перпендикулярний до осі  х, на 

якому зображені реакції N  і 1N  та коріолісова сила інерції  корФ . 
За модулем 

02 sin90 2 .кор пер від пер відФ m V m Vω ω= =  

Рівняння відносного руху з урахуванням сил mg , N , 1N  і 
складових сили інерції має вигляд: 

відma mg N= + + 1N +Ф пер + Ф .кор  

Для визначення швидкості тіла  М  відносно трубки  CD  
спроектуємо це рівняння на вісь  х: 

xdV
m

dt
= (Ф пер ) x

2 ;перm xω=   або   
2

.x
пер

dV
x

dt
ω=  

Сили   mg , N , 1N  та корФ  перпендикулярні до осі  х  і 
проектуються у точку. Для розв’язання останнього 
диференціального рівняння зробимо перетворення: 

x x
x

dV dVdx dx
V

dt dx dt dx
⋅ = ⋅ = xdV

dx
ω= 2

пер .x⋅  

Розділимо змінні і проінтегруємо: 

x xV dV ω= 2 ,пер xdx
   x xV dV ω=∫ 2

пер

'
1Cxdx+∫  

'
1

2
2

2

22
C

xV
nep

x += ω
   

 ⇒    
2

xV ω= 2
пер

2
1x C+ .

 

Сталу інтегрування  1C   визначаємо за початковими умова-

ми: при    0x x=     0 0xV = . 

2 2
0 10 перx Cω= + ,   ⇒    

2 2
1 0перC xω= − . 

Тоді 

2
xV ω= 2

пер
2x ω−

2
пер

2
0x ω=

2
пер ( )2 2

0x x− ,
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звідки 

xV ω= пер
2 2

0x x− . 

У момент вильоту тіла М з трубки (при цьому x l= ), 
швидкість тіла дорівнює: 

2 2
0 .перV l xω= −  

Відповідь:                2 2
0 .перV l xω= −  

 
Задача № 5 

 

Напівколо BCD радіусом 0,5R= м  обертається навколо 

вертикальної осі зі сталою кутовою швидкістю  срадпер 2=ω . 

По ньому із точки В, яка зміщена вправо від осі Оy на малу ве-
личину, починає сковзати без тертя кільце М.  

 

Визначити відносну швидкість  відV  у точці С, якщо по-

чаткова швидкість кільця 0 0V = . 

Розв’язок. Зобразимо кільце у проміжному положенні на 
дузі ВСD, яке 
визначається кутом α. 
Кільце М здійснює 
складний рух, який 
можна розкласти на 
відносний - по напівколу 
ВСD, і переносний обер-
тальний разом з 
напівколом ВСD навко-
ло вертикальної осі Оу 
(рис.4.5). 

Початкові умови 
відносного руху кільця 
М мають вигляд: 
при   0 0t =    0 0.V =  

 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 

 
 

 

 
Рис.4.5 
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На кільце діють наступні сили: сила тяжіння кільця  mg , 

нормальна реакція напівкола - N . Додамо силу інерції у пере-

носному русі  перФ   і коріолісову силу інерції корФ . Переносна 

сила інерції дорівнює: 

.
n

пер пер перФ Ф Ф
τ

= +  

,sin22 αωω RmKMmmaФ nepnep
n
nep

n
nep =⋅==  

,sinαεεττ RmKMmmaФ nepnepnepnep =⋅==  

де ,перω перε  - кутова швидкість і кутове прискорення  перенос-

ного обертання; 
KM  - радіус обертання точки  М  навколо осі  Оу. 

Оскільки обертання рівномірне, то  0перε = , і 0nepФ
τ = . От-

же, переносна сила інерції  nepФ  буде мати тільки одну складо-

ву - 
n
nepФ  , яка спрямована у сторону, протилежну нормальному 

прискоренню  
пер

na , і за модулем дорівнює: 

2 sin .пер nepФ m Rω α=  

Коріолісова сила інерції спрямована у бік, протилежний 
коріолісовому прискоренню  корa : 

,кор корФ ma= −     ( )2кор пер відa Vω= × . 

Відносна швидкість  відV  спрямована за дотичною до дуги  

ВС  у бік руху. Тоді прискорення кора  спрямоване перпендику-

лярно до площини рисунка від нас,  корФ  у протилежний бік, 
тобто, до нас. 

Запишемо рівняння відносного руху кільця  М: 

.пер корвідmа mg N Ф Ф= + + +  
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Оскільки траєкторія кільця М відома (коло), то з кільцем 
пов’яжемо природну систему координат τMn. 

Складемо диференціальне рівняння відносного руху у 
проекції на дотичну τ до дуги  ВС у точці  М: 

+= ατ sinmgmaвід Ф
пер

n cos .α⋅    (1) 

Проекція корФ  на вісь τ  дорівнює нулю, оскільки 

коріолісова сила інерції перпендикулярна до площини, у якій 
лежить вісь  τ . 

Визначимо відносну швидкість відV  з рівняння (1). 

+= ατ sinmgmaвід ,cossin2 ααω ⋅Rm nep  

α
ω

ατ 2sin
2

sin
2 R

ga nep
від += , 

2

sin sin 2 .
2
первід

RdV
g

dt

ω
α α= +  

Перейдемо від змінної t  до змінної α  наступним чином: 

від від відdV dV dVd d

dt dt d d dt

α α
α α

= = ⋅ , 

Оскільки 

відd V

dt R

α ω= = , 

то 

2

sin sin 2 .
2
первід від

RV dV
g

R d

ω
α α

α
⋅ = +                        (2) 

Розділимо змінні у рівнянні (2) і проінтегруємо: 
2 2

sin sin 2
2

пер

від від

R
V dV Rg d d

ω
α α α α⋅ = ⋅ + ⋅ , 
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2 2
1sin 0,5 sin 2

первід відV dV Rg d R d Cα α ω α α⋅ = ⋅ + ⋅ +∫ ∫ ∫ , 

2
2 2

1
1

cos cos2
2 4 пер

відV
Rg R Cα ω α= − − ⋅ + . 

Визначимо сталу інтегрування 1C . Оскільки при 0 0t =     

0 0,α =     0відV = ,  то 

2 2
1

1
0 ,

4 пер
Rg R Cω= − − ⋅ +    ⇒  2 2

1
1

4 пер
C Rg Rω= + . 

Остаточно, 

2 2 2 2 21 1
2 2 cos cos2 ,

2 2пер первідV Rg R Rg Rω α ω α= + − −  

( ) ( )2 22 1 cos 0,5 1 cos2
первідV Rg Rα ω α= − + − . 

Підрахуємо відV   при  
2

πα = : 

2
2 22 2 1

2
пер

первід

R
V Rg R Rg

g

ω
ω

 
 = + = +
 
 

. 

Підставляємо  12пер cω −= ;   0,5R = м . 

22 0,5
2 0,5 9,81 1 3,3 .

2 9,81відV м с
 ⋅= ⋅ ⋅ + = ⋅ 

 

 

Відповідь:  3,3відV = .м с  

 
Задача №6 

 

Порожня трубка АВ ( рис. 4.6) обертається зі сталою куто-
вою швидкістю ω  навколо вертикальної осі СD та складає з нею 

незмінний кут 060=α . В трубці знаходиться куля М вагою G = 
4 Н. 
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Визначити закон руху кулі М відносно трубки АВ, якщо 
початкова швидкість кулі дорівнює нулю, початкова відстань 
від точки О дорівнює 5=l  см, кутова швидкість трубки 

14,3=ω рад/с. Тертям кулі об стінки трубки знехтувати. 
 

Розв’язок. Зобразимо кулю, яку приймаємо за матеріальну 
точку, в довільному положенні в трубці АВ (рис.4.6). 

Виберемо початок рухомої системи відліку, яку пов’яжемо 
з трубкою АВ, в точці О та ось Ох спрямуємо вздовж трубки від 
точки О до точки В. 

Обертання цієї системи навколо осі СD є переносним рухом 
для кулі М. 

Відносним рухом кулі М є її рух вздовж трубки. На кулю М 

діє сила тяжіння G  та реакція трубки N , яка перпендикулярна 

осі Ох. До цих сил треба додати переносну перФ  та коріолісову 

корФ  сили інерції. З рівняння (4.2) витікає, що сила інерції корФ  
спрямована до нас перпендикулярно до площини рисунка (на 

рис.4.6 силу корФ  не показано). 
Оскільки переносне 

обертання рівномірне, то 
переносне прискорення 
складається тільки з нор-

мального 
n
перa , спрямова-

ного до осі обертання СD, 

тобто n
nepnep aa = . Отже, 

переносна сила інерції 
спрямована праворуч, 
перпендикулярно CD. 

За модулем перФ  
дорівнює:  

2 sinn
пер перФ mа m xω α= = , 

де   αsinx   - відстань від точки М до осі обертання CD, 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.4.6 
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( ) xxx
g

G
Фпер 5,3866,014,3

81,9

4
60sin 202 =⋅== ω . 

      
(1)

 
Запишемо рівняння відносного руху кулі М у векторній 

формі: 

корпервід ФФNGam +++= ,                       (2) 
та спроектуємо вираз (2) на вісь Ох: 

αα sincos первід ФGma +−= . 

Одержане рівняння можна переписати у вигляді: 
00 60sin5,360cos xmgxm +⋅−=ɺɺ , 

або 

9,443,7 −=− xxɺɺ .                              (3) 

Загальне рішення одержаного диференціального рівняння 
має вигляд: 

21 xxx += , 

де  1x  - загальне рішення відповідного однорідного рівняння; 

2x  - часткове рішення рівняння (3). 
Складемо характеристичне рівняння та знайдемо його 

корені: 

043,72 =−n ,  ⇒  7,243,72,1 ±≈±=n . 

Таким чином, загальне рішення однорідного диферен-
ціального рівняння є: 

tt eCeCx 7,2
2

7,2
11

−+= . 

Часткове рішення рівняння (3) знайдемо у формі: 

Bx =2 . 

Із диференціального рівняння (3): 

9,443,7 −=⋅− B ,      звідки     66,0=B . 

Рішення диференціального рівняння (3) відносного руху 
кулі М має вигляд: 
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66,07,2
2

7,2
1 ++= − tt eCeCx .                           (4) 

Швидкість цього руху: 
tt eCeCx 7,2

2
7,2

1 7,27,2 −−=ɺ .                           (5) 

Сталі 1C  та 2C  знайдемо, використавши початкові умови:      

при   ct 00 =        05,00 == lx м,      00 =xɺ . 

Запишемо рівняння (4) та (5) при ct 00 = : 

66,005,0 21 ++= CС ,           ( )4′ ,  

21 7,27,20 CC −= .       ( )5′ . 

Вирішуємо рівняння ( 4′  ) і (5′ ), та знаходимо 

305,021 −== CC . 

Остаточно, рівняння відносного руху кулі М приймає ви-
гляд: 

66,0305,0305,0 7,27,2 +−−= − tt eex . 

 
Відповідь:     66,0305,0305,0 7,27,2 +−−= − tt eex м. 
 
 

Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи: 33.11; 
33.17  [2]. 
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РОЗДІЛ ЧЕТВЕРТИЙ 
ДИНАМІКА МЕХАНІЧНОЇ 

СИСТЕМИ 
 

В попередньому розділі розглядалися задачі, пов’язані з ру-
хом матеріальної точки, яка знаходиться під дією прикладених 
до неї сил. Однак часто доводиться зустрічатися з такими ви-
падками, коли рух однієї точки неможливо розглядати 
ізольовано від руху інших матеріальних точок. Це змушує нас 
перейти до вивчення руху сукупності матеріальних точок, або 
механічних систем. 

 

У механіці під механічною системою матеріа-
льних точок або тіл мають на увазі таку їх сукуп-
ність, в якій положення або рух кожної точки (або 
тіла) залежить від положення або руху усіх інших. 

 

Сукупність тіл, між якими відсутні сили взаємодії та рух 
яких ніяким чином не пов’язаний один з одним, механічну сис-
тему не створюють. Механічні системи бувають вільними та 
невільними. 

 

Система матеріальних точок, рух яких не об-
межений ніяким в’язями, а визначається тільки 
діючими на ці точки силами, називається системою 
вільних точок. 

 

Система матеріальних точок, рух яких 
обмежується накладеними на точки в’язями, 
називається системою невільних точок. 

 
Розв’язування задач динаміки механічної системи базується 

на теоремах динаміки та деяких принципах, які будуть розгля-
нуті у даному розділі.  
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Тема 5. ГЕОМЕТРІЯ МАС 
 

ЗАНЯТТЯ №9  
 

Зміст 
 

5.1. Механічна система. Центр мас механічної 
системи. 

5.2. Порядок розв’язування задач на визначення 
центра мас механічної системи. 

5.3. Приклади розв’язування задач. 
 
 

5.1. Механічна система.  
Центр мас механічної системи 

 

В механіці під механічною системою мають на увазі суку-
пність взаємодіючих між собою матеріальних точок або тіл.  

Частковим випадком механічної системи є абсолютно твер-
де тіло. 

Масою механічної системи називається сума мас усіх то-
чок, що входять до системи: 

∑=
n

kmM
1

, 

де: кm  - маса матеріальної точки з номером k, 
       n   - число усіх точок системи. 

 
Центром мас (центром інерції) механічної системи нази-

вається точка С (рис.5.1), радіус - вектор Cr  якої визначається за 
формулою: 

∑= kkC rm
M

r
1

,
 

де  M  - маса системи матеріальних точок; 
      kr  - радіус - вектор точки з масою  km . 
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Декартові координати центра мас системи матеріальних то-
чок визначаються за залежностями: 

 
 

 
 

(5.1) 
 
 
 
 
 

Тут , ,к к кx y z  - координати к-ої матеріальної точки.  
 

 

Для твердого тіла центр мас співпадає з центром тяжіння. 
 

 Порядок розв’зування задач на визначення центра 
мас механічної системи 

 

Розв’язування задач, у яких необхідно визначити положення 
центра мас і рівняння його траєкторії, рекомендується проводи-
ти у наступній послідовності: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.5.1 
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 Вибрати систему координат. 
 Записати координати центрів тяжіння кожної із мас сис-

теми, виразивши їх у вигляді функцій часу: 

( )к кx tϕ= ,  ( )к кy tψ= , ( )к кz tχ= . 

 Визначити координати центра мас системи за формула-
ми (5.1), при цьому Cx , Cy , Cz   будуть функціями часу, 
тобто, одержані вирази будуть параметричними рівнян-
нями руху центра мас. 

 Для знаходження рівнянь траєкторії центра мас треба із 
останніх виразів (пункт 3) виключити час. 

 

 Приклади розв’язування задач 
 

Задача № 1 
 

Визначити положення центра мас 
відцентрового регулятора, зображеного 
на рис.5.2, якщо вага кожної із куль  А  
і  В  дорівнює 1P , вага муфти D дорів-

нює  2P . Кулі  А  і  В  вважати матеріа-
льними точками. Масою стержнів зне-
хтувати. 

 

Розв’язок.   Система координат, 
відносно якої необхідно визначити по-
ложення центра мас, зображена на 
рис.5.2. 

Для визначення положення центра 
мас системи треба визначити його ко-
ординати за формулами (5.1): 

3

1

1
C k kx m x

M
= ∑ , 

3

1

1
C k ky m y

M
= ∑ , 

де 1 2 3 A B DM m m m m m m= + + = + + ,  

     kx , ky  - координати центра мас куль  А, В і муфти  D . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.5.2 
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Отже 

( )1
C A A B B D D

A B D

x m x m x m x
m m m

= + +
+ +

,
 

( )1
C A A B B D D

A B D

y m y m y m y
m m m

= + +
+ +

. 

Знаходимо координати центрів мас: 
кулі  А:    sinAx l ϕ= − ,        cosAy l ϕ= ; 

кулі  В:    sinBx l ϕ= ,           cosBy l ϕ= ; 

муфти D  : 0Dx = ,               2 sDy lco ϕ= . 
Тоді 

( )1
sin sin 0 0C A B D

A B D

x m l m l m
m m m

ϕ ϕ= − + + ⋅ =
+ +

, 

 

оскільки                         A Bm m= . 

( )1
cos cos 2 cosC A B D

A B D

y m l m l m l
m m m

ϕ ϕ ϕ= + + =
+ +

 

1 1 2

1 1 2

cos cos 2 cos
P P Pg

l l l
P P P g g g

ϕ ϕ ϕ 
= + + = + +  

 

( ) 1 2
1 2

1 2 1 2

2
cos 2 cos

2 2

P P
l P P l

P P P P
ϕ ϕ+= + =

+ +
. 

 

Відповідь:          0Cx = ,       1 2

1 2

2 cos
2C
P P

y l
P P

ϕ+=
+

. 

 

Задача № 2 
 

Знайти рівняння руху центра мас шарнірного паралелог-
рама  ОАВО1, а також рівняння траєкторії його центра мас при 
обертанні кривошипа ОА зі сталою кутовою швидкістю ω . Лан-
ки паралелограма – однорідні стержні (рис.5.3), і 

1 0,5OA O B AB a= = = . 
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Розв’язок.  По-
чаток системи коор-
динат пов’яжемо з 
шарніром  О  кри-
вошипа  ОА. Вісь  
Ох  спрямуємо пра-
воруч по лінії  ОО1 , 
а вісь  Оу - перпен-
дикулярно до лінії 
ОО1. 

Оскільки ланки 
1,2,3 паралелограма 
однорідні, то центри 
мас їх лежать посе-

редині ланок (точки  1 2 3, ,m m m ). 

Із розмірів ланок витікає:    1 3m m m= = , 2 2m m= . 

Визначимо координати центрів мас ланок механізму як фу-
нкції кута повороту  tϕ ω=  (рис.5.3): 

1
1

cos ,
2

x a tω=  

2 cos cos ,
2

AB
x OA t a t aω ω= + = +

3
1 1

cos cos 2
2 2

x OA t AB a t aω ω= + = + . 

1 3
1

sin ,
2

y y a tω= =    2 siny a tω= . 

Для визначення координат центра мас шарнірного парале-
лограма ОАВО1  скористаємося залежністю (5.1): 

1 1 2 2 3 3

1 2 3
C

m x m x m x
x

m m m

+ +=
+ +

, 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

O 

y  
A  B 

С  

x  y 1
=

y 3
 

O1 

y 2
  

1x  
2x  

3x  

1m  

2m  

3m  

к  tω  

Рис.5.3 
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( )1 2 3

1 2 3

1 1
cos cos cos 2

2 2
C

m a t m a t a m a t a
x

m m m

ω ω ω + + + + 
 = =

+ +
 

3 cos 4

4

ma t ma

m

ω += = ( )3cos 4

4

a tω +
. 

3
cos

4Cx a a tω= + ,   (1) 

1 1 2 2 3 3

1 2 3
C

m y m y m y
y

m m m

+ +=
+ +

. 

1
1 1

sin 2 sin sin
2 2

4C

m a t ma t m a t
y

m

ω ω ω+ +
= = 3 sin

4

a tω
, 

3
sin

4Cy a tω= .   (2) 

Для визначення рівняння траєкторії центру мас (точки С) 
виключимо параметр t з рівнянь (1) і (2). З цією метою виконає-
мо наступні перетворення: 

3
cos

4Cx a a tω− = ,  
            

3
sin

4Cy a tω= ,
 

( )
2

2 23
cos

4Cx a a tω − =  
 

,  
          

2
2 23

sin
4Cy a tω =  
 

.
 

Додамо, відповідно, ліві та праві частини цих рівнянь: 

( ) ( )
2 2

2 2 2 23 3
cos sin .

4 4C Cx a y a t t aω ω   − + = + =   
   

 

Таким чином, траєкторією центра мас шарнірного парале-
лограма є коло: 

( )
2

2 2 3

4С Сx a y a
 − + =  
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з радіусом, який дорівнює 
3

4
a ,  з центром у точці К з координа-

тами ,кx a=  0кy = . 
 

Відповідь:        
3

cos
4Cx a tω= + , 

3
sin

4Cy a tω= ,  

( )
2

2 2 3

4C Cx a y a
 − + =  
 

. 

 

Задача № 3 
 

Визначити траєкторію центра мас механізму еліпсогра-
фа (рис.5.4), який складається із муфт А і В вагою Q  кожна, 
кривошипа ОD вагою Р і лінійки АВ вагою 2Р, якщо 

OD AD DB l= = = . 
Вважати, що лінійка і кривошип є однорідні стержні, а му-

фти - точкові маси. 
 

Розв’язок.  Механізм складається з 4 рухомих ланок. Для 
зручності розв’язування задачі пронумеруємо ланки відповідно 
рис.5.4. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x  

l  

2m

 

2x  
1x  

4x  

y

 

l  

l  

ϕ  ϕ  y 1
 

y 3
 

y 2
 

A  

B  О  

D  

1m

 

3m

 

4m

 

1 

4 

3 
2 

Рис.5.4 
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Система координат, відносно якої буде визначатися траєк-
торія центра мас механізму показана на рисунку. 

Спочатку визначимо координати центрів мас усіх ланок ме-
ханізму: 

1 0,5 cosx l ϕ= , 2 cosx l ϕ= , 3 0x = , 4 2 cosx l ϕ= , 1 0,5 siny l ϕ= ,  

2 siny l ϕ= ,  3 2 siny l ϕ= ,     4 0y = . 
Для визначення координат центра мас  механізму еліпсог-

рафа скористуємося формулою (5.1): 
 

1 1 2 2 3 3 4 4

1 2 3 4
C

m x m x m x m x
x

m m m m

+ + += =
+ + +

 

2
0,5 cos cos 0 2 cos

2

P P Q Q
l l l

g g g g
P P Q Q
g g g g

ϕ ϕ ϕ+ + ⋅ +
= =

+ + +
 

2,5 cos 2 cos

2 3

Pl Ql

Q P

ϕ ϕ+=
+

. 

2,5 2
cos

2 3C
P Q

x l
Q P

ϕ  +=  + 
. 

1 1 2 2 3 3 4 4

1 2 3 4
C

m y m y m y m y
y

m m m m

+ + += =
+ + +

 

2
0,5 sin sin 2 sin 0

2

P P Q Q
l l l

g g g g
P P Q Q

g g g g

ϕ ϕ ϕ+ + + ⋅
= =

+ + +
 

2,5 sin 2 sin

2 3

Pl Q l

Q P

ϕ ϕ+=
+

. 

2,5 2
sin

2 3C
P Q

y l
Q P

ϕ  +=  + 
. 
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Отже, координати центра мас еліпсографа мають значення: 

2,5 2
cos

2 3C
P Q

x l
Q P

ϕ  +=  + 
,          2,5 2

sin
2 3C

P Q
y l

Q P
ϕ  +=  + 

. 

Для знаходження рівняння траєкторії центра мас у явному 
вигляді необхідно з цих рівнянь виключити кут ϕ . Розв’язавши 
обидва рівняння відносно  cosϕ   і  sinϕ , підносячи їх потім до 
квадрату і склавши, одержимо: 

2
2 2 2,5 2

3 2C C
P Q

x y l
P Q

 ++ =  + 
.
 

Траєкторією центра мас є коло з центром у точці  О і радіу-
сом R, який дорівнює: 

2,5 2

3 2

P Q
R l

P Q

+=
+

.
 

 

Відповідь:    
2

2 2 2,5 2

3 2C C
P Q

x y l
P Q

 ++ =  + 
. 

 
Задача № 4 

 
Визначити  залежність від кута повороту кривошипа ϕ  ко-

ординат центру мас кривошипно-повзунного механізму, що зо-
бражено на рис.5.5. Довжина кривошипа ОА= l , його вага 

PP =1 , довжина шатуна АВ= l , його вага PP 22 = , вага повзуна 

PP 33 = . 
 

Розв’язок.   Виберемо систему координат хОу, як показано 
на рис.5.5. Розглянемо механізм у довільному положенні, яке 
визначається кутом ϕ  (для будь-якого положення βϕ = , оскі-
льки ОА=АВ).  
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Застосовуючи формулу (5.1), одержимо: 

( )332211

1
xmxmxm

M
xC ++= ,   (1) 

( )332211

1
ymymym

M
yC ++= ,  (2) 

 

де 321 ,, xxx , 321 ,, yyy  - координати центрів ваги тіл, що скла-

дають систему, 
М – маса усієї системи. 

 

З рис.5.5 находимо: 
 

,cos2coscos

,cos
2

3
cos

2
coscos

2
cos

;cos
2

cos
2

3

2

1

ϕβϕ

ϕϕϕβϕ

ϕϕ

lABOAKBOKx

l
l

l
AB

OAKMOKx

lOA
x

=+=+=

=+=+=+=

==

 

.0

,sin
2

sin
2

3

21

=

===

y

lOA
yy ϕϕ

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.5.5 
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Маса усієї системи у даному випадку дорівнює: 

g

P

g

P

g

P

g

P
mmmmM

k
k

6323

1
321 =++=++==∑

=

.
 

Підставляючи у вирази (1) і (2) значення координат центрів 
мас тіл механічної системи і величину маси системи М, одер-
жимо: 

2 3 3 2 19
cos cos cos cos ;

6 2 2 12

2 3
sin sin 0 sin .

6 2 2 4

C

C

g P l P l P l
x l

P g g g

g P l P l P l
y

P g g g

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

 ⋅ ⋅ ⋅= + + = 
 

 ⋅ ⋅= + + ⋅ = 
   

 

Відповідь:      .sin
4

       ,cos
12

19 ϕϕ l
y

l
x CC =⋅=  

 

Задача № 5 
 

Визначити рівняння траєкторії центра мас кулісного меха-
нізму (рис.5.6), якщо вага кривошипа  ОА  дорівнює Р1, вага по-
взуна  А  дорівнює  P2, а вага куліси і штанги BD  дорівнює P3. 
Кривошип, який обертається зі сталою кутовою швидкістю ω , 
вважати тонким однорідним стержнем, а повзун А – точковою 
масою. Центр тяжіння куліси і штанги розташовано у точці С3, 
причому OA l= , 2BC l= . При розрахунках прийняти: 

1 16P =  Н, 2 12P =  Н, 3 100P =  Н, 2ω = рад с , 0,5l =  м, 
g=10 м/с2. 

 

Будемо вважати, що у початковий момент повзун А займав 
крайнє праве положення. 

 

Розв’язок.   Виберемо осі декартових координат, як показа-
но на рисунку, де положення кулісного механізму відповідає 
моменту часу t . Оскільки кривошип обертається рівномірно, то 
його кут повороту дорівнює    ϕ = BOA tω∠ = . 
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Для визначення положення центра мас системи  С  необхід-
но знайти його координати Cx   і  Cy  за формулою (5.1). 

Оскільки механічна система складається із трьох тіл - кри-
вошипа  ОА, повзуна  А і куліси зі штангою BD, то: 

1 1 2 2 3 3

1 2 3
C

m x m x m x
x

m m m

+ +=
+ +

,  
     

1 1 2 2 3 3

1 2 3
C

m y m y m y
y

m m m

+ +=
+ +

.
 

Індекс 1 відповідає кривошипу, індекс 2 - повзуну А, індекс 
3 - кулісі зі штангою. 

 

Із рисунка видно: 

1 cos 0,25cos2
2

l
x t tω= = ,    

     
1 sin 0,25sin 2

2

l
y t tω= = ,

 

   2 cos 0,5cos2x l t tω= = ,  
          2 sin 0,5sin 2y l t tω= = .

 
3 2 cos 2 0,5cos2 1,x x BC l t l tω= + = + = +        3 0y = . 

1
1

16
1,6

10

P
m

g
= = = кг , 

 

2
2

12
1,2

10

P
m

g
= = = кг ,  

 

3
3

100
10

10

P
m

g
= = = кг . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.5.6 

tω  y 2
 

y 1
 

x  

1C  

3C  

A  

D  

3x  
2x  

1x  

B  О  

y

 



Динаміка механічної системи  
——————————————————————————— 

 

410 

Підставимо значення 1 1 2 2 3 3 1 2 3, , , , , , , ,x y x y x y m m m у форму-

ли для визначення Cx   і Cy . 

( )1,6 0,25cos2 1,2 0,5cos2 10 0,5cos2 1

1,6 1,2 10C

t t t
x

⋅ + ⋅ + +
= =

+ +  
0,4cos2 0,6cos2 5cos2 10 10 6cos2

12,8 12,8

t t t t+ + + += = =
 

0,78 0,469cos2 .t= +  
1,6 0,25sin 2 1,2 0,5sin 2 10 0

1,6 1,2 10C
t t

y
⋅ + ⋅ + ⋅= =

+ +  
0,4sin 2 0,6sin 2 sin 2

12,8 12,8

t t t+= = = 0,078sin 2t= .
 

Виключимо час t  у рівняннях, які визначають рух центра мас. 
Для цього розв’яжемо обидва рівняння відносно cos2t   і  

sin2t  : 

0,78
cos2

0,469
Cx

t
−= ,            sin 2

0,078
Cy

t = . 

Піднесемо ці рівняння до квадрату і додамо: 
2 2

2 20,78
cos 2 sin 2 1

0,469 0,078
C Cx y α α−   + = + =   

   
. 

Таким чином, траєкторією центра мас кулісного механізму 
є еліпс з напівосями  0,467 м  і  0,078 м. 

Центр еліпса лежить на осі  х  і віддалений від початку ко-
ординат  О  праворуч на відстань  0,78 м. 

 

Відповідь:         
2 2

0,78
1

0,469 0,078
C Cx y−   + =   

   
. 

Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи: 34.1, 
34.3, 34.6  [2]  . 
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Тема 5. ГЕОМЕТРІЯ МАС   
(продовження) 

 

ЗАНЯТТЯ № 10  
 

Зміст 
 

5.4. Момент інерції твердого тіла відносно осі. 
5.5. Моменти інерції деяких однорідних тіл. 
5.6, Контрольні запитання. 
5.7. Приклади розв’язування задач. 

 

5.4. Моменти інерції твердого тіла відносно осі 
 

Вплив власних властивостей тіла на обертальний рух знач-
но складніший, ніж у поступальному русі. 

Також як маса тіла є мірою інертності тіла при його посту-
пальному русі, так і момент інерції тіла відносно даної осі є мі-
рою інертності тіла при його обертальному русі. 

Як міра інертності тіла момент інерції входить в усі форму-
ли обертального руху. Не знаючи моменту інерції тіла, не вмію-
чи його визначити, не можна розв’язувати задачі, які пов’язані з 
обертальним або складним рухом тіла, частиною якого є оберта-
льний рух. 

Момент інерції тіла (системи) відносно осі, наприклад z, по-
значимо zI  (індекс указує на вісь, відносно якої визначається 
момент інерції). 

 

Моментом інерції тіла відносно осі, наприклад z, 
називається скалярна величина, яка дорівнює сумі до-
бутків мас точок тіла на квадрати їх відстаней до 
осі: 

2 2 2 2
1 1 2 2

1

... .
n

z n n k k
k

I m h m h m h m h
=

= + + + =∑  

Якщо тіло суцільне, то під кm  необхідно розуміти масу 
елементарної частки тіла dm, тоді момент інерції буде виража-
тися інтегралом: 
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( )

2
z

M

I h dm= ∫ , 

де  h  - відстань частки  dm від осі. 
Цей інтеграл береться за всією масою тіла. Очевидно, що 

величина моменту інерції залежить від розмірів і форми тіла , а 
також від закону розподілу маси у тілі. 

Момент інерції вимірюється у системі СІ - в 2кг м⋅ , в техні-

чній системі  – в  2/кгм c . 
Для тіл правильної геометричної форми визначення моментів 

інерції робиться за допомогою інтегрального обчислення. Якщо 
тіло має неправильну форму, то момент інерції його визначається 
або приблизно, шляхом розбиття тіла на декілька тіл, які мають 
правильну геометричну форму, або експериментально. 

Для однорідного тіла, при густині   constρ = : 

( )( ) ( )

2 2 2 ,z
M V V

I h dm h dV h dVρ ρ= = =∫ ∫ ∫
 

де інтеграл береться по всьому об’єму тіла. 
Для однорідної матеріальної поверхні: 

( )

2
z

S

I h dSρ= ∫ ,

 
де  ρ  - маса одиниці площини поверхні і інтеграл береться за 

усією площиною поверхні. 
Для однорідної матеріальної лінії: 

( )

2
z

l

I h dlρ= ∫ ,

 
де  ρ  - маса одиниці довжини лінії. Інтеграл береться по дов-

жині l . 
Для однієї матеріальної точки, яка знаходиться на відстані  

h   від осі, момент інерції дорівнює: 
2

zI mh= . 

Іноді при визначені моменту інерції тіла користуються по-
няттям радіуса інерції. Радіусом інерції тіла відносно осі, на-
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приклад Оz, називається лінійна величина iρ , яка визначається 
рівністю: 

2,z iI M ρ=  
де M   - маса тіла. 

Отже, радіус інерції визначає відстань від осі Оz  до точки, в 
якій необхідно зосередити всю масу  М  тіла, щоб момент інерції 
точки відносно цієї осі дорівнював моменту інерції тіла. 

Момент інерції системи відносно початку координат дорівнює 

( )2 2 2 2
0 k k k k k kI m r m x y z= = + +∑ ∑ .

                 
(5.2)

 
Моменти інерції відносно координатних осей (осьові моме-

нти) виражаються залежностями: 

( )
( )
( )

2 2

2 2

2 2

,

,

.

x k k k

y k k k

z k k k

I m y z

I m x z

I m x y

= +

= + 

= +


∑

∑

∑
   

 (5.3)

 
Існує проста залежність між моментами інерції тіла віднос-

но паралельних осей, одна з яких проходить через його центр 
мас (теорема Гюйгенса-Штейнера). 

 

Момент інерції тіла відносно будь-якої осі дорів-
нює моменту інерції тіла відносно осі, яка проходить 
через центр мас тіла паралельно даній осі, плюс добу-
ток маси тіла на квадрат відстані між осями: 

 

2
0 ,cI I Md= +     (5.4) 

де  cI  - момент інерції тіла відносно осі, яка проходить через 
центр мас і паралельна даної; 

       0I  - момент інерції тіла відносно даної осі; 
       d  - відстань між осями. 

 

З виразу (5.4) витікає, що найменшим момент інерції тіла 
буде відносно тієї осі, яка проходить через центр його мас. 
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5.5. Моменти інерції деяких однорідних тіл. 
 

Форма тіла. Схема тіла. Момент інерції. 
 
 

Тонкий прямолі-
нійний стержень 

  
2

12z
Ml

I =  

 
 

-„- 

  
2

3z
Ml

I =  

 
 

Кругла пластинка 
малої товщини 

 2

2z
Mr

I =  

2

4x y
Mr

I I= =  

 

 
Кільце(матеріальне 

коло) 

  
 

2
zI Mr=  

 
 
 
 

Круглий циліндр 

  
 
 

2

2z
Mr

I =  

 
 
 

Прямокутний пара-
лелепіпед 

  
 

2 2

12z
a b

I M
+=  

z  

l  l  

z  

l  
y

 

x  
z  

r  

z  

r  

r  

z  

z  

b  a  
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Порожниста куля зі  

стінками малої  
товщини 

 
 

  
 

22

3zI Mr=  

 
 

Куля 

  
 

22

5zI Mr=  

 

5.6. Контрольні запитання 
 

 Що називається моментом інерції твердого тіла відносно 
осі ? 

 Яку величину називають радіусом інерції? 
 Яка залежність між моментами інерції тіла відносно па-

ралельних осей? 
 Відносно якої осі момент інерції тіла має найменше зна-

чення? 
 

5.7. Приклади розв’язування задач 
 

Задача №1 
 

Маятник, який зображено на рис. 5.7, складається з тонкого 
однорідного стержня довжиною 0,4l = м і масою 1 1m = кг та 
круглого однорідного диска з радіусом  0,2R= м і масою 

2 0,5m = кг. 
 

Визначити  момент інерції  zI  відносно осі його обертання 
Оz  (вісь Оz направлена перпендикулярно до площини рисунку). 

z  r  

О  

z  r  

О  
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Розв’язок. Маятник складається з двох тіл: стержня і ди-
ска, тому 

ст д
z z zI I I= + ,   (1) 

де ст
zI   і  д

zI  моменти інерції відносно осі Оz 
стержня та диска, відповідно. 

Момент інерції стержня дорівнює (див. 5.5): 

2
1

1

3
ст
zI m l= . 

  (2) 

Момент інерції диска знайдемо за формулою 
(5.4): 

2
2

д д
z cI I m d= + , 

де   2
2

1

2
д
cI m R=  - момент інерції диска відносно осі, яка прохо-

дить паралельно осі Оz через його центр мас, точку С, а відстань 
від центра мас до осі Оz - d l R= + . 

Отже 

( )22
2 2

1

2
д
zI m R m l R= + + .  

                       (3) 

Користуючись виразами для моментів інерції стержня (2) і 
диска (3), знайдемо момент інерції маятника відносно осі Оz: 

( )22 2
1 2

1 1

3 2zI m l m R l R
 = + + +  

.  
                (4) 

Після підстановки у вираз (4) числових даних, одержимо: 
 

( )22 21 1
1 0,4 0,5 0,2 0,4 0,2 0,243 

3 2zI
 = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + + =  

кг.м2.
 

 

Відповідь: 0,243 zI = кгм
2. 

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     Рис.5.7 

l  

О  

С  
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Задача №2. 
 

Визначити момент інерції 
1zI  стального вала радіуса r =5 

см і масою m=100 кг відносно його твірної. Вал вважати одно-
рідним суцільним циліндром.(рис.5.8). 

 

Розв’язок. Для визначення 
моменту інерції стального вала 
відносно осі z1, треба скориста-
тися формою Гюйгенса-
Штейнера 

1
2

z cI I mr= + , 

де  cI  - момент інерції відносно осі z, яка проходить через центр 
мас тіла., 

  m   - маса вала, 
   r   - відстань між осями, яка дорівнює радіусу вала. 

2

2c
mr

I = . 

Тоді 

1

2
2 2 23 3

100 5
2 2 2z

mr
I mr mr= + = = ⋅ ⋅ =

 

=3750 2 0, 375кг см⋅ = 2кгм . 
 

Відповідь:   
1

3750zI =  2 20,375кг см кгм⋅ = . 
 

Задача № 3 
 

Визначити осьові моменти інерції xI   та  yI  зображеної на 

рис.5.9 однорідної прямокутної пластинки вагою Р. 
 

Розв’язок. Визначимо момент інерції пластинки відносно осі  х. 
Для цього виділимо на відстані iy  смужку шириною y∆ . 

 
 

 
Рис.5.8 

1z  
С  z  
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Момент інерції цієї тонкої смужки відносно осі  х  дорів-
нює: 

2
xi i iI m y= , 

де  im  - маса смужки. 
Маса смужки дорівнює: 

2i im S b yγ γ= ⋅ = ∆ , 

де Si – площа смужки; 

 γ  - маса одиниці площі поверхні 
пластинки. 

Тоді: 
22xi iI b y yγ= ∆ , 

а момент інерції усієї пластинки буде дорівнювати сумі момен-
тів інерції усіх смужок, на які можна розбити пластинку: 

2 22 2x xi i iI I b y y b y yγ γ= = ∆ = ∆∑ ∑ ∑ . 

При граничному переході, тобто, коли   0y∆ →  

2 2
iy y y dy∆ =∑ ∫ . 

Отже, 
22 3 3 3

2

0 0

8 16
2 2 2

3 3 3

aa

x
y a a b

I b y dy b b
γγ γ γ= = = =∫ . 

Обчислимо масу пластинки: 

2 2 4
P

m a b ab
g

γ γ= ⋅ ⋅ = = . 

Таким чином 

3 2 2
216 4 4 4

4
3 3 3 3x

a b a a P
I ab m a

g

γ γ= = = = .
 

Момент інерції пластинки відносно осі  у знаходимо ана-
логічним шляхом і одержимо: 

24

3y
P

I b
g

= .
 

 
 
 
 
 
 
 

Рис.5.9 

y

 

x  
a2  

2
b 

О  

iy

 

y∆
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Відповідь:        24

3x
P

I a
g

= ,    24

3y
P

I b
g

= . 

 

Задача №4 
 

Визначити момент інерції відносно осі z zI  однорідного 
прямокутного паралелепіпеда вагою Р (рис.5.10).  

 

Розв’язок. Виділимо елементарний паралелепіпед зі сторо-
нами основи ,  x y∆ ∆  і висотою 2с. Відстань елементарного па-

ралелепіпеда від осей  х  і  у  дорівнює ix  та iy , відповідно. 
Момент інерції елементарного паралелепіпеда відносно осі 

z дорівнює: 

( )2 2
zi i i iI m x y= + , 

де: im  - маса елементарного паралелепіпеда, яка дорівнює: 

2i im V x y cγ γ= ∆ ⋅ = ⋅ ∆ ⋅ ∆ ⋅ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.5.10 

x∆  

x  

ix  

iy

 

y∆

 

a  a  

b 
b 

2
c 

z  

y

 

О  
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Тоді,  ( )2 22zi i iI c x y x yγ= + ∆ ∆ , 

а момент інерції усього паралелепіпеда 

( )2 22z i izi
I I c x y x yγ= = + ∆ ∆∑ ∑ .

 
При граничному переході, тобто, при  0x∆ → ,  0y∆ → , 

сума, яка стоїть праворуч, переходить у подвійний інтеграл: 

( )2 22  zI c x y dxdyγ= +∫ ∫ . 

Обчислимо подвійний інтеграл: 

( )2 2 2 31
2 2 ( )

3

ab a b

z
b a b a

I c dx x y dy c dx x y yγ γ
− − − −

= + = + =∫ ∫ ∫  

( ) ( )2 3 2 31 1
2

3 3

b

b

c dx x a a x a aγ
−

 = + − − − − =  
∫  

     = 2 3 2 31 1
2

3 3

b

b

c dx ax a ax aγ
−

 + + + =  
∫

2 32
2 2

3

b

b

c ax a dxγ
−

 + = 
 
∫  

3 31 2
2 2

3 3

b

b
c a x a xγ

−
= + =  

( ) ( )33 3 32 2 2 2
2

3 3 3 3
c ab a b a b a bγ= + − − − − =  

( )3 3 2 24 4 8
2

3 3 3
c ab a b abc a bγ γ = + = + 
 

. 

Маса паралелепіпеда:  

2 2 2 8m a b c abcγ γ= = . 
Отже, 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 28 1

3 3 3z
m P

I abc a b a b a b
g

γ= + = + = + . 

Відповідь:               ( )2 21

3z
P

I a b
g

= + . 
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Задача №5 
 

Визначити момент інерції відносно осі у тонкої однорідної 
параболічної пластинки (рис.5.11) масою М. Гранична пряма 
пластинки паралельна осі у і віддалена від неї на відстань а. Рів-

няння параболи, яка обмежує пластинку, має вигляд 2 4y x= .  
Розв'язок. Проведемо на пласти-

нці (рис.5.11) дві прямі, паралельні осі 
у  і віддалені від неї на відстані  х  та  
( x dx+ ) . 

Обчислимо момент інерції відно-
сно осі у елементарної смужки, яка 
обмежена цими прямими і параболіч-
ним контуром пластинки (заштрихо-
вана на рисунку):  

2
ydI x dm= , 

де dm - елементарна маса площини, 
яка дорівнює: 

dm dSγ= . 

Тут  γ  - густина пластинки, 
  dS - площа пластинки. 
 

Отже, 

2dm ydxγ= ,         
22ydI x ydxγ= .

 

Із рівняння 2 4y x=  витікає   2y x= . 
Таким чином 

24ydI x xdxγ= .
 

Момент інерції пластинки відносно осі  у дорівнює: 

2 3

0

8
4

7

a

y y
S

I dI x xdx a aγ γ= = =∫ ∫ .

 
Маса пластинки  М= Sγ , 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.5.11 

О  

y

 

x  

x  
dxx +  

dx 

a  
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де площа пластинки     
0 0

8
2 4

3

a a

S ydx xdx a a= = =∫ ∫ . 

Тоді 

8

3
M a aγ= .

 
Отже, 

23

7yI Ma= .
 

 

Відповідь:   23

7yI Ma= . 

 

Задача №6  
 

Визначити для тонкого рівнобедренного трикутника АВС, 
основа якого дорівнює a , висота h  і маса М (рис.5.12), його 
моменти інерції відносно основи і відносно висоти. 

 

Розв’язок. З серединою D основи рівнобедренного трикут-
ника пов’яжемо початок системи координат Dху; вісь х проведе-
мо по основі АС, а вісь у – перпендикулярно до основи. 

Для визначення момен-
ту інерції трикутника відно-
сно основи (відносно осі х) 
виділимо на відстані iy  
елементарну смужку шири-
ною y∆ . 

Момент інерції цієї сму-
жки відносно осі х складе: 

2
xi i iI m y= , (1) 

де im , маса смужки довжи-
ною b, дорівнює: 

ybSm ii ∆⋅⋅=⋅= γγ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис.5.12 

С  A  a  

y

 

h 
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Тоді момент інерції елементарної смужки відносно основи 
буде дорівнювати: 

2
xi iI b y yγ= ⋅ ⋅ ⋅ ∆ .      (1) 

Знайдемо залежність між координатою у і довжиною 
смужки  b. Із подібності трикутників АВС та MBN   (рис.5.12) 
витікає: 

MN

BE

AC

BD = ,  
   або     

ih yh

a b

−
= ,

 

звідки 

( )iyh
h

a
b −= . 

    (2) 

Підставивши (2) у (1’), одержимо: 

( ) 2
xi i i

a
I h y y y

h
γ= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ∆ ,

 
а момент інерції трикутника АВС відносно основи визначиться як 

( ) 2
x xi i i

a
I I h y y y

h
γ= = − ∆∑ ∑ ,

 
або 

( ) 2

0

h

x
a

I h y y dy
h

γ= −∫ . 

   (3) 
В інтегралі (3) межі координати  у  змінюються від 0 до  h . 
Вирахуємо інтеграл (3): 

3 4
2 3

0 0 0 0
3 4

h hh h

x
a a y y

I hy dy y dy h
h h

γ γ
  
  = − = − =
       

∫ ∫  

4 4 3

3 4 12

a h h ah

h

γγ
 

= − =  
 

.  (4) 

Виразимо момент інерції xI  через масу М трикутника АВС: 

1
.

2
M S a hγ γ= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅  
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Перетворимо вираз (4): 

62

1 2h
haI x ⋅⋅⋅⋅= γ , 

або 

6

2Mh
I x = . 

Перейдемо до визначення моменту інерції трикутника АВС 
відносно його висоти  BD .  

Оскільки у трикутника АВС висота BD  є віссю симетрії, то 
достатньо визначити момент інерції відносно цієї осі для прямо-
кутного трикутника  DBC , тоді 

 

12 ,y yI I=  

де yI  - момент інерції трикутника АВС; 

   1yI  - момент інерції трикутника  DBC. 

Розрахункова схема для визначен-
ня моменту інерції 1yI  наведена на 

рис.5.13. 
Виділимо елементарну смужку на 

відстані ix  від осі y, ширина смужки - 

x∆ , довжина - l . 
Визначимо момент інерції цієї 

смужки відносно осі  у: 
2 2

yi i i iI m x l x xγ= ⋅ = ⋅ ⋅ ∆ ⋅ , (5) 

де  il x mγ ⋅ ⋅ ∆ =  - маса елементарної смужки. 

Визначимо залежність між довжиною смужки  l  і коорди-
натою  х. Із подібності трикутників LCK  і DBC  виходить: 

 

KL

DB

CK

DC = ,     або     
0,5

0,5 i

a h

a x l
=

−
, 

звідки 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.5.13 
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( )0,5

0,5
ih a x

l
a

−
= .   (6) 

Підставивши (6) у (5), одержимо: 

21
0,5

i
yi i

x
I h x x

a
γ  = ⋅ − ∆ ⋅ 

 
. 

Момент інерції трикутника DBC  відносно осі  у  (відносно 
висоти DB   ), дорівнює: 

2
1 1

0,5
i

y iy i
x

I I h x x
a

γ  = = ⋅ − ∆ ⋅ 
 

∑ ∑ , 

або 

∫ 






 −⋅=
a

y dxx
a

x
hI

5,0

0

2
1 5,0

1γ .    (7) 

Визначимо інтеграл (7): 

( ) ( ) =












⋅
−⋅=














−⋅= ∫ ∫ 45,0

5,0

3

5,0

5,0

1 435,0

0

32
1 a

aa
hdxx

a
dxxhI

a

y γγ  

( ) ( ) ( )
12

5,0

4

5,0

3

5,0 333 ahaa
h

⋅=







−⋅= γγ . 

Остаточно: 

96

3

1
ah

I y
⋅⋅= γ

. 

Тоді, момент інерції трикутника АВС відносно висоти  BD   
буде дорівнювати: 

24242

1

48
2

223

1
Maa

ha
ah

II yy =⋅⋅=⋅⋅== γγ
. 

 

Відповідь: 
6

2Mh
I x = ;   

24

2Ma
I y = . 

Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи:   34.9, 
34.12, 34.16 [2]. 
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Тема 6. ТЕОРЕМА ПРО РУХ ЦЕНТРА МАС  
МЕХАНІЧНОЇ  СИСТЕМИ 

 

ЗАНЯТТЯ № 11  
 

Зміст 
 

6.1. Теорема про рух центра мас механічної системи. 
6.2. Закон збереження руху центра мас. 
6.3. Контрольні запитання. 
6.4. Порядок розв’язування задач на застосування 

теореми про рух центра мас. 
6.5. Приклади розв’язування  задач. 

 

 Теорема про рух центра мас  
механічної системи 

 

Сили, які діють на механічну систему, можна умовно поді-
лити на зовнішні і внутрішні. 

Сили, які діють на точки даної механічної системи з боку 
точок або тіл, що не входять у цю систему, називаються зовніш-
німи. 

Сили, які діють на точки механічної системи з боку точок 
даної системи, називаються внутрішніми.  

Зовнішні сили позначаються верхнім індексом “е” , внутрі-

шні – “і”:   eF   -  зовнішня сила,     iF   - внутрішня сила. 
Внутрішні сили мають наступні властивості: 
 

а) геометрична сума (головний вектор) внутрішніх сил до-
рівнює нулю: 

1

0
n

i i
k

k

R F
=

= =∑ .    (6.1) 

б) геометрична сума моментів (головний момент) усіх внутрі-
шніх сил відносно будь-якого центра  О  або осі дорівнює нулю: 

( )0 0
1

0
n

i i
k

k

M m F
=

= =∑ .    (6.2) 

 



Теоретична механіка. Посібник для практичних занять 
——————————————————————————— 

 

427

( )
( )
( )

0,

0,

0.

i i
x x k

i i
y y k

i i
z z k

M m F

M m F

M m F

= =

= = 

= =


∑

∑

∑

   (6.3) 

Теорема про рух центра мас механічної системи фор-
мулюється наступним чином: 

Добуток маси системи на прискорення її центра мас 
дорівнює геометричній сумі всіх зовнішніх сил, які діють 
на систему. 

e
C kMa F=∑ ,                                (6.4) 

де     М - маса системи; 
       Ca  - прискорення центра мас; 

e
kF∑  - сума зовнішніх сил, які діють на систему. 

З порівняння наведеної вище формули з другим законом ди-
наміки, який, як відомо, записано для матеріальної точки: 

ma F= , 

можна зробити наступний висновок: 
 
 

Центр мас механічної системи рухається як матеріаль-
на точка, у якій зосереджено масу всієї системи і до 
якої прикладені ті ж самі зовнішні сили, що діють на си-
стему. 

 

Теорема про рух центра мас системи, якщо її записати у 
проекціях на осі декартової системи координат, має вигляд: 

 
2

2
eC

kx
d x

M F
dt

=∑ ,    
2

2
eC

ky
d y

M F
dt

=∑ ,    
2

2
eC

kz
d z

M F
dt

=∑ ,     (6.5) 

де  , ,C C Cx y z  - координати центра мас механічної системи. 
З наведених рівнянь витікає, що внутрішні сили безпосере-

дньо не впливають на рух центра мас. Теорема дозволяє виклю-
чити із розгляду всі попередньо невідомі внутрішні сили. 
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Задачі динаміки поступального руху твердого тіла вирішу-
ються за допомогою теореми про рух центра мас системи мате-
ріальних точок. 

Дійсно, застосувавши цю теорему, ми визначимо рів-
няння траєкторії, швидкість і прискорення центра ваги твер-
дого тіла. При поступальному русі твердого тіла траєкторії 
усіх його точок однакові, однакові і їх швидкості та приско-
рення. 

 

 Закон збереження руху центра мас 
 

З теореми про рух центра мас витікає декілька наслідків: 

а) якщо геометрична сума усіх зовнішніх сил, які ді-
ють на систему, дорівнює нулю, то центр мас 
механічної системи знаходиться у спокої або ру-
хається рівномірно і прямолінійно. 

Нехай      0e
kF =∑ ,  тоді 

0e
C kMa F= =∑ ,   або  

 
0C

C
dV

a
dt

= = ,   тому    CV const= . 

Якщо спочатку центр мас був у спокої, то він і залишиться у 
спокої. Якщо ж початкова швидкість не дорівнює нулю, то центр 
мас рухається прямолінійно і рівномірно з цією швидкістю; 

б) якщо геометрична сума зовнішніх сил, які діють 
на систему, не дорівнює нулю, але сума їх проек-
цій на яку-небудь вісь (наприклад, вісь х) дорівнює 
нулю, то центр мас системи вздовж  цієї осі або 
не рухається, або рухається рівномірно. 

Якщо 0e
кxF =∑ , то: 

2

2
0Cd x

M
dt

= ,    або  
  

0CхdV
M

dt
= ,    тому   

 CхV const= .
 

Якщо при цьому дорівнює нулю початкова швидкість, тоб-

то    
0

0CхV = ,       то 0Cdx

dt
= ,       тобто       Cx const= . 
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Таким чином бачимо, що у цьому випадку координата центра 
мас Cx  механічної системи під час її руху зостається незмінною. 

При 
0

0CхV ≠  проекція центра мас на вісь х рухається рівно-

мірно. 
Усі ці результати виражають закони збереження руху 

центра мас системи. 
 

 Контрольні запитання 
 

 Сформулюйте теорему про рух центра мас системи. 
 Який рух твердого тіла можна розглядати як рух матері-

альної точки, яка має масу даного тіла і чому ? 
 За яких умов центр мас знаходиться у стані спокою, і за 

яких умов він рухається рівномірно і прямолінійно ? 
 За яких умов центр мас системи не переміщується 

вздовж будь-якої осі ? 
 Яку дію на вільне тверде тіло справляє прикладена до 

нього пара сил ? 
 

 Порядок розв’язування задач на застосування 
теореми про рух центра мас 

 

Рекомендується така послідовність розв’язування задач: 
 Зобразити на рисунку усі зовнішні сили, які діють на си-

стему; 
 Вибрати систему координат; 
 Записати теорему про рух центра мас у векторній формі; 
 Спроектувати це векторне рівняння на осі координат; 
 Вирахувати суми проекцій усіх зовнішніх сил на осі ко-

ординат і підставити їх у проекції рівняння руху; 
 Розв’язати отримані рівняння та визначити шукані величини. 

 

6.5. Приклади розв’язування задач 
 

Задача № 1 
 

Визначити головний вектор зовнішніх сил, що діють на коле-
со вагою  Р, яке скочується без ковзання з похилої площини, якщо 

його центр мас  С  рухається за законом  25,0 atxC =   (рис.6.1). 
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Розв’язок. Покажемо зовніш-
ні сили, які діють на колесо: силу 
тяжіння  P  і реакцію поверхні  
N , які проходять через центр мас 
колеса  С.  

Запишемо теорему про рух 
центра мас у векторній формі: 

∑ +== NPFMa e
kC .    (1) 

Вибираємо систему коорди-
нат хОу та спроектуємо рівняння 

(1) на осі Ох і Оу: 

e
C kx

P
x F

g
=∑ɺɺ , 

        

e
C ky

P
y F

g
=∑ɺɺ .

 

Оскільки  Cy const= , то    i    0== CC yy ɺɺɺ  0e
kyF =∑ . Тобто, 

головний вектор зовнішніх сил є паралельним осі Ох:  

.e
x kxR R F= =∑  

Знайдемо проекцію прискорення центра мас на вісь Ох: 

( )
2 2

2
2 2

0,5C
C C Cx x

d x d
a V x at a

dt dt
= = = = =ɺ ɺɺ . 

Отже,  

a
g

P
x

g

P
R C == ɺɺ .

 

Відповідь:                       .
P

R a
g

=  

 

Задача №2 
 

Колесо вагою  Р  і  радіусом  r   котиться з ковзанням по 
прямолінійній горизонтальній рейці внаслідок дії сталої сили  
F , яка прикладена до його центра тяжіння  С (рис.6.2). 

 

Рис.6.1 
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Визначити швидкість центра мас колеса, якщо у початко-
вий момент воно знаходилось у 
спокою. Коефіцієнт тертя ков-
зання дорівнює  f . 

Розв’язок.  На колесо діють 
зовнішні сили: P  - сила тяжіння 
колеса, F -рушійна сила, R  - 
нормальна реакція рейки, трF  - 

сила тертя ковзання, яка спря-
мована вздовж рейки у бік, про-
тилежний силі F . 

Запишемо теорему про рух 
центра мас колеса у векторній формі: 

тр
e

C kMa F P F R F= = + + +∑ , 

де Ca  - прискорення центра мас колеса. 
Спроектуємо це рівняння на осі координат  хОу: 

трxCMa F F= − ,           yCMa R P= −
 
.                    (1) 

Під час руху колеса  Cy r const= = .  Отже,  0
yC Cy a= =ɺɺ , і з 

другого рівняння  (1) одержуємо: 

R P= .    (2) 
Оскільки при коченні колеса з ковзанням сила тертя досягає 

свого максимального значення, то 

тр .F f R f P= ⋅ = ⋅                                     (3) 

Підставимо (3) у перше з рівнянь (1) і одержимо: 

тр тр

xC

F F F F F f P
a g g

M P P

− − − ⋅= = = .            (4) 

Оскільки 

x
x

C
C

dV
a

dt
= , 

то 
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1xC
F fP F fP

V g dt g t C
P P

− −= = +∫ . 
                

(5) 

Згідно з початковими умовами  при  0t =     0
xCV =  і відто-

ді знаходимо, що довільна стала 1 0C = . 
Отже, закон зміни швидкості центра мас колеса С має ви-

гляд: 

.
xC

F fP
V g t

P

−=
 

 

Відповідь:      
xC

F fP
V g t

P

−= . 

 
Задача №3 

 

На однорідну призму А, яка лежить на горизонтальній пло-
щині, поклали однорідну призму В (рис.6.3,а), поперечні перері-
зи призм – прямокутні трикутники, вага призми А утричі більша 
за вагу призми В. Необхідні розміри показані на рисунку. 

Визначити довжину l , на яку пересунеться призма А, коли 
призма В, спускаючись по поверхні призми А, дійде до горизон-
тальної площини. Припустити, що усі поверхні, які стикаються, 
ідеально гладкі. 

Розв’язок.  Розглянемо рух механічної системи, яка склада-
ється з 2-х призм  А і В. Призма В, спускаючись по призмі  А 
праворуч, неначе витискає її , відсовує ліворуч (рис.6.3,б). 

Для розв’язування цієї задачі застосуємо теорему про рух 
центра мас. 

На систему діють зовнішні сили: тяжіння BP   призми  В, 

тяжіння AP  призми А, нормальна реакція площини N  (рис.6.3). 
Зовнішня сила тертя призм по ідеально гладкій поверхні дорів-
нює нулю. 

Таким чином, усі зовнішні сили системи вертикальні. Внут-
рішні сили системи (тиск призми В на призму А, реакція на цей 
тиск, а також сили тертя між призмами А і В), нас не цікавлять. 
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Введемо систему координат  хОу, вісь х спрямуємо по гори-
зонталі праворуч і запишемо теорему про рух центра мас систе-
ми у проекції на вісь  х: 

e
C kxMx F=∑ɺɺ .

 
Оскільки зовнішні сили перпендикулярні до осі  х, то 

0e
kxF =∑ . 

Тоді 

0CMx =ɺɺ ,   ==>   0Cx =ɺɺ ,    ==>   1Cx C=ɺ , 
де С1 – стала інтегрування. 

У початковий момент часу система знаходилася у стані 
спокою, тобто швидкість центра мас 0C CV x= =ɺ . Отже, 01 =C . 

Із цього витікає, що Cx const= , тобто, абсциса центра мас, 
незалежно від переміщення призм, залишається сталою. 
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Запишемо вираз для визначення координати центра мас на 
початку руху: 

1 1
1

A A B B
C

A B

x P x P
x

P P

+=
+

,
 

де   1Ax  - абсциса центра мас призми А, 

       1Bx  - абсциса центра мас призми  В. 
Вираз для визначення координати центра мас системи, коли 

призма  В опускається по боковій грані призми  А до горизонта-
льної площини: 

2 2
2

A A B B
C

A B

x P x P
x

P P

+=
+

,
 

де  2Ax  - нове значення абсциси центра мас призми  А, 

      2Bx  - нове значення абсциси центра мас призми  В. 

Оскільки  1 2C Cx x= , то 

1 1 2 2A A B B A A B B

A B A B

x P x P x P x P

P P P P

+ +=
+ +

, 

або 

1 1 2 2A A B B A A B Bx P x P x P x P+ = + . 
Перепишемо це рівняння таким чином: 

v ( ) ( ) 01212 =⋅−+⋅− BBBAAA PxxPxx  . (1) 

Знайдемо переміщення центрів мас призм А та В: 

2 1A Ax x l− = − ,   ( )2 1B Bx x a b l− = − − . 

Присутність доданка  ( )l−  в останньому рівнянні враховує 

переміщення призми В разом з призмою А ліворуч на величину l . 
Підставимо значення переміщень у рівняння (1): 

( ) 0B Aa b l P l P − −  − ⋅ =  .
 

Розв’яжемо це рівняння відносно l, маючи на увазі, що 
3A BP P= : 

4

a b
l

−= . 
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Відповідь:                     ( )1

4
l a b= − . 

 

Задача №4 
 

Три вантажі (рис.6.4), вагою 1 20P = Н, 2 15P = Н, 3 10P = Н, 
з’єднані невагомою ниткою, що не розтягується, та яка переки-
нута через нерухомі блоки M  і N . Під час опускання вантажу 1 
униз вантаж 2 переміщується по верхній основі чотирьохкутної 
зрізаної піраміди АВЕD вагою 100P =  Н праворуч, а вантаж 3 
піднімається по боковій грані АВ уверх. Нехтуючи тертям між 
зрізаною пірамідою АВED і підлогою, визначити переміщення 
∆  зрізаної піраміди АВED відносно підлоги, якщо вантаж  1P  
опуститься на l  = 1 м. 

 

Розв’язок.  Зобразимо усі зовнішні сили, які прикладені 
до матеріальної системи, яка складається із піраміди і трьох ван-
тажів (рис.6.4). Зовнішніми силами є:  P   - сила тяжіння пірамі-
ди; 1 2 3, ,P P P  - сили тяжіння вантажів; N  - нормальна реакція 
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горизонтальної площини. Спрямуємо вісь х по горизонталі пра-
воруч і запишемо теорему про рух центра мас системи матеріа-
льних точок в проекції на цю вісь: 

e
Cx kxMa F=∑ . 

Оскільки усі зовнішні сили перпендикулярні до осі  х, то  

0e
kxF =∑ . 

Отже,   0CxMa = , 
тоді 

0Cх
Cx

dV
Ma M

dt
= = , ==> 0=

dt

dVCx  ==> 1CхV const C= = . 

У початковий момент часу система була у стані  спокою, 
тобто 0CxV = ,  тому  1 0C = .  

Оскільки 

0==
dt

dx
V C

Cx ,
 

то 

constxC = . 

Таким чином, абсциса центра мас системи не залежить 
від переміщень вантажів, які входять до системи, і залишається 
незмінною відносно нерухомої системи координат хОy. 

Запишемо вираз для визначення Cx  для початкового 
моменту часу, коли вантажі знаходилися у стані спокою: 

1 1 2 2 3 3

1 2 3
C

x P x P x P xP
x

P P P P

+ + +=
+ + +

,
 

де  1 2 3, , ,x x x x  - абсциси центрів мас піраміди  АВED і вантажів  
1,2 та 3. 

Якщо вантаж 1 опуститься на величину l  при нерухомої 
піраміді, то координата 1x  при цьому не зміниться. Тоді вантаж 
2 переміститься праворуч на величину l  і координата його 
центра мас буде дорівнювати ( )2x l+ . Вантаж 3 теж посунеться 

по похилій поверхні АМ на величину l , при цьому у напрямку 
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осі  х  його положення зміниться на величину 0cos60l  і коорди-

ната центра мас буде  ( )0
3 cos60x l+ . Тобто, відносно піраміди 

центр мас системи змінить своє положення, але не змінить його 
відносно нерухомої системи координат, оскільки повинен вико-
нуватися закон збереження руху центра мас. І тоді піраміда по-
винна переміститися ліворуч на деяку величину Д. 

Вантажі 1,2 та 3 разом з пірамідою також перемістяться 
ліворуч на відстань ∆ , і нові координати усіх центрів мас бу-
дуть дорівнювати: 

1 1

,

,

x x

x x

′ = − ∆
′ = − ∆            

2 2

0
3 3

,

cos60 .

x x l

x x l

′ = + − ∆

′ = + − ∆  
Запишемо вираз для визначення положення абсциси 

центра мас для нового положення системи: 

1 1 2 2 3 3

1 2 3
C

x P x P x P x P
x

P P P P

′ ′ ′ ′+ + +′ = =
+ + +  

( ) ( ) ( ) ( )0
1 1 2 2 3 3

1 2 3

cos60x P x l P x l P x P

P P P P

− ∆ + + − ∆ + + − ∆ + − ∆
=

+ + +
.

 
Оскільки  C Cx x′= , то 

( ) ( )1 1 2 2 3 3 1 1 2 2x P x P x P xP x P x l P+ + + = − ∆ + + − ∆ +  

( ) ( )0
3 3cos60 ,x l P x P+ + − ∆ + − ∆

 

1 1 2 2 3 3 1 1 1 2 2 2 2x P x P x P xP x P P x P lP P+ + + = − ∆ + + − ∆ +  
0

3 3 3 3cos60 .x P l P P xP P+ + ⋅ − ∆ ⋅ + − ∆ ⋅  

Після приведення подібних одержимо: 
0

1 2 2 3 30 cos60 ,P P lP P l P P= −∆ ⋅ − ∆ ⋅ + − ∆ ⋅ + ⋅ − ∆ ⋅  
або 

( ) 0
1 2 3 2 3cos60P P P P lP l P∆ ⋅ + + + = + ⋅ . 
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Остаточно 

( )0
2 3

1 2 3

cos60
.

l P P

P P P P

+
∆ =

+ + +  
Після підстановки числових величин, одержимо: 

( )1 15 10 0,5
0,138

20 15 10 100

+ +
∆ = =

+ + +
м = 13,8 см . 

 

 

Відповідь:      ∆ =13,8 см . 
 
 

Задача № 5 
 

Електричний двигун вагою 1P  з горизонтальним валом без 
усяких кріплень установлено на гладкому горизонтальному фу-
ндаменті. 

На валу електродвигуна (рис.6.5) під прямим кутом закріп-
лено одним кінцем однорідний стержень ОВ довжиною 2l  і ва-
гою 2P , на другий кінець стержня насаджено точковий вантаж В 

вагою 3P ; кутова швидкість вала дорівнює  ω . 
 

Визначити:  
 Закон горизонтального руху електродвигуна; 
 Кутову швидкість вала електродвигуна, при якій елект-

родвигун буде «підскакувати» над фундаментом; 
 Найбільше горизонтальне зусилля maxR , яке діє на бол-

ти, якщо ними закріплено корпус електродвигуна на 
фундаменті. 

 

Розв’язок.  Будемо розглядати електромотор, стержень і ва-
нтаж як одну механічну систему. Зовнішніми силами, які діють 
на цю систему, є: сила тяжіння електродвигуна 1P , сила тяжіння 

стержня 2P , сила тяжіння вантажу 3P , а також реакції фундаме-

нту 1N  і 2N . Усі ці сили вертикальні. 
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Початок нерухомої системи координат візьмемо у точці О, 
яка відповідає положенню центра вала електродвигуна, коли 
стержень направлений  вертикально вгору (рис.6.5, а). 
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Оскільки проекція на вісь  Ох  головного вектора діючих на 
систему зовнішніх сил дорівнює нулю, то диференціальне рів-
няння руху центра мас  системи вздовж осі  Ох має вигляд: 

0,
x

e
C C kxMa Mx F= = =∑ɺɺ      (1) 

де  M  - маса системи. 
У нашому випадку   1 2 3,M m m m= + +    або 

3 1 2 31 2 P P P PP P
M

g g g g

+ += + + = . 

Тоді диференціальне рівняння руху центра мас  (1)  приво-
диться до вигляду: 

1 2 3 1 2 3 0xC
C

dVP P P P P P
x

g g dt

+ + + +
⋅ = ⋅ =ɺɺ , 

звідки    0,       x
x

C
C C C

dV
x V x const

dt
= = = =ɺɺ ɺ . 

Припускаючи, що у початковий момент швидкість центра 
мас системи дорівнювала нулю, тобто, при пуску електродвигу-
на він був нерухомим, одержимо  0

xC CV x= =ɺ . 

Отже, Cx const= , тобто, центр мас системи не переміщу-
ється вздовж осі х. 

Оскільки в початковий момент часу центр мас системи зна-
ходиться на осі у (тобто, 

0
0Cx = ), то і у будь-який момент часу 

0Cx = .  
При обертанні стержня координати центрів мас електрично-

го двигуна, стержня і вантажу В будуть змінюватись. 
Припустимо, що у деякий момент часу t  координата центра 

мас мотора стане рівною 1x , тоді координати центрів мас стер-

жня і вантажу  В  будуть дорівнювати  2x  і 3x  (рис.6.5,b). 

Оскільки весь час  0e
kxF =∑  , то 

1 1 2 2 3 3

1 2 3

0C
P x P x P x

x
P P P

+ += =
+ +

,
 

 



Теоретична механіка. Посібник для практичних занять 
——————————————————————————— 

 

441

де       2 1 sin ,x x l tω= +          3 1 2 sinx x l tω= + . На рисунку 6.5,b 

показано момент, коли координата 1x  від’ємна. 
Тоді 

( ) ( )1 1 2 1 3 1

1 2 3

sin 2 sin
0C

P x P x l t P x l t
x

P P P

ω ω+ + + +
= =

+ +
,
 

відкіля 

( ) ( )1 1 2 1 3 1sin 2 sin 0P x P x l t P x l tω ω+ + + + = , 

і, отже: 

( )2 3
1

1 2 3

2
sin

l P P
x t

P P P
ω

+
= −

+ +
.
 

Таким чином, центр електродвигуна здійснює гармонічні 
коливання вздовж осі Ох з амплітудою, яка дорівнює: 

( )2 3

1 2 3

2l P P
A

P P P

+
=

+ +
, 

і періодом 
2

T
π

ω
= . 

Визначимо кутову швидкість вала, при якій електродвигун 
буде «підскакувати» над фундаментом. 

Для цього складемо диференціальне рівняння руху центра 
мас системи вздовж осі  Оу: 

1 2 3
1 2 1 2 3C

P P P
y N N P P P

g

+ + = + − − −ɺɺ ,
 

або 

1 2 3 CM y N P P P= − − −ɺɺ ,       
(2)

 
 

де        1 2N N N= +  - сумарна реакція фундаменту. 

Значення  Cy  знайдемо з виразу для координати центру 
мас: 



Динаміка механічної системи  
——————————————————————————— 

 

442 

1 1 2 2 3 3

1 2 3
C

P y P y P y
y

P P P

+ += =
+ +

2 3

1 2 3

cos 2 s
,

P l t P lco t

P P P

ω ω+
+ +  

оскільки 

1 0y = ,     2 cosy l tω= ,      3 2 cosy l tω= . 
Останнє рівняння перепишемо у вигляді: 

2 3

1 2 3

2
cosC

P l P l
y t

P P P
ω+=

+ +
. 

Візьмемо з обох частин рівності другу похідну за часом 

2 3

1 2 3

2
sin .C

P l P l
y t

P P P
ω ω+= −

+ +
ɺ

 
( ) 2

2 32 2 3

1 2 3 1 2 3

22
cos cos .C

P P lP l P l
y t t

P P P P P P

ω
ω ω ω

++= − = −
+ + + +

ɺɺ

       (3) 
 

Із рівнянь (2)  і (3) витікає, що  

22 3
1 2 3

2
cos ,

P P
N P P P l t

g
ω ω+− − − = −

 
отже, 

22 3
1 2 3

2
cos .

P P
N P P P l t

g
ω ω+= + + −  

Мінімальне значення реакції фундаменту буде при  
cos 1tω = : 

22 3
min 1 2 3

2P P
N P P P l

g
ω+= + + − . 

Якщо  min 0N = , то це значить , що електромотор не прити-
скається до фундаменту. Отже, шукане значення кутової швид-
кості, при якій електродвигун починає «підскакувати» над фун-
даментом, знайдемо із умови 

22 3
1 2 3

2
0

P P
P P P l

g
ω+= + + − ,

 
звідки 
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( )
( )
1 2 3

2 32

P P P g

P P l
ω

+ +
=

+
.
 

На завершення визначимо найбільше горизонтальне зусилля  

maxR , яке діє на болти, якщо ними буде закріплено корпус елек-
тродвигуна на фундаменті. 

На рис.6.5 штрих-пунктирними лініями показані вісі болтів 
і горизонтальні реакції болтів  1F  і 2F . 

У цьому випадку диференціальне рівняння руху центра мас 
системи вздовж осі  Ох  буде: 

1 2 3
1 2 .C

P P P
x F F R

g

+ + = + =ɺɺ

   

(4)

 
Значення  Cx   знайдемо за формулою:  

1 1 2 2 3 3

1 2 3
C

P x P x P x
x

P P P

+ += =
+ +

2 3

1 2 3

sin 2 sin
,

P l t P l t

P P P

ω ω+
+ +  

або 

( )2 3

1 2 3

2
sinC

l P P
x t

P P P
ω

+
=

+ +
.
 

Тоді 

( )2 3

1 2 3

2
cos ,C

P P l
x t

P P P

ω
ω

+
=

+ +
ɺ

 
 

( ) 2
2 3

1 2 3

2
sin .C

P P l
x t

P P P

ω
ω

+
= −

+ +
ɺɺ

 
При цьому рівняння (4) приймає вигляд:  

1 2 3P P P

g

+ +− ⋅
( ) 2

2 3

1 2 3

2
sin .

P P l
t R

P P P

ω
ω

+
=

+ +  
Із останнього рівняння виходить: 
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22 32
sin .

P P
R l t

g
ω ω+= −

 
Таким чином, максимальне горизонтальне зусилля, яке діє 

на болти, буде при  sin 1tω = ± : 

22 3
max

2
.

P P
R l

g
ω+=

 
 
Відповідь:  

( )2 3
1

1 2 3

2
sin ,

l P P
x t

P P P
ω

+
=

+ +               

( )
( )
1 2 3

2 3

,
2

P P P g

P P l
ω

+ +
=

+
  

22 3
max

2
.

P P
R l

g
ω+=

 
Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи: 35.1; 

35.6; 35.10; 35.20  [2]. 
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Тема 7.  ТЕОРЕМА ПРО ЗМІНУ КІЛЬКОСТІ 
РУХУ ТОЧКИ І МЕХАНІЧНОЇ СИСТЕМИ 

 

ЗАНЯТТЯ № 12 
 

Зміст 
 

7.1. Імпульс сили. 
7.2. Теорема про зміну кількості руху точки і системи. 
7.3. Закон збереження кількості руху системи. 
7.4. Контрольні запитання. 
7.5. Порядок розв’язування задач на застосування  

теореми про зміну кількості руху точки і  
механічної системи. 

7.6. Приклади розв’язування задач. 
 

7.1. Імпульс сили 
 

Для характеристики дії сили за деякий проміжок часу вво-
диться поняття імпульсу сили. 

Якщо сила F - стала, то імпульс сили S  дорівнює 

S F t= ⋅ . 

Напрямок імпульсу сили S  співпадає з напрямком F . 
Одиниця вимірювання імпульсу у системі  СІ  - кгм/с, у сис-

темі  МкГс – кГ·с. 
Якщо сила F  змінна, то імпульс сили за кінцевий проміжок 

часу 1t визначається як інтеграл: 

1

0

t

S Fdt= ∫ . 

Імпульс сили – складна фізична величина, яка одночасно 
враховує вплив модуля, напрямку і часу дії сили на зміну стану 
руху тіла. 

Модуль імпульсу сили можна визначити через його проек-
ції на осі координат: 
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∫∫ ∫ ===
11 1

00 0

.       ,       ,
t

zz

t t

yyxx dtFSdtFSdtFS  

2 2 2
x y zS S S S= + + , 

 

де xF , yF , zF  - проекції сили;  

    xS , yS , zS  - проекції імпульсу на осі координат. 

Кути між вектором S  та осями координат визначаються з 
таких співвідношень: 

^
cos( , ) xS

S i
S

= ,     
^

cos( , )
yS

S j
S

= ,      
^

cos( , ) zS
S k

S
= . 

 

7.2. Теорема про зміну кількості руху точки  
і системи 

 

Однією з мір руху точки є кількість її руху.  
 

Кількістю руху точки називається вектор q , 

який дорівнює добутку маси m точки на її швидкість V  
та направлений за вектором швидкості: 

Vmq = . 

 

Поняття кількості руху було введено у механіку Декартом і 
покладено в основу механіки Ньютоном. 

Одиниця вимірювання кількості руху у системі  СІ  - кгм/с, 
у системі  МкГс - кГ·с. 

Якщо спроектувати вектор кількості руху на осі координат, 
то її проекції визначаються наступним чином: 

,xx mVq =       ,yy mVq =       .zz mVq =  

Теорема про зміну кількості руху точки у диференціальній 
формі має вигляд: 

( )
.k

d mV
F R

dt
= =∑
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Похідна за часом від кількості руху матеріальної 
точки дорівнює геометричній сумі усіх сил, які діють на 
цю точку. 

 

Теорема про зміну кількості руху точки в інтегральній формі: 

1

1 0
0

.
t

k kmV mV F dt S− = =∑∫                          (7.1) 

Зміна кількості руху точки за деякий проміжок ча-
су дорівнює геометричній сумі імпульсів усіх сил, які 
прикладені до точки. 

 

Векторному рівнянню (7.1) відповідають три рівняння у 
проекціях на осі координат: 

1 0

1 0

1 0 .

,

,

x x kx

y y ky

z z kz

mV mV S

mV mV S

mV mV S

− =
− = 
− = 

∑
∑
∑                              

(7.2)

 
Більшість практичних задач вирішується з використанням 

виразу (7.2). 
 

Кількістю руху механічної системи називається 

векторна величина Q , яка дорівнює геометричній сумі 
(головному вектору) кількостей руху усіх точок цієї си-
стеми. 

 

k kQ m V=∑ .    
(7.3)

 
Знайти Q   можна шляхом побудови многокутника кількос-

тей руху усіх точок системи (рис.7.1). 
Замикаюча сторона векторного многокутника буде являти 

собою вектор Q . 
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Величина Q  може бути якою завгодно, навіть дорівнювати 

нулю, коли многокутник, побудований із векторів k km V ,   
виявляється замкнутим. 

 

 

Формулу (7.3) можна записати у вигляді: 

CQ MV= ,   (7.4) 

де  M  - маса усієї системи; 

CV  - швидкість центра мас системи. 
З цієї формули виходить, що кількість руху системи дорів-

нює нулю, коли швидкість центра мас дорівнює нулю. Наприк-
лад, якщо тіло обертається навколо нерухомої осі, яка прохо-
дить через його центр мас, то кількість руху тіла дорівнює нулю. 

У випадку, коли колесо котиться, вектор  CQ MV=  харак-
теризує тільки поступальну частину плоского руху колеса. 

Теорема про зміну кількості руху системи у диференціаль-
ній формі виразиться формулою: 

∑= ,e
kF

dt

Qd
     (7.5) 

де e
kF  - головний вектор усіх зовнішніх сил, які діють на меха-

нічну систему. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

Рис.7.1 
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Похідна за часом від кількості руху механічної си-
стеми дорівнює геометричній сумі всіх діючих на точки 
системи зовнішніх сил. 

 

У проекціях на осі координат рівняння (7.5) відповідає рів-
нянням: 

 

∑= ,e
kx

x F
dt

dQ

       
∑= ,e

ky
y F

dt

dQ

       
∑= .e

kz
z F

dt

dQ

 
(7.6)

 
В інтегральній формі теорема про зміну кількості руху сис-

теми має вигляд: 

,01 ∑=− e
kSQQ

   
(7.7)

 

де    0Q  - кількість руху системи у початковий момент часу. 

1Q  - кількість руху системи у кінцевий момент часу. 
 

Зміна кількості руху механічної системи за деякий 
проміжок часу дорівнює геометричній сумі імпульсів 
зовнішніх сил, які діють на систему за той же промі-
жок часу. 

 
Векторному рівнянню (7.7) відповідають три рівняння у 

проекціях на осі координат: 

1

1

1

,

,

.

e
x ox kx

e
y oy ky

e
z oz kz

Q Q S

Q Q S

Q Q S

− =
− = 


− = 

∑
∑

∑                            

(7.8)

 
Практична цінність теореми полягає в тому, що вона 

дозволяє виключити із розглядання невідомі внутрішні сили. 
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7.3. Закон збереження кількості руху системи 
 

Висновки із теореми про зміну кількості руху системи, які 
ще мають назву законів збереження кількості руху: 

 

1. Якщо головний вектор зовнішніх сил, які діють 
на систему, дорівнює нулю, то вектор кількості руху 
системи не змінюється: 

 

якщо       0,e
кF =∑      

то                         0
dQ

dt
=       і      Q const= .                              (7.9) 

 

2. Якщо сума проекцій зовнішніх сил на яку-небудь 
вісь, наприклад Ох, дорівнює нулю, то проекція кількос-
ті руху системи на цю вісь зберігається сталою: 

 

якщо       0,e
кxF =∑    

то                     0xdQ

dt
=        і      xQ const= .                           (7.10) 

Ці результати виражають закони збереження кількості руху 
системи. З них витікає, що внутрішні сили не можуть змінити 
кількість руху системи. 

 
7.4. Контрольні запитання 

 
 Як визначається імпульс змінної сили за кінцевий про-

міжок часу? 
 Чому дорівнює імпульс рівнодіючої? 
 Що називається кількістю руху системи ? 
 Сформулюйте теореми про зміну кількості руху точки і 

системи у диференціальній формі. 
 Сформулюйте теореми про зміну кількості руху точки і 

системи в інтегральній формі. 
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 Чому дорівнює кількість руху маховика, який оберта-
ється навколо нерухомої осі? 

 
7.5. Порядок розв’язування задач на застосування 

   теореми про зміну кількості руху точки і  
механічної системи 

 

Для матеріальної точки: 
 Зобразити на рисунку усі сили, які прикладені до матері-

альної точки, тобто активні сили і реакції в’язей. 
 Вибрати систему координат. 
 Записати теорему про зміну кількості руху точки у век-

торній формі. 
 Спроектувати це векторне рівняння на осі обраної систе-

ми координат. 
 Розв’язати одержані рівняння і визначити шукані вели-

чини. 
 

Для механічної системи: 
 

 Зобразити на рисунку усі зовнішні сили. 
 Вибрати систему координат. 
 Записати теорему про зміну кількості руху системи у ве-

кторній формі. 
 Спроектувати це векторне рівняння на осі обраної систе-

ми координат. 
 Розв’язати одержані рівняння і визначити шукані вели-

чини. 
 

7.6. Приклади розв’язування задач 
 

Задача № 1 
 

Залізничний потяг рухається по горизонтальній і прямолі-
нійній ділянці колії (рис.7.2). Під час гальмування до повної зу-
пинки розвивається сила опору, яка дорівнює R  = 0,1 ваги по-
тяга. У момент початку гальмування швидкість V  потяга стано-
вила 72 км/год.  
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Визначити   час  t  і шлях  L  гальмування. 
 

Розв’язок.  Зобразимо сили, які діють на потяг під час галь-

мування: сила тяжіння потяга ,P
�

 нормальна реакція колії N
�

, 

сила опору R
�

, яка за величиною дорівнює PR 1,0= . 
Виберемо систему координат. Оскільки рух прямолінійний 

і горизонтальний, досить розглянути рух у напрямку осі  х. 
Запишемо теорему про зміну кількості руху потяга (розгля-

даючи його як матеріальну точку) в інтегральній формі: 

∑ ++==− NRPk SSSSVmVm
������

01 ,        (1) 

де         m       - маса потяга, 

             01,VV
��

 - кінцева і початкова швидкість потяга, 

∑ kS
�

- сума імпульсів сил NPR
���

,, , які діють на потяг під 

час гальмування. 
Спроектуємо векторне 

рівняння (1) на вісь  х: 

.01 Rxx SmVmV −=−  (2) 

Проекції імпульсів сил 

PS
�

 і NS
�

 на вісь х дорівню-

ють нулю, оскільки вектори 

P
�

 і N
�

 перпендикулярні до 
осі. 

Сила опору R
�

 під час 
гальмування за величиною не змінюється, отже, її імпульс дорі-
внює: 

0,1RS R t P t= ⋅ = ⋅ .
 

Швидкість у кінці ділянки гальмування дорівнює нулю, 
тобто 1 0V = . 

Остаточно, рівняння імпульсів (2) у проекції на вісь х  на-
буде вигляду: 

PtSmV R 1,00 −=−=− , 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.7.2 
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або 

PtV
g

P
1,00 = , 

звідки 

g

V
t

1,0
0= . 

З урахуванням числових значень величин V0  і  g маємо: 

. 4,20
81,91,0

20
ct =

⋅
=  

Шлях гальмування визначимо з формули для рівнозмінного 
руху: 

.
2

2

0
at

tVL +=
 

В цьому випадку прискорення потяга визначається з фор-
мули: 

,01 atVV +=   

тобто,  

98,0
4,20

20001 −=−=
−

=
t

VV
a  м/с2.  

Тоді 

( )
204

2

4,2098,0
4,2020

2

22

0 =−⋅=−= at
tVL м . 

 

Відповідь:    , 4,20 ct =   204=L м . 
 

Задача № 2 
 

По шорсткій похилій площині, яка складає з горизонтом 

кут  030=α , спускається важке тіло без початкової швидкості.  
 

Визначити час T , за який тіло пройде шлях довжиною 
2,39=l м, якщо коефіцієнт тертя 2,0=f  і 00 =V . 
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Розв’язок. Під час руху на тіло діють сила тяжіння тіла G
�

, 

нормальна реакція поверхні N
�

 та сила тертя mpF
�

, яка спрямова-

на у бік, що протилежний руху(рис.7.3). 
Спрямуємо вісь  х  вздовж похилої поверхні вниз і запише-

мо теорему про зміну кількості руху у векторній формі: 

∑ ++==− mpNGk SSSSVmVm
������

01 .  
(1)

 
Спроектуємо рівність (1) на вісь  х: 

mpGxx SSmVmV −=− αsin01 .
   

(2)
 

Проекція імпульсу но-

рмальної реакції N
�

 на вісь  
х  дорівнює нулю, оскільки 

сила N
�

  перпен-дикулярна 
Ox . 

Ураховуючи, що під 

час руху сила тяжіння G
�

  і 

сила тертя mpF
�

 не зміню-

ються , то  
TGSG ⋅= , 

TFS mpmp ⋅= . 

Окрім того: 

0 0oxV V= = ,  
            1 1xV V= . 

Отже, рівняння імпульсу (2) прийме вигляд: 

TFTGmV mp ⋅−⋅= αsin1 . 
                 (3) 

Вирахуємо силу тертя: 

αcos⋅== fGfRFmp .
 

Тоді рівняння (3) прийме вигляд: 

αα cossin1 fGTGTV
g

G −= , 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.7.3 
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або      αα cossin1 TfT
g

V
−= , 

звідки 

( ) gf

V
T

⋅−
=

αα cossin
1 .

 
Оскільки 

8,9   ;866,030cos   ;2,0   ;5,030sin 00 ==== gf 2м с , 

то 

1

3,2

V
T = . 

Використовуючи одержану залежність, спочатку підрахує-
мо прискорення тіла, а після цього - час руху. 

Оскільки 

1 0V V aT aT= + = , 
то: 

3,2

aT
T =

 
,      і      3,2a = 2м с . 

З формули  
2

2

0
at

tVS += , враховуючи, що при t=T   S=l,  

одержимо  2 2
0

1 1

2 2
l V T aT aT= + = . 

З цієї формули знаходимо час руху T : 

2 2 39,5
5 

3,2

l
T c

a

⋅= = = . 

 

Відповідь:    5 T c= . 
 

Задача № 3 
 

На полігоні гармата, яка нахилена під кутом α до горизон-
ту, робить постріл у мішень. Сила тяжіння ствола гармати - cmP  

= 11000 Н. Сила тяжіння снаряду дорівнює снP  = 54 Н. Швид-

кість снаряду біля дульного зрізу 9000 =V м/с.  
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Визначити швидкість cmV  вільного відкату ствола гармати 
у момент вильоту снаряда. 

 

Розв’язок. У зада-
чі розглядається рух 
матеріальної системи, 
яка складається із 
ствола і снаряда 
(рис.7.4). 

На систему діють 
зовнішні сили: тяжіння 

ствола cmP
�

 і тяжіння 

снаряда снP
�

. Внутрішні 

сили визначаються тиском порохових газів пгp . Ці сили необ-
хідно виключити з розгляду, відповідно до теореми про кіль-
кість руху механічної системи. 

Застосуємо теорему про зміну кількості руху системи: 

( )∑=− e
kFSQQ
����

12 ,  
                            (1) 

де  2Q
�

  - кількість руху системи у кінцевий момент часу; 

1Q
�

  - кількість руху системи у початковий момент часу; 

( )∑ e
kFS
��

   - сума імпульсів усіх зовнішніх сил ( снст PP , ). 

Вісь х спрямуємо перпендикулярно до векторів зовнішніх 

сил cmP
�

  і снP
�

.  
Спроектуємо рівняння (1) на вісь  х: 

( ) ( )cmxснxxx PSPSQQ
��

+=− 12 . 

Оскільки проекції сил cmP
�

 і снP
�

 на вісь  х  дорівнюють  

нулю, то і проекції імпульсів ( )снPS
��

 і  ( )cmPS
��

 також дорівню-
ють нулю. Отже: 

012 =− xx QQ ,         або          xx QQ 12 = . 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.7.4 
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Таким чином, проекція кількості руху системи на вісь  х  у 
кінцевий момент часу дорівнює проекції кількості руху системи 
у початковий  момент часу. 

У початковий момент часу (до пострілу) снаряд і ствол бу-
ли нерухомі, отже, їх кількості руху дорівнювали нулю  і 

0)00(1 =⋅+⋅= снcmx mmQ . 

У момент вильоту снаряда проекція кількості руху системи 
на вісь дорівнює: 

( ) αcos02 VmVmQ снcmcmx ⋅+⋅= , 

або 

αcos02 







⋅+⋅= V

g

P
V

g

P
Q сн

cm
cm

x .
 

Оскільки 
01 =xQ ,   

то 

( ) 0
cos

0 =⋅+⋅
g

VPVP снcmcm
α

, 

звідки 

0VPVP снcmcm ⋅−=⋅ ,       і       
 

0V
P

P
V

cm

сн
cm −= . 

З урахуванням числових значень: 

54
900 4,4

11000стV = − = − м/с. 

Знак мінус показує, що швидкість ствола спрямована у бік, 
протилежний швидкості снаряда. 

 

Відповідь:    cмVcm / 4,4−= . 
 

Задача № 4 
 

Буксирний пароплав вагою пP =600 кН набрав швидкість 

пV0  = 1,5 м/с, після чого натягнувся буксирний канат і баржа 

вагою  бP  = 400 кН  рушила слідом за пароплавом.  
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Визначити спільну швидкість пароплава і баржі 1V , раху-
ючи, що рушійна сила і сила опору води зрівноважуються, тоб-
то, опруш FF = . 

 

Розв’язок.    Для визначення швидкості 1V   застосуємо тео-
рему про зміну кількості руху системи. 

На систему, яка складається з пароплава і баржі, діють зов-
нішні сили: сили тяжіння  бP  і  пP , сили виштовхування δN  та 

nN , які прикладені до баржі та буксиру, а також рушійна сила 

рушF   і сила опору води опF   (рис.7.5). 
 

Внутрішня сила - 
натяг буксирного ка-
нату внF  - невідома.  

Вісь х спрямуємо 
горизонтально, пра-
воруч. 

Запишемо тео-
рему про зміну кіль-
кості руху даної сис-

теми в інтегральній формі: 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),               

12

опрушпббn

e
k

FSFSNSNSPSPS

FSQQ

+++++=

==− ∑
 
(1)

 

де  2Q  - кількість руху системи баржа-буксир у той момент ча-
су, коли вони починають рухатися з однаковою швидкістю; 

1Q  - кількість руху цієї системи у початковий момент часу; 

( )∑ e
kFS  - сума імпульсів усіх зовнішніх сил. 

Спроектуємо рівняння (1) на вісь х: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).         

12

опxрушxпxбxбxnx

xx

FSFSNSNSPSPS

QQ

+++++=

=−

 
Оскільки за умовами рушоп FF = , а направлені вони у різні 

боки, то 

 
 
 
 
 
 
 

Рис.7.5 

1V  

nP  
бP  

x  onF  

бN  
nN  

рушF  
внF  
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( ) ( )опxрушx FSFS −= .
 

Крім того, проекції на вісь х сил тяжіння пароплава і баржі, 
а також виштовхуючих сил бN  та nN , дорівнюють нулю. От-
же, проекції імпульсів цих сил на вісь х теж дорівнюють нулю. 
Таким чином рівняння проекцій приймає вигляд: 

012 =− xx QQ ,          або         xx QQ 12 = . 
Підрахуємо кількість руху пароплава і баржі у початковий 

момент часу, коли швидкість пароплава дорівнює  5,10 =пV м/с , 

а швидкість баржі 00 =бV . 

пппбппx VmVmVmQ 0001 =+= . 
Сумісний рух пароплава і баржі відбувається з однаковою 

швидкістю 1V , тому кількість руху системи у цей час 

2xQ = ( )1 б 1 б 1n nm V m V m m V+ = + . 

Оскільки  

   2 1 0x xQ Q− = ,    

то   ( )б 1 опn nm m V m V+ = . 

Звідси маємо 

0
1

б

600
1,5 0,9

600 400
n n

n

m V
V

m m
= = ⋅ =

+ +
м/с. 

Відповідь:    1 0,9V =  м/с. 
 

Задача № 5 
 

Механічна система складається з вантажів 1 і 2 масами 
21 =m кг та 32 =m кг, відповідно, а також прямокутної вертика-

льної плити 3 масою 103 =m кг, яка рухається вздовж горизон-

тальних напрямних (рис.7.6). У момент часу 00 == tt , коли 

швидкість плити 203 =V м/с, вантажі під дією внутрішніх сил 
починають рухатися по жолобах плити. Вантаж 1 рухається по 
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дузі кола з радіусом R=0,1 м за законом 
2

2 2 ππϕ −= t , де ϕ  ви-

ражено у радіанах, t – у секундах (вісь, від якої ведеться позити-
вний напрям відліку кута ϕ , показано на рисунку). Вантаж 2 

рухається від точки 3C  прямолінійно за законом 

)4/cos(4,0 2tS π= , де S виражено у метрах, t – у секундах (на 
рисунку вантаж 2 зображено в положенні позитивного відліку 
координати S), кут α =600. 

 

Визначити  залежність )(3 tfV = , тобто, швидкість руху 
плити як функцію часу, вважаючи вантажі матеріальними точ-
ками і нехтуючи всіма силами опору руху. 

 

Розв’язок. Розглянемо механічну систему у довільному по-
ложенні (рис.7.6). Зобразимо усі зовнішні сили, що діють на си-
стему: сили тяжіння 321 ,, PPP  та реакцію направляючої N . 

Проведемо координатні осі хОу так, щоб вісь Оу проходила 
через точку 30C  , де знаходиться центр мас плити 3C  у почат-

ковий момент часу .00 == tt  

Визначимо )(3 tfV =  за допомогою теореми про зміну кіль-

кості руху Q  механічної системи в проекції на вісь х. 
Оскільки усі зовнішіні сили, що діють на систему, вертика-

льні, то ∑ = 0e
kxF  і, згідно з (7.10), маємо: 

constQx = ,       або        
II
x

I
x QQ =  ,   (1) 

де 0303321 )( MVVmmmQ I
x =⋅++=  - проекція кількості руху 

системи в момент часу t0=0; 

       xxx
II
x VmVmVmQ 332211 ++=       - проекція кількості руху си-

стеми в довільний момент часу t. 
Визначимо кількості руху II

x
I
x QQ   i  : 

302)1032(03 =⋅++== MVQ I
x кгм/с,   

(2)
 

xxx
II
x VmVmVmQ 332211 ++= ,   (3) 
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де     .        ,       , 2211333 xVxVxVV xxx ɺɺɺ ====  

Виразимо координати 1x  та 2x  через координату 3x . 
З рис.7.6 видно, що в довільний момент часу абсциса першого 
вантажу 








 −−=−=
2

2cos1,0cos 2
331

ππϕ txRxx ,

 
а абсциса другого вантажу 

2
0

2 3 3

2 2

3 3

cos 0,4cos( ) cos60
4

    0,5 0,4 cos( ) 0,2 cos( ).
4 4

t
x x S x

t t
x x

πα

π π

= + = + ⋅ =

= + ⋅ ⋅ = + ⋅
 

Тоді 

);
2

2sin(3,1)
2

2sin(41,0

)
2

2cos(1,0

2
3

2
3

2
311

πππππ

ππ

−+=−⋅+=

=
′







 −−==

ttVttx

txxV x

ɺ

ɺ

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.7.6 
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2
2 2 3

2 2
3 3

0,2cos(2 / 4)

0,2 / 2 sin(2 / 4) 0,3 sin(2 / 4).

xV x x t

x t t V t t

π

π π π

′
 = = + = 

= − ⋅ ⋅ = −

ɺ

ɺ
 

Підставляючи отримані вирази для xx VV 21 ,  та xV3  в (3), 
отримаємо: 

2
3 3 1 3

2
2 3 1 2 3 3

2 2
1 2

1,3 sin(2 )
2

0,3 sin(2 / 4) ( )

1,3 sin(2 ) 0,3 sin(2 / 4).
2

II
xQ m V m V t t

m V t t m m m V

m t t m t t

ππ

π

ππ π

 = + + − +  

 + − = + + + 

+ ⋅ − − ⋅
 

Оскільки            1 2m = кг,  2 3m = кг,  3 10m = кг,  то 

2 2
3(2 3 10) 2 1,3 sin(2 ) 3 0,3 sin(2 / 4).

2
II
xQ V t t t t

ππ π= + + + ⋅ − − ⋅
 

2
2

315 2,6 sin(2 ) 0,9 sin( ).
2 4

II
x

t
Q V t t t

π ππ= ⋅ + ⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅
    

(4)
 

У відповідності з (1), вирази (2) та (4) рівні, тобто: 
2

2
330 15 2,6 sin(2 ) 0,9 sin( ).

2 4

t
V t t t

π ππ= + ⋅ − − ⋅ ⋅  

Звідси остаточно отримаємо: 
2

2
3

2
2

30 2,6 0,9
sin(2 ) sin( )

15 15 2 15 4

2 0,17 sin(2 ) 0,06 sin( ).
2 4

t
V t t t

t
t t t

π ππ

π ππ

= − ⋅ − + ⋅ ⋅ =

= − ⋅ − + ⋅ ⋅
 

 
Відповідь:    

2
2

3 2 0,17 sin(2 ) 0,06 sin( ),
2 4

t
V t t t

π ππ= − ⋅ − + ⋅ ⋅  м/с. 

 
Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи:  28.3; 

28.7; 36.9; 36.11; 36.16   [ ]2 . 
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Тема 8.  ТЕОРЕМА ПРО ЗМІНУ МОМЕНТУ 
КІЛЬКОСТІ РУХУ ТОЧКИ І МЕХАНІЧНОЇ 

СИСТЕМИ 

ЗАНЯТТЯ № 13 
 

Зміст 
 

8.1. Теорема про зміну моменту кількості руху механі-
чної системи. 

8.2. Диференціальне рівняння обертального руху тіла 
навколо нерухомої осі. 

8.3. Контрольні запитання. 
8.4. Порядок розв’язування задач на застосування тео-

реми про зміну моменту кількості руху точки і ме-
ханічної системи. 

8.5. Приклади розв’язування задач. 

 
8.1. Теорема про зміну моменту кількості руху 

механічної системи 
 

Нарівні з кі-
лькістю руху, як 
векторної міри по-
ступального руху, 
для обертального 
руху можна ввес-
ти момент кіль-
кості руху. 

Для матеріа-
льної точки масою 
m , яка має швид-
кість V , момент 

кількості руху ( )Vmm0  відносно будь-якого центра О визнача-
ється із виразу (рис.8.1): 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис.8.1 
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( )0m mV r mV= × .   (8.1) 

Вектор моменту кількості руху прикладається у точці О, 
відносно якої він вираховується. Якщо спроектувати обидві час-
тини рівняння (8.1) на осі декартової системи координат, одер-
жимо моменти кількості руху точки відносно осей координат: 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

,

,

.

x z y

y x z

z y x

m mV m yV zV

m mV m zV xV

m mV m xV yV

= −

= − 


= −                        

(8.2)

 

Кінетичним моментом 0K  або головним момен-
том кількості руху механічної системи відносно дано-
го центра називається вектор, який дорівнює геомет-
ричній сумі моментів кількостей руху усіх матеріаль-
них точок системи відносно цього ж центру: 

 

( ) ( )0 0 .k k k k kK m m V r m V= = ×∑ ∑             (8.3) 

 

Подібно до того, як кількість руху системи є характеристи-
кою поступального руху, кінетичний момент є характеристикою 
обертального руху системи. 

 

Кінетичний момент твердого тіла, яке оберта-
ється відносно осі z з кутовою швидкістю ω , дорівнює 
добутку кутової швидкості тіла на його момент інер-
ції відносно осі обертання: 

z zK I ω= .   (8.4) 
 

Похідна за часом від моменту кількості руху точ-
ки, взятого відносно будь-якого нерухомого центру О, 
дорівнює моменту сили, яка діє на цю точку, відносно 
того ж центру: 

( )0 0( )
d

m mV M F
dt
  = 

. 
                     (8.5) 
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Спроектувавши це рівняння на осі координат, отримає-
мо: 

( )

( )

( )

( ),

( ),

( ).

x x

y y

z z

d
m mV M F

dt
d

m mV M F
dt
d

m mV M F
dt

  =  

  =  



  =   

                       (8.6) 

Якщо розглядати рух системи, на яку діють зовнішні e
кF   і 

внутрішні сили i
кF , то похідна за часом від кінетичного момен-

ту механічної системи відносно деякого центра дорівнює геоме-
тричній сумі моментів усіх зовнішніх сил відносно того ж 
центра: 

( )0
0

e
k

dK
m F

dt
=∑ .                            (8.7) 

Проектуючи обидві частини рівняння на нерухомі осі Охуz і 
враховуючи, що проекція вектора, який зображає момент сили 
відносно точки, на вісь, дорівнює моменту сили відносно цієї 
осі, одержимо: 

( )
( )
( )

,

,

.

ex
x k

y e
y k

ez
z k

dK
m F

dt
dK

m F
dt

dK
m F

dt

= 

= 

= 


∑

∑

∑
            

               (8.8)

 
Теорема про зміну кінетичного моменту дозволяє вивчати 

обертальний рух твердого тіла навколо осі і точки, або оберта-
льну частину руху тіла у загальному випадку руху вільного 
твердого тіла. 

Практична цінність теореми полягає ще і в тому, що вона 
дозволяє під час вивчення руху системи виключити із розгляду 
невідомі внутрішні сили. 
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Із теорем про зміну кінетичного моменту системи (8.7)-(8.8) 
витікають важливі висновки: 

 

  Якщо сума моментів відносно центра О усіх зовнішніх 
сил, що діють на систему, дорівнює нулю, то кінетич-
ний момент системи 0K  відносно тієї ж точки є ста-
лим за величиною і напрямком, тобто, 

якщо         ( )0 0e
km F =∑ ,     то       0 0

dK

dt
=     і      0K const= . 

  Якщо сума моментів усіх зовнішніх сил, що діють на 
систему, відносно деякої осі, наприклад z, дорівнює ну-
лю, то проекція кінетичного моменту на цю ж вісь є 
сталою за величиною, тобто,  

якщо         ( ) 0e
z km F =∑ ,    то    0zdK

dt
=     і     zK const= . 

 

8.2. Диференціальне рівняння обертального руху тіла  
навколо нерухомої осі 

Кінетичний момент тіла відносно осі обертання за рівнянням 
(8.4) , якщо вісь z є віссю обертання тіла, дорівнює: 

z zK I ω= . 
Отже, 

( )ez
z z k

dK d
I m F

dt dt

ω= =∑ .
 

Сума моментів зовнішніх сил ( )e
z km F∑  відносно осі обер-

тання називається обертальним моментом і позначається 

( )e e
z k zm F M=∑ .

 

Таким чином, диференціальне рівняння обертального 
руху тіла має вигляд: 

e
z z

d
I M

dt

ω = ,      або      
2

2
e

z z
d

I M
dt

ϕ = .               (8.9) 
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Із (8.9) витікає, що добуток моменту інерції тіла відносно 
осі обертання на кутове прискорення тіла дорівнює оберталь-
ному моменту 

e
z zI Mε = .                               (8.10) 

Це рівняння дозволяє вирішувати наступні задачі: 
- якщо задані рівняння обертання тіла ( )f tϕ =  і його мо-

мент інерції zI , то можна визначити обертальний момент: 

2

2
e
z z

d
M I

dt

ϕ= ;
 

- якщо задані зовнішні сили, що прикладені до тіла, почат-
кові умови обертання 0ϕ  та 0ω , момент інерції zI  тіла, то мож-

на знайти рівняння обертання тіла ( )f tϕ = : 

2

2

e
z

z

Md

Idt

ϕ = ;
 

 

- визначити момент інерції тіла zI  відносно осі обертання, 

якщо відомі величини e
zM  і ε : 

e
z

z
M

I
ε

= .
 

Із рівняння e
z zI Mε =   витікають окремі випадки: 

1. Якщо 0e
zM = ,      то     

2

2
0z z

d d
I I

dtdt

ϕ ω= = ,   а якщо 

zI const=       то    і    constω = .   У цьому випадку тіло 
обертається рівномірно. 

2. Якщо 0e
zM const= ≠ ,    то    z z

d
I I const

dt

ω ε= ⋅ = , а якщо 

zI const=      то    і     constε = .   Отже, тверде тіло обе-
ртається рівнозмінно. 
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8.3. Контрольні запитання 
 

 Як визначаються моменти кількості руху матеріальної 
точки відносно центра і відносно осі? 

 При якому розташуванні вектора кількості руху матеріа-
льної точки його момент відносно осі дорівнює нулю? 

 Сформулюйте теорему про зміну моменту кількості руху 
матеріальної точки відносно осі. 

 Що називається кінетичним моментом відносно центра 
або осі? 

 Сформулюйте теорему про зміну кінетичного моменту 
відносно центра і відносно осі. 
 

8.4. Порядок розв’язування задач 
на застосування теореми про зміну моменту  
кількості руху  точки і механічної системи 

 
Задачі, які відносяться до цієї теми, можна розділити на 

наступні чотири основні типи: 
 

 Обчислення кінетичного моменту. 
 Вивчення руху конкретної точки механічної системи, якщо 

ця точка бере участь в обертальному русі системи. 
 Вивчення обертального руху твердого тіла. 
 Вивчення руху механічної системи, до якої входять тіла, 

які здійснюють як поступальні, так і обертальні рухи. 
 

Задачі першого типу можуть бути розв’язані за допо-
могою загальних формул (8.4), (8.5). 

 

Порядок розв’язування задач другого типу може бути 
наступним: 
 Вибрати систему координат. 
 Зобразити всі зовнішні сили, які прикладені до матеріа-

льної точки; у випадку довільної точки до цих сил додати реак-
ції зовнішніх в’язей. 

 Записати у скалярній формі вираз теореми про зміну мо-
менту кількості руху точки. 
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 Вирахувати суму моментів сил, які прикладені до мате-
ріальної точки. 

 Визначити кількість руху матеріальної точки і його мо-
мент відносно осей. 

 Підставити дані пунктів 4 і 5 у рівняння (8.6) теореми 
про зміну моменту кількості руху матеріальної точки. 

 Вирішити, відповідно до умови, пряму або обернену за-
дачу динаміки точки. 

При розв’язуванні задач третього типу зберігати рекоме-
ндації перших двох пунктів, а далі робити наступним чином: 

 Записати диференціальне рівняння обертального руху 
тіла навколо нерухомої осі (8.9). 

( ).e
z z k

d
I m F

dt

ω =∑  

 Визначити момент інерції твердого тіла відносно неру-
хомої осі. 

 Підрахувати суму моментів усіх зовнішніх сил відносно 
осі обертання. 

 Величини, одержані в п.п. 4 і 5, підставити у рівняння (8.9). 
 Записати початкові умови. 
 Розв’язати рівняння п.6 в залежності від умови, як пряму 

або обернену задачу. 
При розв’язуванні задач четвертого типу необхідно по-

передньо розчленувати задану систему на окремі тверді тіла, і 
до кожного з них, у залежності від характеру руху, застосувати 
одну із теорем: про зміну кількості руху – у випадку поступаль-
ного руху тіл розчленованої системи; про зміну кінетичного 
моменту – при наявності тіл, які здійснюють обертальні рухи. 

 
8.5. Приклади розв’язування задач   

 

Задача №1 
 

Однорідний круглий диск вагою 50P = Н і з радіу-
сом 30R = см котиться без ковзання по горизонтальній площині, 
роблячи навколо власної осі  60 об/хв (рис.8.2). 
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Визначити головний момент кількостей руху диска CK  
відносно осі  С, яка проходить через центр диска перпендикуля-
рно до площини руху. 

 

Розв’язок. Головний момент кількостей руху системи (кіне-
тичний момент) відносно осі обертання дорівнює (8.6): 

z zK I ω= ,   
 

де zI  - момент інерції тіла відносно 
осі обертання, ω - кутова швидкість 
обертання. 

У даному випадку кінетичний 
момент відносно осі, що проходить 
через центр диска С, дорівнює: 

2
2 ,

2 30 60C C
mR n P n

K I R
g

π πω= = ⋅ =  

250 3,14 60
0,3 1,44

9,81 60CK
⋅= ⋅ ⋅ = 2кгм с . 

 
Відповідь :  1,44CK = 2кгм с . 

 
Задача №2 

 
Під час обертання барабана 1 вагою 1P  і радіусом r1 навколо 

нерухомої осі z  на його бокову поверхню намотується невагома 
та нерозтяжна нитка, що викликає рух вантажу 2 вагою 2P  , 
який ковзає по нерухомій гладенькій горизонтальній площині 
(рис.8.3). 

 

Визначити головний момент кількості руху (кінетичний 
момент) системи відносно осі  z і виразити його як залежність 
від кутової швидкості. Барабан вважати однорідним круглим 
циліндром. Вісь  z   направлена перпендикулярно до рисунка. 

Розв’язок. До складу механічної системи входять два твер-
дих тіла: барабан 1 і вантаж 2. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.8.2 
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Отже, кінетичний момент системи дорівнює: 
(1) (2),z z zK K K= +  

де  (1)
zK  - кінетичний момент ба-

рабана; 

      (2)
zK  - кінетичний момент ван-

тажу відносно нерухомої осі z . 
Кінетичний момент барабана 

дорівнює (8.5): 
(1) ,z zK I ω= ⋅  

де   
2 2

1 1 1 1 ,
2 2z

m r Pr
I

g
= =  

тоді 
2

(1) 1 1 .
2z
Pr

K
g

ω=  

 

Головний момент кількості руху вантажу, який рухаєть-
ся поступально, визначається як момент кількості руху матеріа-
льної точки, тобто: 

(2)
2 2 1,zK m V r=  

 

оскільки 

2 1 ,V rω=  
то 

(2) 2 22
2 1 1 .z

P
K m r r

g
ω ω= =  

Остаточно 
2

(1) (2) 2 21 1 2 1 2
1 1

2
.

2 2z z z
Pr P P P

K K K r r
g g g

ω ω ω+= + = + =  

 

Відповідь:    21 2
1

2
.

2z
P P

K r
g

ω+=  

 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.8.3 

1 2  2V  

z 

ω  

1r  



Динаміка механічної системи  
——————————————————————————— 

 

472 

Задача №3 
 

Кулька А, яка знаходиться у посудині з рідиною і прикріп-
лена до кінця стержня  АВ  довжиною l , приводиться до обер-
тання навколо вертикальної осі 1 2O O  з початковою кутовою 

швидкістю 0ω  (рис.8.4,а). Сила опору рідини пропорційна куто-
вій швидкості обертання щ: R mα ω= , де m - маса кульки,  α  - 
коефіцієнт пропорційності. 

Визначити, 
через який промі-
жок часу T  кутова 
швидкість обертан-
ня стане вдвічі ме-
ншою за початкову, 
а також число обе-
ртів N , яке зро-
бить стержень з 
кулькою за цей 
проміжок часу. Ма-
су кульки рахувати 
зосередженою у її 
центрі, масою сте-
ржня знехтувати.  

 

Розв’язок. 
Вісь z  спрямуємо вздовж осі обертання 1 2O O  і покажемо 

сили, які діють на вал з кулькою: силу опору R , яка направ-
лена у бік, протилежний обертанню (рис.8.4,б), силу тяжіння 
кульки P , реакції 

2OR  підшипника 2O  і 
1OR  підп’ ятника 1O . 

Усі сили вказані на рисунках, напрямки сил 
2OR  і 

1OR  зо-

бражені довільно. 
Запишемо диференціальне рівняння обертального руху 

кульки відносно осі z: 

( )e e
z z k z

d
I m F M

dt

ω = =∑ , 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.8.4 
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де момент інерції кульки 
2

zI ml= . 
Оскільки момент сили тяжіння P  відносно осі z  дорівнює 

нулю ( P  паралельна осі z ), то обертаючий момент e
zM  дорів-

нює моменту сили опору R  відносно осі z  (як відомо, момент 
сили опору завжди від’ємний): 

e
zM Rl m lα ω= − = − . 

Отже, диференціальне рівняння обертального руху має ви-
гляд: 

2 d
ml m l

dt

ω α ω= − ,
 

або 
d

dt l

ω α ω= − .
 

Розділимо змінні і проінтегруємо: 
d

dt
l

ω α
ω

= − ,  
       

d
dt

l

ω α
ω

= −∫ ∫ , 
       

1ln t C
l

αω = − + .
 

Довільну сталу 1C  визначимо за початковими умовами: при  

0t =      0ω ω= . 

0 10ln C
l

αω = − ⋅ + ,
   

1 0C ln ω= .
 

Отже, 

0ln t ln
l

αω ω= − ⋅ + ;  
        0

ln t
l

ω α
ω

= − ⋅ .
 

Вирахуємо, через який проміжок часу Т кутова швид-
кість обертання стане вдвічі меншою від початкової, тобто, 

00,5ω ω= . 

0

02
ln T

l

ω α
ω

= − ⋅ , 
        

1

2
ln T

l

α= − ⋅ .
 

Звідки: 

0,5
l

T ln
α

= − , 
         

2
l

T ln
α

= .
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Для визначення числа обертів, які зробить стержень з куль-
кою за проміжок часу Т, необхідно знайти залежність кута пово-
роту ϕ  від часу t  : 

0

ln t
l

ω α
ω

= − ⋅ ,           
0

,
t

le
αω

ω
−

=  

Отже, 

0

t
ld

e
dt

αϕω ω
−

= = .
 

Розділимо змінні і проінтегруємо це диференціальне рів-
няння: 

0

t
ld e dt
α

ϕ ω
−

= ,           0

t
ld e dt
α

ϕ ω
−

=∫ ∫ ,
 

0 2

t
ll

e C
α

ϕ ω
α

−
= − +

 
. 

Довільну сталу 2C  визначимо за початковими умовами: при  
0t =     0ϕ = . 

0
0 20

l
e Cω

α
= − + ,

          
2 0

l
C ω

α
= .

 
Отже закон зміни кута повороту ϕ  за часом має вигляд: 

0 0

t
ll l

e
α

ϕ ω ω
α α

−
= − + ,

 
або 

0 1
t

ll
e

α

ϕ ω
α

− 
 = −
 
 

,  

       

0
1

1
t

l

l

e
αϕ ω

α

 
 = − 
 
 

.

 

При   2
l

t T ln
α

= = , кут повороту 1ϕ  дорівнює 

( )2 0 0
1 0

1
1 1

2 2
ln l ll

e
ω ωϕ ω

α α α
−  = − = − = 

 
.
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Оскільки за 1 оберт кулька повернеться на 2π , то кількість 
обертів N  складе 

01

2 4

l
N

ωϕ
π απ

= = .
 

Відповідь :  2
l

T ln
α

= ,      0

4

l
N

ω
απ

= . 

 

Задача №4 
 

Для визначення моменту тертя у цапфах, на вал насаджено 
маховика вагою 500P = Н, радіус інерції маховика 1,5ρ = м. 

Маховику надано кутову швидкість, яка відповідає 240n =  об хв . 
Без зовнішньої дії на нього, він зупинився через 10t =  хв.  

 

Визначити момент тертя трM , вважаючи його сталим. 
 

Розв’язок. Спрямуємо ось z  вздовж нерухомої осі обертан-
ня. Зобразимо на рис.8.5 зовнішні навантаження, які діють на 
вал і маховик: силу тяжіння маховика P , реакції опор 1N  і 2N  

та момент сил тертя трM . 

Запишемо теорему про зміну кінетичного моменту відносно 
осі обертання: 

( )ez
z k

dK
m F

dt
=∑ . 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.8.5 
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Оскільки ми розглядаємо обертання твердого тіла, то 

e
z z

d
I M

dt

ω = . 

Знайдемо обертаючий момент зовнішніх сил відносно осі 
обертання  z , якщо врахуємо, що момент сил P , 1N  та 2N  від-
носно осі z  дорівнюють нулю, оскільки ці сили перетинають 
вісь. Отже, обертальний момент дорівнює моменту сил тертя і 
направлений у бік, протилежний обертанню маховика. 

Таким чином 

трzI Mε = −
. 

Вирахуємо величини, які входять у це рівняння: 

2 2,z
P

I m
g

ρ ρ= =
      

0 tω ω ε= + , 
     

0

t

ω ωε −= ,
 

де  ω  - кутова швидкість маховика у момент зупинки, ω =0, 
     0ω  - кутова швидкість у початковий момент часу. 

Оскільки 0 ,
30

nπω =      то    
30

n

t

πε = − . 

З урахуванням значень  zI  та ε  отримаємо: 

2 2
тр

500 3,14 240
1,5 4,81

30 9,81 30 600

P n
M

g t

πρ ⋅ = − − = ⋅ =  ⋅ 
 Нм . 

 
Відповідь :  тр 4,81M =  Нм . 

 
Задача №5 

 

Однорідний циліндр (рис.8.6) радіусом R  обертається навколо 
своєї геометричної осі 0 0A B  з кутовою швидкістю 0ω .  

 

Визначити, як зміниться кутова швидкість 1ω  циліндра, 
якщо вісь обертання перейде у положення АВ, яке співпадає з 
твірною циліндра? 
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Розв’язок.   На циліндр діє сила тяжіння P , яка направлена 
вертикально вниз. 

Запишемо теорему про зміну кінетичного моменту циліндра: 

0 0 0 0
( ) ( )e

A B k A B

d
I m F m P

dt

ω = =∑ , 

 де I  - момент інерції циліндра, 

0 0
( )e

A B km F∑ - сума моментів зовнішніх сил відносно осі 

обертання.  
Оскільки сила P  паралельна осі обертання, 
то 

( )0 0
0A Bm P =

 
   та    0

d
I

dt

ω = . 
 

Отже,  I constω = ,  тоді 

0 0 0 1A B ABI Iω ω⋅ = ⋅ ,  (1) 

де  
0 0A BI  - момент інерції циліндра віднос-

но осі 0 0A B ,  

ABI  - момент інерції циліндра відносно 
осі АВ, 

За теоремою Гюйгенса-Штейнера 

0 0
2

AB A BI I m R= + ⋅ , 

де  m  - маса циліндра. 
Із формули (1) отримаємо: 

0 0
1 0

A B

AB

I

I
ω ω= . 

Вирахуємо 
0 0A BI   та  ABI  : 

0 0

2

2A B
mR

I = ;       
2

2 23

2 2AB
mR

I mR mR= + = . 

Отже, 
2

1 0 0
2

12
3 3
2

mR

mR
ω ω ω= = . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис.8.6 
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Кутова швидкість зменшилася у три рази, оскільки у три ра-
зи збільшився момент інерції. 

 

Відповідь :  1 0
1

3
ω ω= . 

 

Задача №6 
 

Молотильний барабан починає обертатися із стану спо-
кою ( 0 0ω = ) під  дією постійного моменту  400M =  Нм.  

Визначити, нехтуючи тертям, частоту обертання бара-
бану після того, як він почне обертатися і зробить 10N =  обер-
тів (рис.8.7), знаючи, що момент інерції барабана відносно осі 

обертання  31,4zI = 2кг м⋅ . 
Розв’язок. Для 
визначення куто-
вої швидкості ба-
рабану скориста-
ємося формулою: 

2 2
1 0

2

ω ωε
ϕ
−= ,   (1) 

де 0 0ω =  - почат-
кова кутова шви-
дкість обертання, 

1ω  - кінцева 
кутова швидкість обертання, 

ϕ  - кут , на який повертається барабан. 
 

З (1) витікає: 

1 2ω ϕ ε= ⋅ ,         де         2 Nϕ π= . 

Отже, 

1 2 2 Nω π ε= ⋅ ⋅ . 
Таким чином, для визначення кутової швидкості необхідно 

знати кутове прискорення ε . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.8.7 
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Для визначення ε  скористаємося теоремою про зміну 
кінетичного моменту: 

( )e
z z z k

d
I I m F

dt

ω ε= =∑ ,                      (2) 

де ( )e
z km F M=∑  - сума моментів усіх зовнішніх сил відносно 

осі обертання. 
На барабан діють такі зовнішні навантаження: P  - сила тя-

жіння барабана; AR , BR  - реакції підшипників А та В; M  - обер-
таючий момент. 

З врахуванням діючих сил рівняння (2) буде мати вигляд: 

( ) ( ) ( )z z z B z AI M m P m R m Rε⋅ = + + + , 

При цьому    ( ) 0zm P = ;    ( ) 0z Bm R = ,    ( ) 0z Am R = ,   оскільки 

сили P , AR  та BR  перетинають вісь  z  і моментів не утворю-
ють. Отже, 

zI Mε⋅ = ,   
       z

M

I
ε = .

 
Тоді, 

1
400

2 2 4 3,14 10 40
31,4z

M
N

I
ω π= ⋅ = ⋅ ⋅ = рад с .

 
 

Відповідь :   1 40ω = рад с . 
 

Задача №7 
 

Вантаж вагою P = 100 Н підвішено на канаті, який навитий 
на циліндричний барабан, вісь обертання якого горизонтальна 
(рис.8.8).  

 

Визначити кутове прискорення барабана ε  під час опус-
кання вантажу Р, нехтуючи вагою каната, опором повітря, тер-
тям у підшипниках. Барабан вважати однорідним циліндром ва-
гою 200Q =  Н  та радіусом  0,1r =  м. 
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Розв’язок. Для визначення кутового прискорення ε   бара-
бана будемо розглядати рух системи, в яку включимо наступні 
тіла: барабан вагою Q , вантаж вагою Р та канат, натяг якого 
наперед невідомий.  

Якщо застосувати теорему про зміну кінетичного моменту 
системи відносно осі, то натяг каната, який є внутрішньою си-
лою, в рівняння не увійде. 

Відносно осі, яка проходить через точку  О, ця теорема має 
вигляд: 

( )0
0

e
k

dK
m F

dt
=∑ .   (1) 

 

На систему діють такі зовнішні 
сили: P  - вага вантажу, Q  - вага 

барабана, N  - реакція опори О. 
Сили Q  та N   не створюють 

моментів відносно осі О, бо вони її 
перетинають. Тільки сила P  ство-
рює момент відносно осі О, який 
дорівнює: 

( )0m P P r= ⋅ . 

Отже, 

( )0
e

km F P r= ⋅∑ . 

Визначимо кінетичний момент 
системи відносно осі обертання О: 

0 б вK K K= + , 

де    бK  - кінетичний момент барабана, 

       вK  - кінетичний момент вантажу. 
2 2

б 0 б 2 2

r Q r
K I m

g
ω ω ω= ⋅ = = ⋅ , 

де 0I  - момент інерції барабана відносно осі обертання О; 

2
в в

P P
K m Vr Vr r

g g
ω= = = , 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

           Рис.8.8 
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r  
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оскільки  V rω= ⋅ . 
Тоді кінетичний момент системи дорівнює: 

( )
2 2

2
0 2

2 2

Q r P r
K r Q P

g g g
ω ω ω= ⋅ + = + . 

Підставимо одержані результати у рівняння (1): 

( )
2

0 2
2

d d r
K Q P P r

dt dt g
ω
 

= + = ⋅ 
 

.   (2) 

Знак моменту сили Р взято позитивним, оскільки напрямок 
обертання барабана співпадає з напрямком моменту сили P . 

Розв’язуємо рівняння (2) та визначаємо кутове прискорення ε . 
Виносимо з під знака диференціала у лівій частині рівняння 

(2) сталі величини: 

( )
2

2
2

r d
Q P P r

g dt

ω+ = ⋅ , 

або 

( )
2

2

d Pg

dt r Q P

ωε = =
+

. 

З врахуванням числових значень кутове прискорення  ε  
дорівнює: 

( )
2 100 9,8

49
0,1 200 2 100

ε ⋅ ⋅= =
+ ⋅

2
рад с . 

 

Відповідь :  49ε = 2
рад с . 

 
 
 
Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи: 37.4; 

37.6; 37.7;  [ ]2 . 
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Тема 9.  РОБОТА І ПОТУЖНІСТЬ СИЛИ 
 

ЗАНЯТТЯ № 14 
 

Зміст 
 

9.1. Робота сили. 
9.2. Потужність сили. 
9.3. Контрольні запитання. 
9.4. Порядок розв’язування задач на визначення 

роботи і потужності сили. 
9.5. Приклади розв’язування задач. 

 

9.1. Робота сили 
 

Робота сили на будь-якому переміщенні є однією з основ-
них характеристик, яка оцінює дію сили на цьому переміщенні. 

Робота сталої сили F  (рис.9.1) на деякому прямолінійному 
переміщенні S  точки прикладення сили F  визначається за ви-
разом : 

cos cos( , )A F S F S F Sα
∧

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ .  (9.1) 

Якщо кут α  - гострий, то 
робота - додатня, 0A > . 

При 0α =  робота дорів-
нює:  

A F S= ⋅ .   (9.2) 
Якщо кут α  - тупий, то 

робота - від’ємна, 0A< .  

При 0180α =  робота дорі-
внює: 

A F S= − ⋅ .   (9.3) 

Якщо кут 090α = , тобто сила направлена перпендикулярно 
до переміщення, то робота дорівнює нулю: 0A = . 

Знак роботи має такий сенс: робота - додатня, коли сила 
прискорює рух; робота - від’ємна, коли сила гальмує рух. 

 
 
 
 
 

Рис.9.1 

S  
α  

F  

0M  1M  
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Вираз для обчислення роботи можна представити як 
скалярний добуток векторів: 

A F S= ⋅ cos( , )F S F S
∧

= ⋅ ⋅ . 

Робота сталої за модулем і напрямком сили при 
прямолінійному переміщенні визначається скалярним 
добутком вектора сили на вектор переміщення точки її 
прикладення. 

 

Елементарна робота 
 

У загальному випадку, коли матеріальна точка рухається по 
криволінійній траєкторії під дією змінної сили, вводиться по-
няття елементарної роботи. 

Елементарна робота Aδ  
сили F  на елементарному 
переміщенні dS (рис.9.2) ви-
значається наступним чином: 

A F dSτδ = , 
де Fτ  - проекція сили F  на 
тангенціальну вісь, яку на-
правлено у бік переміщення 
точки; dS - нескінченно ма-
ле переміщення точки. 

Оскільки  

cosF Fτ α= ,       то        
cosA FdSδ α= . 

 

Аналітичний вираз елементарної роботи сили. 
Робота сили на кінцевому переміщенні 

 

Елементарну роботу сили можна представити у вигляді 
скалярного добутку векторів F  і dr  (рис.9.3): 

,rdFA ⋅=δ  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.9.2 

n  

τ  
dS 

nF  

M  

α  

F  
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де dr  - вектор елементарного переміщення точки М. 
 

Вираз елементарної 
роботи змінної сили через 
проекції сили на осі декарто-
вих координат має вигляд: 

x y zA F dx F dy F dzδ = + + , 

де  xF , yF , zF  - проекції си-

ли  на координатні осі,  а dx , dy , dz - проекції вектора елемен-
тарного переміщення на координатні осі. 

Робота сили F  на будь-якому кінцевому переміщенні 

0 1M M  визначається інтегралом: 

( )
( )

( )1

0 1
0

M

M M
M

A F dSτ= ∫ ,                           (9.4) 

або 

( ) ( )
( )

( )1

0 1
0

M

x y zM M
M

A F dx F dy F dz= + +∫ .
                

(9.5) 

 

Роботи сил тяжіння і пружності 
 

Робота сили тяжіння дорівнює взятому зі знаком 
плюс або мінус добутку сили тяжіння на вертикальне 
переміщення точки її прикладення 

 
A P h= ± ⋅ ,    (9.6) 

 

де Р – сила тяжіння; 
     h – вертикальне переміщення точки прикладення сили. 

 

З цієї формули витікає, що робота сили тяжіння не зале-
жить від форми траєкторії між початковою і кінцевою точками 

 
 
 
 
 
 

Рис.9.3 
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руху, а залежить тільки від відстані між горизонтальними пло-
щинами, які проходять через початкове та кінцеве положення точки. 

Якщо початкова точка розташована вище кінцевої, то 
робота сили тяжіння додатня, у протилежному випадку – 
від’ємна. 

 

Робота сили пружності дорівнює половині добутку 
коефіцієнта жорсткості пружини на різницю квадратів 
початкового та кінцевого видовжень (або стискань) 
пружини 

 

( ) ( ) ( )
0 1

2 2

2 поч кiнM M
c

A l l = ∆ − ∆
 

.  (9.7) 

Робота сили пружності від’ємна у тому випадку, коли 
деформація збільшується, тобто коли поч кінl l∆ < ∆ . Це відпові-

дає переміщенню кінця пружини від положення рівноваги. Як-
що поч кінl l∆ > ∆ , робота буде додатна. У цьому випадку кінець 

пружини переміщується до положення рівноваги. 
 

Робота сили, що прикладена до тіла, яке обертається 
 

Елементарна робота сили, прикладеної до будь-якої 
точки тіла, яке обертається навколо нерухомої осі, на-
приклад z, дорівнює добутку моменту сили відносно осі 
обертання на диференціал кута повороту: 

 

zA M dδ ϕ= . 

Для того, щоб визначити роботу сили, яка діє на тіло при 
його повороті на кут від 1ϕ  до 2ϕ , необхідно проінтегрувати 
рівняння у цих межах, виразивши момент сили як функцію кута 
повороту: 

2

1

zA M d
ϕ

ϕ
ϕ= ∫ .     (9.8) 
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У окремому випадку, коли момент сили є сталим, тобто 

zM const= , робота дорівнює добутку моменту сили на кут по-
вороту тіла: 

z 2 1( )A M ϕ ϕ= − .   (9.9) 

Одиницею вимірювання роботи у системі СІ  є  Джоуль  (1 
Дж = 1 Нм = 1 кгм2/с2),    а в системі  МкГС - кГсМм. 

 

9.2. Потужність сили 
 

Потужністю називається величина, що визначає 
роботу, яку виконує сила за одиницю часу: 

 

A
N

t
= .    (9.10) 

Цей вираз справедливий, якщо робота виконується рівномірно. 
У загальному випадку 

A
N

dt

δ= . 

Оскільки  A F dSτδ = ,  то: 

.VF
dt

dSF

dt

A
N ⋅=== τ

τδ
  

(9.11)
 

Таким чином, потужність дорівнює добутку вели-
чини дотичної складової сили на швидкість руху. 

 

При обертальному русі тіла: 

zA M dδ ϕ= ⋅ . 

Тоді 

z .z
A d

N M M
dt dt

δ ϕ ω= = = ⋅
  

(9.12)
 

Потужність виражається добутком обертального 
моменту на кутову швидкість. 
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Одиницею вимірювання потужності у системі СІ є Ватт 
(1Вт = 1 Дж/с), у системі МкГС – 1 кГсм/с. 

 

 
9.3. Контрольні запитання 

 

 Як визначається робота сталої за модулем і напрямком 
сили на прямолінійному переміщенні точки прикладен-
ня сили? 

 Як записується вираз для елементарної роботи у загаль-
ному вигляді? 

 Як визначається елементарна робота сили через проекції 
сили на осі координат? 

 Як вираховується робота сил тяжіння і пружності? 
 На яких переміщеннях робота сили тяжіння: додатня, 

від’ємна, дорівнює нулю? 
 У якому випадку робота сили пружності додатня і в 

якому від’ємна? 
 

9.4. Порядок розв’язування задач на  
визначення роботи і потужності сили 

 

При визначенні роботи необхідно розрізняти наступні ви-
падки: 

 Прямолінійний рух під дією сталої сили; у цьому випад-
ку застосовуються формули (9.2) та (9.3). 

 Прямолінійний рух під дією сили, яка є функцією від-
стані; у цьому випадку використовують формулу (9.5), яка, як-
що спрямувати вісь х за траєкторією точки, приймає вигляд: 

0

.
x

x
x

A F dx= ∫  

 Криволінійний рух під дією сталої за модулем і напрямом 
сили; у цьому випадку можна використати формулу (9.4) або 
(9.5). 

 Криволінійний рух під дією сили, що визначається функ-
цією координат точки прикладення сили; у цьому випадку ви-
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значення роботи зводиться до обчислення криволінійного інтег-
ралу за формулою (9.5). 

 Обертальний рух твердого тіла під дією сталого моменту 
або моменту, який є функцією кута повороту тіла; у цьому ви-
падку для обчислення роботи використовуються формули (9.8) 
або (9.9). 

 Для обчислення потужності у залежності від характеру 
руху користуються формулою (9.11), якщо має місце прямолі-
нійний, або криволінійний рух точки прикладення сили, або фо-
рмулою (9.12) – у випадку обертального руху твердого тіла. 

 

У всіх цих випадках перед обчисленням роботи або по-
тужності необхідно зобразити всі зовнішні сили, які прикладені 
до тіла або механічної системи, що розглядається. 
 

9.5. Приклади розв’язування задач 
 

Задача № 1 
 

Визначити найменшу роботу А, яку необхідно виконати, 
щоб підняти на висоту h = 5 м вантаж P = 2 кН, пересуваючи 

його по похилій площині, яка складає з горизонтом кут α = 030 ; 
коефіцієнт тертя f = 0,5. 

 

Розв’язок: Зобразимо вантаж у довільному положенні на 
похилій площині і покажемо всі діючі на нього сили (рис.9.4): 
силу тяжіння P , силу тертя трF  і нормальну реакцію N . 

 
Робота, яка витра-

чається на піднімання ва-
нтажу на висоту h=5 м, 
дорівнює сумі робот сили 
тертя вздовж довжини АВ 
та сили тяжіння на пере-
міщенні ВС точки її при-
кладення. Нормальна реа-
кція      роботи не виконує, 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис.9.4 
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оскільки вона перпендикулярна переміщенню. 
 

Обчислимо роботу сили тертя: 

0
тр тр cos180 .A F AB fN AB′= ⋅ ⋅ = −  

Оскільки       cos ,N P α′ =      та      
sin

BC
AB

α
= ,   то 

 тр cosA fP α= − ⋅ 0
0

5
0,5 2000 cos30 8660 

sin sin30

BC

α
= − ⋅ ⋅ = − Дж .

 

Робота сили тяжіння у нашому випадку від’ємна, оскільки 
вантаж рухається вгору, і дорівнює: 

2000 5 10000 PA P h= − ⋅ = − ⋅ = − Дж . 

Повна робота, витрачена на підйом вантажу, дорівнює: 

тр 8660 10000 18660PA A A= + = − − = − Дж = 18,7 кДж− .
 

 

Відповідь:  18,7A = − кДж . 
 

Задача № 2 
 

Тіло А (рис.9.5) утримується в рівновазі на гладенькій по-
хилій поверхні, розташованій під кутом α  до горизонту, за до-
помогою пружини. Внаслідок одержаного поштовху тіло пере-
містилося вниз по похилій поверхні на відстань L . 

 

Визначити суму робіт А усіх сил, прикладених до тіла на 
цьому переміщенні, якщо сила тяжіння тіла 80 P = H, кут 

030α = , 0,3L = м, жорсткість пружини 4,0c = Н / см. 
 

Розв’язок. До тіла прикладені наступні сили: сила тяжіння 
P , нормальна реакція поверхні R  та сила пружності розтягну-
тої пружини F  (рис.9.5). 

Вісь  х  спрямуємо паралельно похилій поверхні, а початок 
відліку  О сполучимо з кінцем недеформованої пружини. 
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Тоді тіло під дією поштовху почне рухатись із положення  
А, яке характеризується координатою 1x , що дорівнює: 

1 стx δ= , 

де  стδ  - статичне відхилення пружини. 

Обчислимо суму робіт сил  P , R , F  на переміщенні 

2 1L x x= − : 

( ) ( ) ( )кA A P A F A R= + +∑ ’
 

де ( )A P   -  робота сили тяжіння на перепаді висот ∆h     

                    між точками А та В, 

    ( )A F   -  робота сили пружності пружини, 

     ( )A R   -  робота нормальної реакції. 

Робота сили тяжіння дорівнює: 

( ) sin 80 0,3 0,5 12A P P h P L α= ⋅ ∆ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = Дж.
 

Робота сили пружності пружини визначається за формулою: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.9.5 
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( ) ( )2 2
2 1 ,

2

c
A F x x= − −

 
де 

2 1 стx x L Lδ= + = + . 
Отже,  

 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 22 .
2 2ст ст ст ст ст

c c
A F L L Lδ δ δ δ δ = − + − = − + ⋅ + −

 
 

Остаточно 

( ) (2 ).
2 ст

c
A F L Lδ= − +  

Обчислимо стδ  - статичне відхилення пружини, яке має мі-
сце у положенні рівноваги тіла (точка А), коли пружина розтяг-
нута сталою силою тяжіння. Для цього положення запишемо у 
проекції на вісь х рівняння рівноваги для сил тяжіння P  та сили 
пружності пружини стF , які діють на тіло: 

sin 0стP Fα − = .
 

Оскільки 

ст стF c δ= ⋅ ,      то      sin 0стP cα δ− = .
 

Тоді 

sin 80 0,5
10

4ст

P

c

αδ ⋅ ⋅= = = см =0,1 м.
 

Остаточно, 

( ) ( ) ( )400
2 0,3 2 0,1 0,3 30 

2 2ст

c
A F L Lδ= − + = − ⋅ ⋅ + = − Дж.  

Робота нормальної реакції R  дорівнює нулю, оскільки ця 

сила перпендикулярна до переміщення тіла, тобто ( ) 0A R = .  

Отже,  

( ) ( ) 12 30 18кA A P A F= + = − = −∑  Дж. 

Відповідь:    18A = − Дж. 
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Задача № 3 
 

Матеріальна точка М масою m рухається прямолінійно   по 

горизонтальній площині за законом 4S t=  під дією сили      

F= 212t  (рис.9.6). 
Визначити роботу цієї сили при переміщенні точки її при-

кладення з початкового положення ( 0S = 0) у положення, де 

1 4S =  м. 
Розв’язок. Сила, яка діє 

на матеріальну точку М, змі-
нюється з плином часу. Отже, 
для визначення роботи цієї 
сили необхідно скористатися 
рівнянням (9.4): 

( )
1

0 1
0

M

M M
M

A F dSτ= ∫ ,   (1) 

де Fτ  - проекція сили на елементарне переміщення точки при-
кладення сили. 

У нашому випадку задана сила F  співпадає за напрямком з 
переміщенням точки М, а роботу А необхідно вираховувати на 
перміщенні від 0S  до 1S . 

Таким чином, рівняння (1) набуде вигляду: 

( )
1 1

0 1
0 0

212
M S

M M
M S

A F dS t dSτ= = ⋅∫ ∫ .  (2) 

Знайдемо залежність між силою F  та переміщенням S, ви-
ключивши параметр t, який входить у вирази для значення сили 
та переміщення: 

4 2 2, , 12 12 .S t t S F t S= = = =  
Підставивши новий вираз для сили F  у рівняння (2), одер-

жимо: 
1

0

4

0

12 12 .
S

S

A SdS SdS= =∫ ∫      (3) 

 
 
 
 
 

Рис.9.6 
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Обчислимо цей визначений інтеграл: 
44 3

32

0 0

12 2
12 8 4 64

3
A SdS S

⋅= = = =∫  Дж. 

Відповідь:       А = 64 Дж. 
 

Задача № 4 
 

Шліфувальний камінь радіусом R =  30 см =0,3 м, робить 
n = 120 об/хв. Потужність, яка споживається, дорівнює N =     
=1,5 кВт =1500 Дж/с. Коефіцієнт тертя шліфувального каменю 
дорівнює f = 0,2. 

 

Визначити, з якою силою F  притискає камінь деталь, яка 
шліфується? 

 

Розв’язок. Деталь (рис.9.7) притискається до шліфувально-
го каменю з силою F . Виникаюча при цьому сила тертя трF  

розвиває потужність N , яка дорівнює спожитій потужності  1,5 
кВт, тобто 

тр ,AN F V= ⋅  

де AV  - швидкість точки на ободі ка-

меня, до якого прикладена сила F . 
 Сила тертя між каменем та 
деталлю складатиме: 
 

тр 0,2F f F F= ⋅ = ⋅ , 
 

кутова швидкість каменя буде: 
 

3,14 120
12,6 

30 30

n
рад с

πω ⋅= = = , 
 

а швидкість точки на ободі каменя дорівнює: 
 

12,6 0,3 3,8AV Rω= ⋅ = ⋅ =  /м с , 
Тоді 

тр 0,2 3,8 0,76AN F V F F= ⋅ = ⋅ = , 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.9.7 
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Звідки: 
1500

1974
0,76 0,76

N
F = = =  Н. 

 

Відповідь:      1974F =  Н. 
 
 

 

Задача № 5 
 

Для вимірювання потужності 
двигуна на його шків надіта стрічка 
з дерев’яними колодками (рис.9.8). 
Права частина стрічки утримується 
пружними вагами силою Q , а ліва 
її частина DE  натягується ванта-
жем Е.  

 

Визначити потужність двигу-
на N , якщо його вал при рівномір-
ному обертанні робить n = 120 
об/хв, при цьому пружинні ваги по-
казують натяг стрічки Q =40 Н, ва-

га вантажу EP = 10 Н, діаметр шківа 
d = 65 см. 

Примітка: Різниця натягів частин BC  і DE  стрічки дорів-
нює силі, яка гальмує шків. 

 

Розв’язок. Оскільки шків обертається рівномірно, то сила 
тертя, яка виникає між шківом і дерев’яними колодками, разом 
із силою EP  зрівноважують силу Q  (рис.9.8), отже 

трEP F Q+ = , 

тр 40 10 30 EF Q P H= − = − = . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.9.8 
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Потужність сили тертя дорівнює потужності двигуна за 
умови, що шків обертається рівномірно: 

тр трдвN N F V= = , 

де V  - швидкість точки обода шківа, на який діє сила тертя і 
яка дорівнює: 

30

n
V R R

πω= = , 

тр
3,14 120

30 0,325 122,5
30 30дв

n
N F R

π ⋅= = ⋅ = Вт . 

Відповідь:      122,5двN = Вт . 
 

Задача № 6 
 

Вантаж А вагою РА, який опускається по похилій площині, 
призводить до обертання барабана В вагою РВ, на який намотана 
нитка (рис.9.9). Прийняти за механічну систему сукупність тіл А 
та В, які з’єднані між собою невагомою ниткою, що не розтягу-
ється.  

Визначити суму робіт A  усіх сил, що прикладені до цієї 
системи за один оберт барабана В, якщо Br  - радіус барабана, f  
- коефіцієнт тертя ковзання вантажу А по похилій площині, яка 
складає кут α  з горизонтом. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.9.9 
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Розв’язок. Дана механічна система є незмінною. На неї на-
кладені такі в’язі: похила площина і шарнірна опора барабану В 
у точці О. 

Реакція похилої площини складається з нормальної реакції 

AR  та сили тертя трF , яка направлена у бік, протилежний пере-

міщенню вантажу А. 
Реакція ( 0R ) шарніра О лежить у площині, перпендикуляр-

ній до осі шарніра, проходить через вісь шарніра і може займати 
у цій площині будь-яке положення. 

Оскільки дана система є незмінною, то робота усіх сил, які 
прикладені до неї, визначається тільки роботою зовнішніх сил: 
сили тяжіння AP  вантажу А; нормальної реакції AR  похилої 

площини; сили тертя трF  вантажу А по похилій площині; сили 

тяжіння BP  барабану В; реакції 0R  шарніра О. 

Обчислимо елементарну роботу зовнішніх сил системи 

1

n

i A B
i

A A A Aδ δ δ δ
=

= = +∑ ,
  

(1)
 

де AAδ , BAδ  - елементарні роботи зовнішніх сил, прикладених, 

відповідно, до тіл А і В. 
Тіло А рухається поступально. Елементарна робота зовніш-

ніх сил, прикладених до цього тіла, дорівнює 

( ) ( ) ( )трA A AA A P A R A Fδ δ δ δ= + + ,
 

де ( ) ( ) ( )тр,  ,  A AA P A R A Fδ δ δ  - елементарні роботи сили тя-

жіння AP , нормальної реакції AR  та сили тертя трF . 

Елементарна робота реакції AR  дорівнює нулю, оскільки 

AR  перпендикулярна до переміщення тіла. 

Елементарна робота сили тяжіння AP  дорівнює 

( ) sinA A AA P P dSδ α= . 
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Елементарна робота сили тертя трF  визначається із виразу: 

( ) 0
тр тр трcos180A AA F F dS F dSδ = ⋅ = − . 

Оскільки 

тр cos ,A AF f R f P α= ⋅ = ⋅
 

то 

( )тр cos .A AA F f P dSδ α= − ⋅ ⋅
 

Отже, 

( )sin cos sin cosA A A A A A AA P dS f P dS P f dSδ α α α α= ⋅ − ⋅ ⋅ = − . (2) 

Тіло В  обертається навколо нерухомої осі, яка проходить 
через точку О перпендикулярно до площини рисунка. Елемен-
тарна робота зовнішніх сил, прикладених до тіла В, визначиться 
з виразу: 

0 ,B BA M dδ ϕ=  

де  0M  - головний момент зовнішніх сил ( 0R  та BP ) відносно осі 
обертання; 

Bdϕ  - елементарне кутове переміщення тіла відносно осі обе-
ртання. 

Оскільки лінії дії сил BP  та 0R  перетинають вісь обертання, 

то 0 0M =  і  

0BAδ = .                                     
 (3)

 
Підставляючи (2) і (3) у (1), одержимо 

( )sin cos .A A AA A P f dSδ δ α α= = −  
Переміщення вантажу пов’язано з кутом повороту барабану 

рівністю A B BdS r dϕ= , тоді останнє рівняння дає вираз елемен-
тарної роботи усіх сил, прикладених до даної механічної систе-
ми, на елементарному переміщенні Bdϕ  барабану В: 

( )sin cos .A B BA P r f dδ α α ϕ= −  
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Для визначення роботи сил за один оберт барабану візьме-
мо визначений інтеграл у межах від 0 до 2π : 

( ) ( )
2

2

0
0

sin cos sin cosA B A BA P r f d P r f
π

πα α ϕ α α ϕ= − = − =∫  

( )2 sin cosA BP r fπ α α= − . 

Відповідь:  ( )2 sin cos .A BA P r fπ α α= −  
 

Задача № 7 
 

Колесо радіусом r  котиться без ковзання по прямолінійній 
горизонтальній рейці (рис.9.10) під дією сталої сили F , яка 
прикладена у центрі ваги колеса С і паралельна рейці, та сталого 
обертального моменту m . 

 
Визначити суму робіт А усіх зовнішніх сил, якщо вісь ко-

леса С перемістилася на відстань S. Тертям кочення знехтувати. 
Розв’язок. До колеса 

прикладені зовнішні сили і 
момент:  G  - сила тяжіння 
колеса, F  - рушійна сила, m  
- обертальний момент, R  - 
нормальна реакція рейки, трF  

- сила тертя. 
Роботи реакції R  і сили 

тертя трF  дорівнюють нулю, 

оскільки ці сили прикладені у 
миттєвому центрі обертання колеса Р, елементарне переміщення 
якого дорівнює нулю. Робота сили тяжіння колеса G  теж дорів-
нює нулю, у зв’язку з тим, що елементарне переміщення CdS  

точки С перпендикулярне до лінії дії сили тяжіння G . 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
Рис.9.10 
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Отже необхідно обчислити тільки роботу рушійної сили F  
і моменту m : 

( ) ( )A A F A mδ δ δ= + ,                            
(1) 

де                         ( ) cos( , ) ,C C CA F F dS F dS FdSδ
∧

= ⋅ =  

( )A m mdδ ϕ= . 

Згідно з умовою задачі, колесо котиться без ковзання, тому 

CdS rdϕ= ,         
CdS

d
r

ϕ = . 

Відповідно, рівняння (1) запишеться таким чином: 

.С
С C

dS m
A FdS m F dS

r r
δ  = + = + 

 
 

Для визначення суми робіт усіх сил на переміщенні осі ко-
леса на відстань S проінтегруємо останнє рівняння у межах від 
0 до S: 

0

.
S

С

m m
A F dS F S

r r
   = + = +   
   
∫

 
 

Відповідь:       .
m

A F S
r

 = + 
 

 

 

Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи: 29.1; 
29.6; 29.12; 29.18  [ ]2 . 
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ТЕМА 10. ТЕОРЕМА ПРО ЗМІНУ КІНЕТИЧНОЇ 
ЕНЕРГІЇ МЕХАНІЧНОЇ СИСТЕМИ 

 

ЗАНЯТТЯ № 15 
 

Зміст 
 

10.1. Кінетична енергія механічної системи. 
10.2. Визначення кінетичної енергії твердого тіла у 

різних випадках його руху. 
10.3. Теорема про зміну кінетичної енергії механічної 

системи. 
10.4. Контрольні запитання. 
10.5. Порядок розв’язування задач на використання 

теореми про зміну кінетичної енергії механічної 
системи. 

10.6. Приклади розв’язування задач . 
 

10.1. Кінетична енергія механічної системи 
 

Кінетичною енергією Т матеріальної точки назива-
ється скалярна додатня величина, яка дорівнює половині 
добутку маси точки на квадрат її швидкості:  

2

2mV
T = . 

 
Кінетичною енергією Т механічної системи назива-

ється арифметична сума кінетичних енергій усіх точок 
механічної системи: 

∑ ∑==
2

2
kk

k
Vm

TT . 

 
Кінетична енергія системи не залежить від напрямків швид-

костей точок.  
Кінетична енергія може дорівнювати нулю, якщо швидкості 

усіх точок системи дорівнюють нулю. 
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Кінетична енергія системи характеризує і поступальний, і 
обертальний рухи системи. Тому теоремою про зміну кінетичної 
енергії особливо часто користуються при розв’язуванні задач. 

Одиницею кінетичної енергії у системі СІ є Джоуль (Дж). 
 

10.2. Визначення кінетичної енергії твердого тіла  
у різних випадках його руху 

 

10.2.1. Поступальний рух твердого тіла 
 

При поступальному русі твердого тіла швидкості усіх його 
точок (у тому числі швидкість CV  центра мас тіла) у кожний 
момент часу рівні між собою; тобто, для будь-якої точки  

k CV V= . Отже 

( ) 2
2

2

1

2 Ck
kk

пост Vm
Vm

T ⋅== ∑
∑

, 

2

2

1
Cпост MVT = .

 
 

Кінетична енергія твердого тіла при поступально-
му русі дорівнює половині добутку маси тіла М на квад-
рат швидкості його центра мас. 

 

10.2.2. Обертальний рух твердого тіла  
 

Швидкість будь-якої точки твердого тіла, яке обертається з 
кутовою швидкістю ω , дорівнює  

k kV hω= ⋅ , 
де   kh   - відстань від точки до осі обертання. 

Тоді кінетична енергія тіла визначається відповідно до за-
лежності: 

∑
∑∑ === 22

222

2

1

22 kk
kkkk

об hm
hmVm

T ω
ω

,
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Оскільки 

zkk Ihm =∑ 2 ,
 

то  

2

2

1 ω⋅= zоб IT .
 

Отже кінетична енергія тіла при обертальному 
русі дорівнює половині добутку моменту інерції тіла 
відносно осі обертання на квадрат кутової  швидкості 
тіла. 

 

10.2.3. Плоскопаралельний рух твердого тіла 
 

При плоскопаралельному русі швидкості усіх точок тіла в 
кожний момент часу розподілені так, начебто тіло обертається 
навколо осі, яка перпендикулярна до площини руху і яка прохо-
дить через миттєвий центр швидкостей Р. 

У цьому випадку кінетичну енергію тіла можна визначити 
за формулою: 

21

2пл PT I ω= ⋅ ,
 

де PI  - момент інерції тіла відносно осі, яка проходить через 
миттєвий центр швидкостей. 
Оскільки (згідно з теоремою Штейнера-Гюйгенса) 

2
P CI I Md= + , 

де CI  - момент інерції відносно осі, яка проходить через центр 
мас тіла і паралельна миттєвій осі обертання, то 

( ) ( )2 2 2 2 21 1 1

2 2 2пл C CT I Md I M dω ω ω= + = + ⋅ ,
 

Оскільки  Cd Vω ⋅ = , то остаточно 

22

2

1

2

1 ωCCпл IMVT += . 
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Таким чином,  

у випадку плоскопаралельного руху тіла кінетична енер-
гія складається з кінетичних енергій поступального руху 
разом зі швидкістю центра мас і обертального  руху на-
вколо осі, яка проходить через центр мас перпендикуля-
рно до площини руху. 

 
10.3. Теорема про зміну кінетичної енергії 

механічної системи 
 

Диференціальна форма 
 

Диференціал кінетичної енергії механічної системи 
дорівнює сумі елементарних робіт усіх зовнішніх і внут-
рішніх сил, які діють на систему: 

( ) ( )ie AAdT δδ += . 
 

Похідна за часом від кінетичної енергії механічної 
системи дорівнює сумі потужностей усіх зовнішніх і 
внутрішніх сил, які діють на систему: 

( ) ( )ie NN
dt

dT += .
 

 

Інтегральна форма 
 

Зміна кінетичної енергії механічної системи при кі-
нцевому переміщенні її з положення (1) в положення (2) 
дорівнює сумі робіт на цьому переміщенні усіх зовнішніх 
і внутрішніх сил, які діють на цю систему 

( ) ( )
2 1

e iT T A A− = +∑ ∑ .
 

 

Якщо механічна система незмінна, то сума робіт внут-
рішніх сил дорівнює нулю і теорема запишеться так: 

( )
2 1

eT T A− =∑ . 
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10.4. Контрольні запитання 
 

 Що називається кінетичною енергією матеріальної точ-
ки? 

 Що називається кінетичною енергією механічної систе-
ми? 

 Як визначається кінетична енергія твердого тіла у випад-
ку поступального руху? 

 Як визначається кінетична енергія твердого тіла при обе-
ртальному русі? 

 Як визначається кінетична енергія твердого тіла при пло-
скопаралельному русі? 

 Як формулюються теореми про зміну кінетичної енергії 
механічної системи? 

 Чи входять у рівняння, які виражають теорему про зміну 
кінетичної енергії системи, внутрішні сили цієї системи? 

 У якому випадку у рівняння, які виражають теорему про 
зміну кінетичної системи, не входять внутрішні сили? 

 Якщо дана ізольована від дії будь-яких зовнішніх сил си-
стема таким чином, що на її точки діють тільки внутрі-
шні сили, то чи буде змінюватися кінетична енергія такої 
системи? 

 

10.5.  Порядок розв’язування задач  
на використання  теореми про зміну кінетичної  

енергії механічної системи 
 

Розв’язування задач за допомогою теореми про зміну кіне-
тичної енергії в інтегральній формі рекомендується проводити у 
наступній послідовності: 

а) зобразити на рисунку всі зовнішні сили системи; 
б) вирахувати суму робіт усіх зовнішніх сил на переміщенні 

точок системи; 
в) вирахувати кінетичну енергію системи матеріальних то-

чок у початковому та кінцевому її станах; 
г ) користуючись результатами підрахунків за пунктами б)  і  

в), записати теорему про зміну кінетичної енергії механічної си-
стеми і визначити шукану величину. 
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10.6. Приклади розв’язування задач 
 

Задача № 1 
 

Механізм еліпсографа (рис.10.1) складається з повзунів А і 
В вагою Р кожний, кривошипа ОС вагою 2Р, і лінійки АВ вагою 
3Р. Кривошип ОС обертається навколо нерухомої осі О, яка пер-
пендикулярна до площини креслення з кутовою швидкістю ω  . 

Визначити кінетичну енергію механізму еліпсографа, вва-
жаючи, що лінійка АВ і кривошип ОС – однорідні тонкі стержні, 
а повзуни А і В – матеріальні точки, а також, що ОС=АС=СВ= l . 

 

Розв’язок. Задана механічна система складається з чотирьох 
тіл: кривошипа 1, лінійки 2, повзунів 3 і 4. 

Кінетична енергія усієї системи дорівнює: 

4321 TTTTT +++= ,  (1) 

де   1T  - кінетична  енергія кривошипа 1, 

2T  - кінетична енергія лінійки 2, 

3T , 4T - кінетична енергія повзунів 3 та 4. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 10.1 
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Кривошип ОС здійснює обертальний рух навколо нерухомої 
осі Оz, яка перпендикулярна до осі рисунка. В цьому випадку 
кінетична енергія тіла дорівнює 

2
1 0

1

2 OzT I ω= ,       де      
2 2

1
1 2

3 3Oz
P

I m l l
g

= = .
 

Тоді 

2 2 2 2
1 0 0

1 2 1

2 3 3

P P
T l l

g g
ω ω= ⋅ ⋅ = ⋅ .

                 
 (2) 

Лінійка 2 рухається плоскопаралельно. Її кінетична енергія 
дорівнює 

2 2
2 2 2 2 2

1 1

2 2пост об C CzT T T m V I ω= + = + ,
            

(3)
 

де     CV  - швидкість точки С, яка є центром мас лінійки 2, 

2ω  - кутова швидкість лінійки 2, 

CzI  - момент інерції лінійки відносно осі Сz, яка проходить 
через центр мас лінійки С. 

Для визначення кутової швидкості 2ω  лінійки 2 використа-
ємо поняття миттєвого центра швидкостей. Як відомо, миттєвий 
центр швидкостей розташовано на перетині перпендикулярів до 
швидкостей двох точок тіла, що рухається плоскопаралельно. 
Тоді у нашому випадку його буде розташовано у точці К, і швидкість 
точки С визначиться: 

2CV CK ω= ⋅ .
 

З другого боку, точка С належить ланці 1, і її швидкість до-
рівнює 

0ω⋅= OCVC .
 

Тоді, враховуючи, що ОС=СК, отримаємо: 

0 2 2 0 0,
OC

OC CK
CK

ω ω ω ω ω⋅ = ⋅ = = . 

Момент інерції лінійки відносно осі Сz  дорівнює: 

( )
2

22 22 1 1 3
2 4

12 12 12Сz
m P P Pl

I AB l l
g g g

= = ⋅ = ⋅ = . 
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З урахуванням одержаних значень CzC IV ,, 2ω  кінетична 
енергія лінійки 2 дорівнює: 

( )
2

2 2 2 2 2 2 2 2
2 0 0 0 0 0

1 1 3 1
2

2 2 2 2

P Pl P P P
T l l l l

g g g g g
ω ω ω ω ω= + = + = ,

  
(4)

 
Підрахуємо кінетичну енергію повзунів 3 і 4, які рухаються 

поступально: 

2 2 2 23 3 4
3 4 4

1
,      

2 2 2 2A A B B
m P P

T V V T m V V
g g

= = = = .

 
Швидкості точок АВ можна визначити, враховуючи поло-

ження миттєвого центра швидкостей лінійки 2: 

2 2,     A BV AK V BKω ω= =  ,      де      02 ωω = . 

Тоді 

( ) ( )22
04

22
03 2

,
2

BK
g

P
TAK

g

P
T ωω == ,

 

( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 2
3 4 0 0 04

2 2 2

P P P
T T AK BK AB l

g g g
ω ω ω + = + = =  

;
 

2 2
3 4 0

2P
T T l

g
ω+ = .

                              

(5) 

Підставляючи знайдені вирази (2), (4), (5) в (1), одержимо: 

2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0

1 13
2 2

3 3

P P P P
T l l l l

g g g g
ω ω ω ω= + + = .

 
 

Відповідь:     2 2
0

13

3

P
T l

g
ω= . 

 

Задача № 2 
 

На рисунку 10.2 зображено піднімальний механізм лебідки. 
Вантаж А вагою 1P  піднімається за допомогою невагомого та 
нерозтяжного тросу, який перекинуто через блок С і намотано на 
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барабан В радіусом r  і вагою 2P . До барабана прикладений обе-
ртальний момент, який є пропорційним квадрату кута повороту 
ϕ  барабану: 

2ϕaM об = , 
де   а - сталий коефіцієнт. 
 

Визначити швидкість вантажу А в момент, коли він підні-
меться на висоту h . Масу барабана В рахувати рівномірно роз-
поділеною вздовж його ободу. Блок С - суцільний диск вагою 

3P . У початковий момент 
система знаходилась у 
спокої. 

Розв’язок. Зобрази-
мо на рисунку усі зовні-
шні сили, які діють на 
барабан В, блок С і ван-
таж А: сили тяжіння 1P , 

2P , 3P ; обертальний мо-

мент обM , а також реак-

ції шарнірів 1R  і 2R . 
Внутрішньою силою є 
натяг троса T . 

Запишемо теорему 
про зміну кінетичної енергії системи: 

( ) ( )
∑∑ 






+






=−

i
k

e
k FAFATT 12 , 

де 2T  - кінетична енергія системи у кінцевому положенні; 

   1T  - кінетична енергія системи у початковому положенні; 

( )
∑ 






 e

kFA  - сума робіт усіх зовнішніх сил на переміщенні h ; 

( )
∑ 






 i

kFA  - сума робіт усіх внутрішніх сил на переміщенні h . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис.10.2 
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Оскільки у початковий момент часу система знаходилася у 
спокою, то 

01 =T . 
У зв’язку з тим, що трос не розтягується і при русі системи 

знаходиться у натягнутому стані, сума робіт внутрішніх сил сис-
теми дорівнює нулю, отже 

( )
∑ 






=

e
kFAT2 .

 
При піднятті вантажу А  на висоту h  сума робіт дорівнює: 

1 2 3 1 2

( )( )
об

e
P P P R R MkA F A A A A A A= + + + + +∑ .

 
Оскільки точки прикладання сил  3P , 2P , 1R  і 2R  - нерухо-

мі, то 

0
2123

==== RRPP AAAA .
 

Робота сили 1P  дорівнює: 

hPAP 11
−= .

 
Робота обертального моменту у випадку, коли він не зміню-

ється 

обM MA
об

⋅= ϕ ,
 

де  ϕ  - кут повороту тіла під дією моменту. 
Оскільки у нашому випадку обертальний момент змінюєть-

ся, то його робота визначиться наступним чином: 

2

0 0

,     об обdA M d A M d a d
ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ= = =∫ ∫ ;

 
3

3обM
a

A
ϕ⋅= .

 
Визначимо кут ϕ , на який повернувся барабан В при підні-

манні вантажу А на висоту  h : 

r

h=ϕ .
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Отже,  
3

33обM
a h

A
r

⋅= .

 
Таким чином 

( )( ) 3 33
1

13 3

3

3 3

e
k

ah Pr hah
A F P h

r r

−= − =∑ , 

( )( ) ( )3
1

2
3

3
3

1
rPahh

r
FA e

k −=∑ .

 

Перейдемо до підрахування кінетичної енергії системи у кі-
нцевому положенні: 

CBA TTTT ++=2 , 

де AT  - кінетична енергія вантажу А; 

CT  - кінетична енергія диска С; 

BT  - кінетична енергія барабана В. 
Вантаж А рухається поступально і його кінетична енергія 

дорівнює: 

g

VPVm
T AA

A 22

2
1

2
1 == .

 
Диск С здійснює обертальний рух, його кінетична енергія 

визначається з виразу: 

2

2
CC

C
I

T
ω

= , 

де CI  - момент інерції диска відносно осі обертання; 

Cω  - кутова швидкість диска. 

Оскільки диск С – суцільний, то CI  дорівнює: 

2

2
3 C

C
rm

I = ,
 

де  Cr  - радіус диска. 
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Оскільки лінійна швидкість обода диска дорівнює швидко-
сті вантажу, кутова швидкість обертання Cω  буде: 

C

A
C r

V
=ω .

 

Отже, 

23
2

22
3

422 A
C

AC
C V

g

P

r

Vrm
T =

⋅
= .

 
Кінетична енергія барабана В, оскільки він здійснює оберта-

льний рух, дорівнює: 

2

2
BB

B
I

T
ω

= ,

 
Оскільки маса барабана В розподілена по ободу, то: 

222
2 r

g

P
rmI B == .

 
Кутову швидкість барабана вирахуємо із умови рівності лі-

нійних швидкостей на ободах диска і барабана: 

CCB rr ωω = . 

Звідки 

r

V

r

r

r

V

r

r AC

C

AC
CB =⋅== ωω . 

Таким чином 

22
2

22
2

22 A
A

B V
g

P

r

Vr

g

P
T =⋅= .

 

Кінетична енергія системи у кінцевому положенні дорівнює: 

)22(
4422 321

22
3

2
2

2
1

2 PPP
g

V

g

VP

g

VP

g

VP
T AAAA ++=++= .
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Отже, теорема про зміну кінетичної енергії системи має вигляд: 

( ) ( )
3

3
1

2

321

2

3

3
22

4 r

rPahh
PPP

g

VA −
=++ .

 
Розв’язуючи це рівняння відносно AV , знаходимо швидкість 

вантажу А після того, як він пройде шлях h : 

( )
( )321

3
1

2

223

32

PPPr

rPahgh

r
VA ++

−
= .

 
 

Відповідь:   
( )

( )321

3
1

2

223

32

PPPr

rPahgh

r
VA ++

−
= . 

 
Задача № 3 

 

Вантаж А (рис.10.3) вагою 

1P , опускаючись униз за допо-
могою перекинутого через неру-
хомий блок D  невагомого та 
нерозтяжного тросу, піднімає 
угору вантаж В вагою 2P , який 
закріплено до осі рухомого бло-
ка С. Блоки С і D вважати одно-
рідними суцільними дисками 
вагою 3P  кожний. 

 

Визначити  швидкість ван-
тажу А у момент, коли він опус-
титься на висоту h . Ковзанням 
на ободах блоків і силами опору 
знехтувати. 

У початковий момент 
система знаходилась у стані 
спокою. 

Розв’язок. Зобразимо зовніш-
ні сили, які діють на систему: сили 
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тяжіння 1P , 2P , DP3 , CP3 ; реакцію шарніра DR  і реакцію у точці К 

- KR . Внутрішньою силою є натяг троса N .  
Запишемо теорему про зміну кінетичної енергії системи: 

( ) ( )
∑∑ 






+






=−

i
k

e
k FAFATT 12 . 

У початковий момент часу система находилася у спокої, от-
же, 01 =T . Робота внутрішньої сили натягу тросу, дорівнює ну-

лю.  Отже, 

( )
∑ 






=

e
kFAT2 .

 

Сума робіт зовнішніх сил при переміщенні системи у кінце-
ве положення складає: 

( )
1 2 3 3D C D K

e
P P P P R RkA F A A A A A A  = + + + + + 

 
∑ .

 

Робота сил 3 , ,D D KP R R  дорівнює нулю, оскільки точки 

прикладання сил 3 , ,D D KP R R  нерухомі. 

Отже, 

( )
1 2 3C

e
P P PkA F A A A  = + + 

 
∑ .

 
Робота сили 1P  при опусканні вантажу А на висоту h  дорів-

нює: 

hPAP 11
= . 

Роботу сили тяжіння 3P  блока С визначимо наступним чи-

ном. При опусканні вантажу А на висоту h  точка Е блока С під-
німається вгору на відстань EE ′ , яка дорівнює h , а центр блока 

С на величину 
2
h

CC =′ , оскільки точка L  - миттєвий центр 

швидкостей блока С. 
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Таким чином, 

3 3 2CP
h

A P= − .
 

Вантаж В піднімається вгору так само на величину 
2
h

. Тоді 

робота сили тяжіння вантажу В буде дорівнювати: 

222

h
PAP ⋅−= . 

Отже, 
( )

=





∑

e
kFA ( )321321 2

222
PPP

hh
P

h
PhP −−=⋅−⋅− .

 
 

Вирахуємо кінетичну енергію системи у кінцевому поло-
женні: 

DBCA TTTTT +++=2 . 
Вантаж А переміщується поступально і його кінетична ене-

ргія дорівнює 

g

VPVm
T AA

A 22

2
1

2
1 == ,

 
де  AV  - швидкість вантажу А у кінці переміщення. 

Блок С здійснює плоскопаралельний рух. У цьому випадку:  

обпостC TTT += . 
Кінетична енергія поступального руху блока С дорівнює: 

2

2
3 C

пост
Vm

T = .
 

Оскільки точка L  - миттєвий центр швидкостей блока С, а 
швидкість точки Е дорівнює швидкості вантажу А, то швидкість 
обертання блока С: 

C

AA
C r

V

EL

V

2
==ω . 
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Тоді 

22
A

C
C

A
CCC

V
r

r

V
rV === ω .

 
Таким чином, 

23
2

3

842 A
A

пост V
g

P

g

VP
T =

⋅
⋅

= .

 
Кінетична енергія обертального руху блока С визначається 

із рівності: 
2

,
2

C C
об

I
T

ω
=

 
де  CI  - момент інерції блока С відносно осі, яка проходить че-
рез центр мас С. Блок С - суцільний однорідний диск, тому 

2

2

1
CCC rmI = .

 
Тоді

 2 22
3 3

22 2 164
C AA

об

C

m r P VV
T

gr

 
= = 

 ⋅  
.

 
Таким чином, кінетична енергія блоку С дорівнює: 

g

VP

g

VP

g

VP
ТTT AAA
обпостC 16

3

168

2
3

2
3

2
3 =+=+= . 

Блок D  здійснює обертальний рух і його кінетична енергія: 
22

3;    ,    
2 2

DD D A
D D D

D

m rI V
T I

r

ω ω= = = , 

тобто 
2 2 2

3 3
2 42 2

D A A
D

D

m r V P V
T

gr

⋅ ⋅ ⋅= =
⋅ ⋅

.

 
Вантаж В здійснює поступальний рух зі швидкістю точки С, 

тобто зі швидкістю 0,5 AV . Тому 
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g

VPVm
T AA

B 822

2
2

2
2 =







= . 

Отже, кінетична енергія системи 2T  у кінцевому положенні: 

=+++=+++=
g

VP

g

VP

g

VP

g

VP
TTTTT AAAA

DBCA 4816

3

2

2
3

2
2

2
3

2
1

2
 

( ) ( )321

2

3321

2
728

16
4328

16
PPP

g

V
PPPP

g

V AA ++=+++= .
 

Таким чином, теорема про зміну кінетичної енергії системи 
має вигляд: 

( ) ( )321321

2

2
2

728
16

PPP
h

PPP
g

VA −−=++ .
 

Знаходимо швидкість вантажу А, розв’язуючи це рівняння 
відносно AV : 

321

321

728

2
22

PPP

PPP
ghVA ++

−−
⋅= .

 
 

Відповідь:  
321

321

728

2
22

PPP

PPP
ghVA ++

−−
⋅= . 

 

Задача № 4 
 

Прямокутна пластинка АВСD (рис.10.4) зі сторонами а і b, і ва-
гою Р обертається навколо вертикальної осі z  з початковою куто-
вою швидкістю 0ω . Кожен елемент пластинки зазнає при цьому 
опір повітря, напрямок якого перпендикулярний до площини плас-
тинки, а величина пропорційна площі елемента і квадрату його 
швидкості. Коефіцієнт пропорційності дорівнює µ . 

Визначити, скільки обертів зробить пластинка до тієї миті, 
коли її кутова швидкість стане удвічі меншою за початкову? 
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Розв’язок. Оскільки сили опору, які прикладені до пластин-
ки, не сталі, а залежать від швидкості, то для розв’язування за-
дачі скористаємося теоремою про зміну кінетичної енергії сис-
теми у диференціальній формі: 

 

dT dA=∑ .          (1) 

Вирахуємо диференціал кінетичної енергії пластинки. Оскі-
льки пластинка обертається навколо нерухомої осі, то її кінетич-
на енергія дорівнює: 

2

2ω
zоб IT = ,

 
відкіля: 

об zdT I dω ω= ⋅ ,
 

де zI  - момент інерції пластинки відносно осі z . 
Перейдемо до визначення суми елементарних робіт зов-

нішніх сил, які діють на пластинку. Це такі сили (рис.10.4): 

- сила тяжіння пластинки P ; 

- реакції в опорах O  і 1O :      0R    і   10R ; 

- сила опору повітря F . 
 
Отже, 

( ) ( ) ( ) ( )FdARdARdAPdAdA +++=∑ 100 ,
 

де ( )PdA  - елементарна робота сили тяжіння пластинки; 

( )0RdA , ( )10RdA - елементарні роботи реакцій підшипників; 

( )FdA  - елементарна робота сили опору F . 

Роботи реакцій 0R  і 10R  дорівнюють нулю, бо точки їх при-

кладення нерухомі. Робота сили тяжіння P  теж дорівнює нулю у 
зв’язку з тим, що висота центра ваги пластинки не змінюється. 

Таким чином, 

( )FdAdA=∑ . 
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Для вирахування роботи сил 
опору скористаємося формулою 
для роботи сил, які прикладені до 
твердого тіла, яке обертається: 

( ) ϕdMFdA z= ,
 

де  zM  - сума моментів усіх при-

кладених до тіла сил відносно осі 
обертання; 

ϕd   - елементарний кут пово-

роту. 
Щоб визначити zM , розіб’ємо 

пластинку на елементарні прямо-
кутники зі сторонами b і dx. Тоді 
сила опору, яка прикладена до 

елементарного прямокутника, буде дорівнювати: 

( )22dF V b dx b x dxµ µ ω= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  
і 

( ) 2 3
zm d F xdF b x dxµ ω= − = − ⋅ ⋅ ⋅ .

 
Отже, 

( )∑= FdmM zz ,

 
або 

2 3 4 2

0

1

4

a

zM b x dx b aµ ω µ ω= − ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅∫ ,

 
і   4 21

4
dA b a dµ ω ϕ= − ⋅ ⋅ ⋅∑ .

 
Таким чином, рівняння (1) приймає вигляд: 

4 21

4zI d b a dω ω µ ω ϕ⋅ = − ⋅ ⋅ ⋅ .
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.10.4 

b 

dx 
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Розділимо змінні і проінтегруємо: 

41

4z
d

I b a d
ω µ ϕ

ω
= − ⋅ ⋅ ,

  
0

0

2
4

0

1

4z
d

I b a d

ω
ϕ

ω

ω µ ϕ
ω

= − ⋅ ⋅∫ ∫ , 
0

0

42 1
ln

4zI b a

ω

ωω µ ϕ= − ⋅ ⋅ ⋅ ;  

0

0

4

2

ln
4z
b a

I ω
ω

µω ϕ⋅ ⋅= ⋅ , 

4
0

0ln ln
2 4z

b a
I

ω µω ϕ⋅ ⋅ − = ⋅ 
 

, 
  
       

4
ln 2

4z
b a

I
µ ϕ⋅ ⋅= ⋅ .

 
Момент інерції пластинки складає: 

g

Pama
I z 33

22
== .

 
Тоді 

2
ln 2

3

P a

g

⋅ =
4

4

b aµ ϕ⋅ ⋅
. 

Звідки знаходимо: 

2

4 ln 2

3

P

b a g
ϕ

µ
⋅=

⋅ ⋅ ⋅
. 

Число обертів N  складає: 

2

2 ln 2

2 3

P
N

g b a

ϕ
π π µ

⋅= =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

. 

 

Відповідь:    
2

2 ln 2

2 3

P
N

g b a

ϕ
π π µ

⋅= =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

. 

 

Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи: 38.1, 
38.15, 38.24, 38.30 [2]. 
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Тема 11. ДИНАМІКА ПЛОСКОГО РУХУ 
ТВЕРДОГО ТІЛА 

 

ЗАНЯТТЯ № 16 
 

Зміст 
 

11.1. Диференціальні рівняння плоского руху твердого тіла. 
11.2. Контрольні запитання.  
11.3. Порядок розв’язування задач динаміки плоского руху 

твердого тіла. 
11.4. Приклади розв’язування задач. 

 

11.1. Диференціальні рівняння  
плоского руху твердого тіла 

 

Із кінематики відомо, що для визначення положення твер-
дого тіла, яке здійснює плоский рух, достатньо задати положен-
ня будь-якої його точки, яка приймається за полюс, і кут пово-
роту навколо миттєвої осі обертань, яка проходить через полюс 
перпендикулярно площині руху. 

Задачі динаміки 
будуть розв’язуватися 
найпростіше, якщо за 
полюс вибрати центр 
мас С тіла (рис.11.1) і 
визначати положення 
тіла координатами cx , 

cy  і кутом ϕ . 
Таким чином, для 

вивчення плоского руху 
твердого тіла достатньо 
скласти три диференці-
альні рівняння, які 

пов’язують величини cx , cy  і ϕ  із зовнішніми силами, що ді-
ють на тіло. 

Для визначення руху центра мас використовується теорема 
про рух центра мас системи: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.11.1 
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e e
c kMa F R= =∑ ,   

(11.1)
 

де  М  - маса тіла, 

      eR  - головний вектор всіх зовнішніх сил, які діють на тіло, 
      ca  - прискорення центру мас. 

Рівняння, яке визначає обертальний рух тіла, одержується із 
теореми про зміну моменту кількості руху відносно осі, яка про-
ходить через точку С: 

( )ec
c k

dK
m F

dt
=∑ , 

                        
(11.2)

 
де cK  - момент кількості руху тіла відносно осі, яка проходить 

через центр мас, 

( )e
c km F∑  - головний момент зовнішніх сил, які прикладені 

до тіла. 
Проектуючи рівняння (11.1) на нерухомі осі координат Оху, 

а також ураховуючи, що для твердого тіла c cK I ω= , де cI  - 
момент інерції тіла відносно осі, яка проходить через точку С,   
одержують наступні диференціальні рівняння плоского руху 
твердого тіла: 

( )
2

2

,

,

,

e
сx kx

e
сy ky

e
c c c k

Ma F

Ma F

d
I I m F

dt

ϕ ε


=

= 

= = 


∑
∑

∑
  

(11.3)

 
або 

( )

2

2

2

2

2

2

,

,

.

ec
kx

ec
ky

e
c c c k

d x
M F

dt

d y
M F

dt

d
I I m F

dt

ϕ ε


= 



= 


= =


∑

∑

∑
  

(11.4)
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За допомогою цих рівнянь можна розв’язувати як пряму, 
так і обернену задачі динаміки. 

При невільному русі, коли траєкторія центра мас відома, рі-
вняння руху точки С зручніше складати у проекціях на дотичну 
τ  і головну нормаль n до цієї траєкторії, змінний радіус кривиз-
ни якої cρ : 

( )

2

2

2

,

,

.

ec
k

ec
kn

c

e
c c k

dV
M F

dt

V
M F

d
I m F

dt

τ

ρ

ϕ


= 


= 


=


∑

∑

∑

   (11.5) 

 

11.2. Контрольні запитання 
 

 Який рух твердого тіла називається плоским? 
 Який вигляд мають кінематичні рівняння плоского руху 

твердого тіла? 
 Який вигляд мають диференціальні рівняння плоского 

руху твердого тіла? 
 Які загальні теореми динаміки механічної системи вико-

ристовуються для складання цих рівнянь? 
 Яким видом диференціальних рівнянь плоского руху 

твердого тіла зручно користуватися, якщо задана траєк-
торія центру мас тіла? 

 

11.3. Порядок розв’язування задач динаміки плоского  
руху твердого тіла 

 

 Вибрати нерухому систему координат, відносно якої 
розглядається рух тіла. 

 Зобразити тверде тіло у поточному положенні і показа-
ти всі зовнішні сили, які прикладені до нього. 

 Скласти диференціальні рівняння плоского руху твер-
дого тіла у формі рівнянь (11.4). 
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 Якщо відома траєкторія центра мас твердого тіла, то 
зручніше застосувати рівняння (11.5). 

 У випадку розв’язування прямої задачі шукані зовнішні 
сили і їх моменти визначаються із систем диференціа-
льних рівнянь (11.4) і (11.5). 

 У випадку розв’язування зворотної задачі шляхом інте-
грування систем (11.4) або (11,5) визначають кінемати-
чні рівняння руху центру мас твердого тіла. 

 

11.4. Приклади розв’язування задач 
 

Задача №1 
 

Однорідний прямий круглий циліндр радіусом R  і масою М 
рухається на гладкій по-
хилій площині, яка скла-
дає з горизонтом кут α . У 
початковий момент часу 
циліндр нерухомий. 

 

Визначити  рух цилі-
ндра (рис. 11.2) і тиск його 
на похилу поверхню. 

 

Розв’язок. Зобразимо 
циліндр у середньому по-
ложенні на похилій пло-
щині та покажемо зовні-

шні сили, які діють на нього: Mg  - сила тяжіння циліндра, N  - 
нормальна реакція похилої площини. Осі координат вибираємо 
так, як показано на рис.11.2.  

Диференціальні рівняння плоского руху круглого циліндра 
у даному випадку мають вигляд: 

2

2

2

2

sin ,

cos ,

ec
kx

ec
kx

d x
M F M g

dt

d y
M F M g N

dt

α

α

= =

= = − +

∑

∑

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.11.2 
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( ) 0,e
c c k

d
I m F

dt

ω = =∑
 

де   cx  і cy  - координати центра мас циліндра.  

Оскільки під час руху cy R const= = , то з другого рівняння 
витікає: 

0 cosMg Nα= − + ,     

cosN Mg α= .      

Із третього рівняння системи знаходимо:    0c
d

I
dt

ω = . 

Оскільки  

0cI ≠ ,      то  
   

0
d

dt

ω =
     

і    
constω = . 

Оскільки у початковий момент часу   ( )0 0ω = ,   то і під час 

руху 0ω = . Це означає, що по гладкій поверхні циліндр буде 
ковзати без обертання. 

Розв’язуючи перше рівняння, знаходимо закон зміни коор-
динати cx . 

2

2
sinc cd x dV

M M Mg
dtdt

α= = ;  
     

sincdV
g

dt
α= .

 
 

Розділимо змінні та проінтегруємо: 
 

0 0

sin ;
cV t

cdV g dtα=∫ ∫
         

sincV gt α= .
 

Звідси  

sin ;c
c

dx
V gt

dt
α= =

      
sin ;cdx gt dtα=       0 0

sin .
cx t

cdx g tdtα=∫ ∫
 

Остаточно, 

21
sin .

2cx gt α=
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Отже, циліндр здійснює поступальний рух. 
 

Відповідь:   21
sin

2cx gt α= ,   cy R= ,   cosN Mg α= . 

 
Задача № 2 

 

Однорідний круглий циліндр з радіусом R  і масою М 
(рис.11.3) рухається із стану спокою по шорсткій нерухомій по-
хилій площині, яка складає з горизонтом кут α . Коефіцієнт тер-
тя ковзання циліндра по площині дорівнює f . 

 

Визначити рів-
няння руху циліндра і 
його тиск на похилу 
поверхню. 

 

Розв’язок. До ци-
ліндра прикладені такі 
зовнішні сили: Mg  - 

сила тяжіння циліндра; 
N  - нормальна реакція 

похилої площини; трF  - 

сила тертя об шорстку похилу поверхню, яка спрямована у бік, 
протилежний руху циліндра. Осі координат та усі сили показані 
на рис.11.3.  

Диференціальні рівняння руху циліндра у цьому випадку 
запишуться у вигляді: 

2

тр2
sin ,ec

kx
d x

M F Mg F
dt

α= = −∑   (1) 

2

2
cos ,ec

ky
d y

M F Mg N
dt

α= = −∑   (2) 

( ) тр
e

c c k
d

I m F F R
dt

ω = = ⋅∑ .   (3) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.11.3 
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Оскільки під час руху cy R= − , то із рівняння (2) випливає: 

0 cosMg Nα= −       або       cosN Mg α= . 
Рівняння (1) і (3) мають три невідомих: ca , ω  і трF . У на-

шому випадку не можна визначати трF fN= , оскільки ця рів-

ність має місце, коли точка дотику сковзає вздовж площини, а 
при коченні, коли проковзування відсутнє, повинно бути 

трF fN≤ . 

Знайдемо ще одне додаткове рівняння. Оскільки точка Р є 
миттєвим центром швидкостей, то: 

.c
c

dx
V R

dt
ω= =

    (4) 
Тоді, з урахуванням рівняння (4), а також значення 

21

2cI MR= , рівняння (1) і (3) набудуть вигляду: 

( )2

тр2
sinc c d Rd x dV d

M M M MR Mg F
dt dt dtdt

ω ω α= = = = − ,
 

2
тр

1
.

2c
d d

I MR F R
dt dt

ω ω= = ⋅  

Остаточно 

трsin
d

MR Mg F
dt

ω α= − , 

тр2
d

MR F
dt

ω = . 

Оскільки ліві частини цих рівнянь однакові, тоді рівні і їх 
праві частини. Тому: 

тр трsin 2Mg F Fα − = ,     або     тр
1

sin
3

F Mg α= . 

За законом Кулона 

тр тр cosmaxF F fN fMg α≤ = = ,        або        тр cosF fMg α≤ . 
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Отже, 
1

sin cos
3

Mg fMgα α≤ , 

звідки 
3tg fα ≤ . 

Це і є умова кочення циліндра по шорсткій поверхні без 
проковзування. 

 

Визначимо прискорення центра мас циліндра при такому 
коченні. Для цього у рівняння (1) 

2

тр2
sinc

cx
d x

M Ma Mg F
dt

α= = −  

підставимо значення сили тертя 

тр
1

sin
3

F Mg α= . 

1
sin sin ,

3сx сMa Ma Mg Mgα α= = −  

1 2
sin sin sin .

3 3сa g g gα α α= − =  

Оскільки   
2

sin
3

c
c

dV
a g

dt
α= = ,    то, розділяючи змінні, 

отримаємо 

2
sin .

3cdV g dtα= ⋅  

Проінтегруємо цей вираз: 

0 0

2
sin

3

cV t

dV g dtα=∫ ∫ ,          
2

sin
3cV gt α= . 

Оскільки   c
c

dx
V

dt
= 2

sin
3

gt α= , то, розділяючи змінні та ін-

тегруючи, отримаємо 
2

sin ,
3cdx g dtα= ⋅    
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0 0

2
sin ,

3

cx t

cdx g tdtα=∫ ∫  

21
sin .

3cx gt α=  

Визначимо закон обертання циліндра навколо осі. Для цьо-
го скористаємося рівнянням (3): 

2
тр

1

2

d
MR F R

dt

ω = ⋅ . 

Оскільки 

тр
1

sin
3

F Mg α= , 

то 

21

2

d
MR

dt

ω = 1
sin

3
MRg α

       
або   

    

1

2

d
R

dt

ω = 1
sin

3
g α ,

 
 

відкіля       
d

dt

ω = 2
sin

3

g

R
α . 

 

Розділимо змінні і проінтегруємо: 

2
sin

3

g
d dt

R
ω α= ,

            0 0

2
sin

3

t
g

d dt
R

ω
ω α=∫ ∫ .

 
 

Закон зміни кутової швидкості має вигляд: 
2

sin .
3

g
t

R
ω α=  

Визначимо закон зміни кута обертання: 
2

sin
3

d g
t

dt R

ϕω α= = ;     або     
2

sin
3

g
d t dt

R
ϕ α= , 

0 0

2
sin

3

t
g

d tdt
R

ϕ
ϕ α=∫ ∫ , 

і тоді 

2sin

3

g
t

R

αϕ = . 
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Видно, що закон обертання циліндра навколо його осі не 
залежить від руху центра мас. 
 

Відповідь: 21
sin

3cx gt α= , cy R= − , 2sin

3

g
t

R

αϕ = , sinN Mg α= . 

 

Задача № 3 
 

Важкий круглий циліндр А з масою 
m  і радіусом r  обмотаний посередині 
невагомою та нерозтяжною ниткою, кі-
нець якої В закріплено нерухомо. Ци-
ліндр падає без початкової швидкості, 
розмотуючи нитку. 

 

Визначити швидкість осі циліндра 
С після того, як вісь опуститься на ви-
соту h , і знайти натяг Т нитки. 

 

Розв’язок.  До циліндра А прикла-
дені зовнішні сили: mg  - сила тяжіння 

циліндра; T   - натяг нитки. 
За початок координат приймемо 

положення центра мас циліндра С0 у 
початковий момент. Напрямок осей х і у 

показано на рис.11.4. 
Диференціальні рівняння плоского руху у даному випад-

ку мають вигляд: 
2

2
,ec

kx
d x

m F mg T
dt

= = −∑    (1) 

2

2
0,ec

ky
d y

m F
dt

= =∑     (2) 

( )
2

2
.e

c c k
d

I m F Tr
dt

ϕ = =∑    (3) 

Кут повороту циліндра відраховуємо у напрямку за годин-
никовою стрілкою. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 11.4 
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Оскільки                 0,e
kyF =∑  

то з рівняння (2) маємо:  

2

2
0,cyc dVd y

dtdt
= =        і       0cyV const= = . 

Отже, швидкість центра мас буде мати тільки одну складову 
- cxV  і тому c cxV V= . 

Рівняння (1) запишемо у вигляді: 

cdV
m mg T

dt
= − .   (4) 

У цьому рівнянні дві невідомих величини - cV  і T . Для 
одержання додаткової умови скористаємося рівнянням (3), яке 
запишемо у вигляді: 

2 2

2 2c
d mr d

I Tr
dtdt

ϕ ω= = , 

або 
2

2

mr d
Tr

dt

ω = ,    (5) 

де   
2

2

mr
 - момент інерції циліндра відносно осі, яка проходить 

через його центр мас. 
Між кутовою швидкістю ω  і швидкістю центра мас cV  іс-

нує залежність. Оскільки точка D  - миттєвий центр швидкостей 
циліндра, то 

,        c
c

V
V r

r
ω ω= = . 

Підставимо значення ω  у рівняння (5): 
 

2

2

cV
d

mr r
Tr

dt

 
 
  = ,        

2
,

2
cdVmr

Tr
rdt

=        2cdV
m T

dt
= . (6) 
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Ліві частини рівнянь (4)  і (6) рівні, отже, рівні і праві час-
тини:  

Звідки:  2mg T T− = .
 

Відкіля отримаємо 
1

3
T mg= .     

Підставимо у рівняння (4) значення  Т: 
1 2

3 3
cdV

m mg mg mg
dt

= − = ,        
2

3
cdV

g
dt

= . 

Оскільки необхідно визначити швидкість центра мас cV  як 
функцію відстані, а не часу, у останньому рівнянні замінимо 
змінну t  на змінну х: 

2

3
c c

c
dV dVdx

V g
dx dt dx

= = . 

Розділимо змінні і проінтегруємо: 

2

3c cV dV gdx= ,          
0 0

2

3

cV h

c cV dV g dx=∫ ∫ , 

та 

21 2

2 3cV gh= . 

Остаточно, 
2

3
3cV gh= . 

 

Відповідь:       
2

3
3cV gh= ,    

1

3
T mg= . 

 
 

Задача № 4 
 

Однорідний стержень АВ довжиною l  і вагою Р (рис.11.5) од-
ним кінцем закріплений за допомогою плоского шарніра у точці А; 
другий кінець стержня утримується ниткою ВD, яка складає із сте-
ржнем кут 900. Стержень складає з горизонтом кут α . 
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Визначити, як змі-
ниться тиск стержня на ша-
рнір А, якщо нитка ВD обі-
рветься. 
 

 

Розв’язок. Спочатку 
визначимо реакції у шарні-
рі А і натяг нитки ВD. На 
стержень АВ  діє плоска 
система сил: сила тяжіння 
P , натяг BR  нитки BD, що 
направлений від точки В до 
точки D, а також реакція 

шарніра А у вигляді складових AxR  та AyR , які спрямуємо у бік 

позитивних напрямків осей Ax та Ay. 
Складемо рівняння рівноваги плоскої системи сил, що при-

кладена до стержня АВ: 

sin 0ст
kx Ax BF R R α= − =∑ ,   (1) 

cos 0ст
ky Ay BF R R Pα= + − =∑ ,  (2) 

( ) 1
cos 0

2A k Bm F R AB AB P α= − ⋅ =∑ . (3) 

Із рівняння (3) знаходимо натяг нитки BR : 

cos

2B
P

R
α= . 

Підставляючи значення BR  в рівняння (1) і (2), знаходимо 

реакції  ст
AxR   і  ст

AyR : 

cos sin
sin sin 2

2 4
ст
Ax B

P P
R R

α αα α= = = , 

( ) ( )
2

2 2cos
s 2 cos 1 sin

2 2 2
ст
Ay B

P P P
R P R co P

αα α α= − = − = − = + . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.11.5 
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Якщо нитка обірветься, то стержень почне здійснювати 
обертальний рух навколо шарніра А. 

Диференціальні рівняння такого руху, ураховуючи, що точ-
ка А нерухома, можна записати у вигляді: 

,c kx Ax
P

x F R
g

= =∑ɺɺ    (4) 

,c ky Ay
P

y F R P
g

= = −∑ɺɺ   (5) 

( ) cos ,
2A A
Pl

I M Pϕ α= = −ɺɺ   (6) 

де   cx   і  cy   -  координати центра мас стержня; 

ϕ     - кут, який визначає положення стержня у момент роз-

риву нитки ВD; 

( )AM P - момент сили тяжіння стержня відносно осі шарні-

ра А; 

AI      - момент інерції стержня відносно осі шарніра А. 

З рис.11.5 витікає: 

cos cos ,
2 2

sin sin .
2 2

c

c

AB l
x

AB l
y

ϕ ϕ

ϕ ϕ

= =

= =

 

Продиференцюємо ці вирази двічі, враховуючи, що кут ϕ  

залежить від часу t : 

( )

( )

2

2

sin ,   sin cos ;
2 2

cos ,     cos sin .
2 2

c c

c c

l l
x x

l l
y y

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

= − = − +

= = −

ɺ ɺ ɺɺ ɺɺ ɺ

ɺ ɺ ɺɺ ɺɺ ɺ

 

Оскільки у момент розриву нитки ϕ α= , 0ϕ =ɺ , то 

sin ,     cos .
2 2c c
l l

x yϕ ϕ ϕ ϕ= − =ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ  
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Підставивши знайдені значення cxɺɺ  і cyɺɺ  у вирази (4) і (5), 
одержимо: 

sin
2 Ax
Pl

R
g

ϕ α− =ɺɺ ,   (7) 

cos .
2 Ay
Pl

R P
g

ϕ α = −ɺɺ    (8) 

Для визначення невідомого значення ϕɺɺ  скористаємося рів-
нянням (6), яке для моменту обриву нитки запишеться таким 
чином: 

cos
2A
Pl

I ϕ α= −ɺɺ , 

звідки 

cos
2 A

Pl

I
ϕ α= −ɺɺ . 

Момент інерції однорідного стержня відносно осі, яка про-
ходить через його кінець: 

2
2

3 3A
ml P

I l
g

= = . 

Тоді 

2

3 3
cos cos .

22

P l g g

lP l
ϕ α α⋅ ⋅= − = −

⋅
ɺɺ  

 

Підставивши значення ϕɺɺ  у рівняння (7) і (8), одержимо: 
 

3 3 3
cos sin sin cos sin 2 ,

2 2 4 8Ax
Pl g P P

R
g l

α α α α α = − − = = 
 

 

 

23 3
cos cos cos cos

2 2 2 4Ay
Pl Pl g

R P P P P
g g l

ϕ α α α α = + = + − = − 
 

ɺɺ . 

 

Отже, зміна реакцій після обриву нитки буде дорівнювати: 
3

sin 2 sin 2 sin 2
8 4 8

ст
Ax Ax Ax

P P P
R R R α α α∆ = − = − = , 
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( )2 2 23 3
s 1 sin cos

4 2 4
ст

Ay Ay Ay
P

R R R P Pco P Pα α α ∆ = − = − − + = − − 
 

 

( )2 2 2sin 2 3cos 2sin
2 2 4

P P Pα α α− − = − − =  

 

( )2 2 22cos 3cos cos
4 4

P Pα α α= − = − . 

 

Відповідь:     sin 2
8Ax
P

R α∆ = ,      2cos
4Ay
P

R α∆ = − . 

 

Задача № 5 
 

Важке тіло складається зі стержня АВ довжиною 0,8 м і ва-
гою 1 стP H=  і 
прикріпленого до 
нього диска з радіу-
сом 0,2 r = м і ва-
гою   дP =2 Н. У по-
чатковий момент 
при вертикальному 
положенні стержня 
(рис.11.6,а) тілу на-
дається такий рух, 
що швидкість цен-
тра ваги 1M  стер-
жня дорівнює нулю, 
а швидкість центра 
ваги 2M  диска до-
рівнює 3,6 /м c  і 
спрямована по гори-
зонталі праворуч. 
 

Визначити на-
ступний рух тіла, приймаючи до уваги тільки дію сили тяжіння. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
а)       б) 
 

Рис.11.6 
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Розв’язок. Спочатку визначимо положення центра мас тіла. 
Для цього з точкою В пов’яжемо систему координат хВу 
(рис.11.6,а). 

Як видно з рисунка, внаслідок симетрії тіла відносно осі Ву 
центр мас має лежати на цій осі, тобто 0cx = . Для визначення 

другої координати ( cy ) скористаємося відомим виразом: 

1
c x ky m y

M
= ∑ . 

Для випадку, який розглядається, ця формула приймає ви-
гляд: 

)(
1

ддcmcm
дcm

c ymym
mm

y +
+

= , 
                          

(1)
 

 

де  стm  - маса стержня, яка дорівнює стP

g
; 

дm   - маса диска, яка дорівнює дP

g
; 

стy  - координата центра мас (тяжіння) стержня: 

0,5 0,4 стy AB= − = − м; 

дy    - координата центра мас (тяжіння) диска:  

0,2 дy r= = м. 

З урахуванням наведених співвідношень формула (1) набуде 
вигляду: 

( )1
0,4 0,2ст д

c
ст д

P P
y

P g P g g g

 
= − + ⋅ +  

,
 

або 

0,4 0,2 0,4 1 0,2 2
0

1 2
ст д

c
ст д

P P
y

P P

− + − ⋅ + ⋅= = =
+ +

.
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Таким чином, центр мас тіла знаходиться у точці з коорди-
натами С(0,0). Отже, центр мас тіла співпадає з точкою В, з 
якою ми пов’язали початок системи координат хВу. 

Для визначення руху тіла, зобразимо його у проміжному 
положенні на траєкторії (рис.11.6,б) і покажемо діючі на тіло 

сили: стP  - сила тяжіння стержня і дP  - сила тяжіння диска. 
Приймаємо за полюс центр мас В, а за додатний напрямок 

кута повороту ϕ  - обертання тіла проти ходу годинникової 
стрілки. 

Диференціальні рівняння плоского руху (11.4) у даному ви-
падку приймуть вигляд  

2

2
0,eB

kx
d x

M F
dt

= =∑
                              

(2) 

∑ +== дcm
e
ky

B PPF
dt

yd
M

2

2
,  

                      
(3) 

∑ −== )()()(
2

2

дBcmB
e

kBB PmPmFm
dt

d
I

ϕ
.
               

(4) 

З рівняння (2) витікає: 
2

2
0;   .BxB

Bx
dVd x

V const
dtdt

= = =
 

Отже, проекція швидкості центра мас на вісь Вх зберіга-
ється сталою під час руху тіла. 

Визначимо величину BxV . За умовами задачі у початковий 

момент часу ( 0 0t = ) швидкість центра ваги 2M  диска дорівнює 
3,6 /м c  і спрямована по горизонталі праворуч, а швидкість 
центра тяжіння 1M  стержня дорівнює нулю. Отже, точка 1M  є 
миттєвим центром швидкостей. Тоді (рис. 11.6,а) 

 

2 1 2

1
;

M

B

V M M

V M B
=

    
звідки 

2
1

1 2
,B M

M B
V V

M M
=
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або 

0,4
3,6 2,4 

0,6BV = = м/с.
 

Таким чином, 

2,4 BxV const= = м/с. 
 

Визначимо закон руху центра мас у напрямку осі Вх: 

2,4 B
Bx

dx
V

dt
= = м/с

 
2,4 2,4 .B Bdx dt dx dt⇒ = ⇒ =∫ ∫  

12,4 .Bx t C= +  
 

Оскільки при 0     0,Bot x= =  то 1 0C = . 
Таким чином          

2,4Bx t= .    (5) 

Центр мас у напрямку осі  х  рухається рівномірно. 
З диференціального рівняння (3) визначимо закон руху 

центра мас тіла у напрямку осі у. 
Запишемо рівняння (3) у вигляді: 

 

2

2
,ст д B

ст д
P P d y

P P
g g dt

 
+ = + 

     
або  

 

2

2
Bd y

g
dt

= .
 

Оскільки 
2

2
,ByB dVd y

dtdt
=  то останнє рівняння прийме ви-

гляд: 

.BydV
g

dt
=  

Розділяючи змінні і інтегруючи, знаходимо залежність 
швидкості центра мас тіла у напрямку осі у  від часу: 

2;    ,    V .By By BydV gdt dV g dt gt C= = = +∫ ∫  

Сталу інтегрування 2C  визначаємо за початковими умова-

ми: при 0     0.Byt V= =  Отже 2 0.C =  
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Таким чином 

,ByV gt=
 

 

тобто у напрямку осі  у  центр мас рухається рівноприскорено. 
Знаходимо закон руху центра мас: 

.B
By

dy
V gt

dt
= =

 
Розділимо змінні і проінтегруємо : 

2

3,       ,        .
2B B B

gt
dy gtdt dy g tdt y C= = = +∫ ∫

 
Сталу інтегрування 3C  визначаємо за початковими умова-

ми:   при 0     0,Bt y= =  звідки 3 0.C =  
Отже, закон руху центра має тіла у напрямку осі  у  має ви-

гляд: 
2

2B
gt

y = .                                          (6) 

Вирішуючи разом залежності (5) і (6), знаходимо рівняння 
траєкторії центра мас. 

З виразу (5) витікає, що 

.
2,4

Bx
t =

 
Підставивши значення t  у залежність (6), одержимо: 

20,85 .B By x=  
Таким чином, центр мас тіла (точка В) рухається по параболі. 
Визначимо закон обертального руху тіла навколо осі, яка 

проходить через центр мас тіла. Для цього рівняння (4) запише-
мо у вигляді (рис.11.6,б): 

BKPBNP
dt

d
I дcmB ⋅−⋅=ω

,   (7) 

де  BN  - плече сили стP  відносно точки В; 
DK  - плече сили дP  відносно точки В. 
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З рис. 11.6,б знайдемо: 

1

2

sin 0,4sin ;

sin 0,2sin .

BN BM

BK BM

ϕ ϕ
ϕ ϕ

= =
= =

 

Підставляючи у вираз (7) значення ,  , ст дP P BN і BK , оде-
ржимо: 

1 0,4sin 2 0,2sin 0,B
d

I
dt

ω ϕ ϕ= ⋅ − ⋅ =  

звідки, при 0BI ≠ , витікає: 

0,
d

dt

ω =      або    0 .constω ω= =  

Отже, при русі у площині хВу, тіло обертається навколо осі, 
яка проходить через центр мас, із сталою кутовою швидкістю, 
яка дорівнює кутовій швидкості 0ω  у початковий момент часу. 

За умовами задачі, при 0t = , швидкість точки 2M  дорів-

нювала 3,6 /м c . Оскільки точка 1M  - миттєвий центр швидко-
стей, то 

2 0 1 2,MV M Mω= ⋅  

звідки 

2
0

1 2

3,6
6 .

0,6
MV

рад с
M M

ω = = =  

Відповідь: 20,85 ,   B By x=  6рад сω = . 
 

Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи: 39.2; 
39.3; 39.6 [ ]2 . 



Теоретична механіка. Посібник для практичних занять 
——————————————————————————— 

 

541

Тема 12. ПРИНЦИП ДАЛАМБЕРА  
( метод кінетостатики) 

 

ЗАНЯТТЯ № 17 
 

Зміст  
 

12.1. Принцип Даламбера для матеріальної точки і 
механічної системи  

12.2. Приведення сил інерції точок твердого тіла 
до найпростішого вигляду. 

12.3. Контрольні запитання.  
12.4. Порядок розв’язування задач на застосування 

принципу Даламбера. 
12.5. Приклади розв’язування задач. 

 

12.1. Принцип Даламбера для матеріальної точки  
і механічної системи 

 

Принцип Даламбера для матеріальної точки 
 

Розглянемо матеріальну точку М, яка рухається і на яку ді-
ють задана сила F  і реакція в’язі N  (рис.12.1). Рівнодіюча R  

сил F  і N  зобразить-
ся діагоналлю парале-
лограма і, згідно з ос-
новним законом дина-
міки, прискорення то-
чки a  буде співпадати 
за напрямком з R , от-
же: 

 

R ma= . 
 

Додамо до сил F  і N  ще одну силу, яка має такий самий 
модуль, що і  R , тобто ma , але спрямована протилежно  a : 

Ф ma= − ,   (12.1) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.12.1 

R  

M  
Ф  

F  

a  

N  
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а за модулем:          Ф ma= . 
 

Сила, яка за модулем дорівнює добутку маси точки 
на модуль її прискорення і спрямована протилежно при-
скоренню, називається силою інерції. 

 

Сукупність сил R  і Ф  дорівнює нулю, тому що вони рівні 
за модулем і протилежні за напрямком: 

0R Ф+ = ,       або       0=++ ФFN .  (12.2) 
 

Отже, при русі матеріальної точки у кожний даний 

момент часу сукупність заданої сили F , реакції в’язі N  
і сили інерції Ф  задовольняє умовам рівноваги системи 
збіжних сил. 

 
У цьому складається принцип Даламбера для матеріальної 

точки, значення якого полягає у тому, що при його застосуванні 
до задач динаміки рівняння руху складаються у формі добре ві-
домих рівнянь рівноваги. 

При проектуванні векторної рівності (12.1) на декартові осі 
координат, одержуємо вирази для проекцій сили інерції на ці осі: 

2

2

2

2

2

2

,

,

.

x x

y y

z z

d x
Ф ma m

dt

d y
Ф ma m

dt

d z
Ф ma m

dt


= − = − 



= − = − 


= − = −
   

(12.3)

 
Проектуючи ту ж саму векторну рівність на природні осі, 

одержимо проекції сили інерції на дотичну, нормаль і бінормаль 
до траєкторії: 



Теоретична механіка. Посібник для практичних занять 
——————————————————————————— 

 

543

2

,

,

0.

n n

b b

dV
Ф ma m

dt

V
Ф ma m

Ф ma

τ τ

ρ

= − = − 

= − = − 

= − =



   (12.4) 

Складові сили інерції Фτ  і nФ , які спрямовані по дотичній і 
головній нормалі, називаються, відповідно, дотичною (або 
тангенціальною) і нормальною (або відцентровою) силами 
інерції. 

 

Принцип Даламбера для механічної системи 
 

Розглянемо невільну механічну систему, яка складається з  
n  матеріальних точок. До кожної з точок kM  цієї системи за-
стосуємо принцип Даламбера: 

0=++ kkk ФNF ,       (12.5) 

де  1,2,3,...,k n=  - поточний номер точки; 

kF  - рівнодіюча заданих сил, які прикладені до точки kM ; 

kN  - рівнодіюча реакцій в’язей, які прикладені до цієї точки; 

kФ  - сила інерції точки kM . 
 

Рівняння (12.5) показує, що у будь-який момент часу 
геометрична сума рівнодіючих заданих сил, реакцій в’язей і 
сили інерції для кожної точки матеріальної невільної меха-
нічної системи дорівнює нулю. 

 

Це положення називається принципом Даламбера для не-
вільної механічної системи . 

Складемо всі n  рівнянь (12.5): 

0=++ ∑∑∑ kkk ФNF ,  
(12.6)

 

де    kF F∗=∑   - головний вектор заданих сил; 
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kN N∗=∑  - головний вектор реакцій в’язей; 
*

kФ Ф=∑  - головний вектор сил інерції точок системи. 
Тоді: 

0*** =++ ФNF .   (12.7) 

Отже, у будь-який момент часу для усякої невільної 
механічної системи геометрична сума головних векторів 
заданих сил, реакцій в’язей і сил інерції матеріальних точок 
системи дорівнює нулю. 

 

Проведемо із довільного нерухомого центра О у кожну точ-
ку системи kM  радіуси-вектори kr . Помножимо векторно раді-

ус-вектор kr  кожної точки kM  на суму векторів лівої частини 
рівності (12.5): 

( ) ( ) ( ) .0=×+×+× kkkkkk ФrNrFr  

Складемо всі  nодержаних рівнянь: 

( ) ( ) ( ) 0=×+×+× ∑∑∑ kkkkkk ФrNrFr , (12.8) 

або 

( ) ( ) ( ) .0000 ∑∑∑ =++ kkk ФmNmFm
  (12.9) 

Введемо позначення: 

( )0 0
F

km F M=∑  - головний момент заданих сил відносно 

центра О; 

( )0 0
N

km N M=∑  - головний момент реакцій в’язей відносно 

центра О; 

( )0 0
Ф

km Ф M=∑  - головний момент сил інерції точок системи 

відносно центра О. 
Тоді: 
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0000 =++ ФNF MMM .  (12.10) 
Із рівняння (12.10) випливає: у кожний момент часу для 

будь-якої невільної механічної системи геометрична сума голо-
вних моментів заданих сил, реакцій в’язей і сил інерції матеріа-
льних точок системи відносно довільного нерухомого центра 
дорівнює нулю. 

Якщо розглянути векторні рівняння (12.6) і (12.9) як умови 
рівноваги довільної просторової системи сил, що прикладені до 
твердого тіла, то вони еквівалентні шістьом алгебраїчним рів-
нянням статики, а саме: 

1) трьом умовам рівноваги в проекціях сил на осі Охуz: 









=++
=++
=++

∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑

,0

,0

,0

kzkzkz

kykyky

kxkxkx

ФNF

ФNF

ФNF

 

(12.11)

 
 

2) трьом умовам рівноваги моментів сил відносно осей Ох, 
Оу  і Оz: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 








=++
=++
=++

∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑

.0

,0

,0

kzkzkz

kykyky

kxkxkx

ФMNMFM

ФMNMFM

ФMNMFM

 (12.12) 

 
 

12.2. Приведення сил інерції точок твердого тіла  
до найпростішого вигляду 

 

Як відомо, систему сил можна привести до сили, яка дорів-
нює головному вектору і до пари сил з моментом, який дорівнює 
головному моменту усіх сил системи. 

Приведення сил інерції точок твердого тіла дає наступні ре-
зультати. 

1. При поступальному русі тіла сили інерції приводяться до 
рівнодіючої, яка прикладена у центрі мас С тіла. Рівнодіюча Ф∗  
дорівнює за модулем добутку маси тіла на прискорення центра 
мас і спрямована протилежно цьому прискоренню: 
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cФ Ma∗ = − . 
2. При обертанні тіла навколо 

осі, яка проходить через центр мас 
тіла, сили інерції приводяться до од-
нієї пари, яка лежить у площині, пе-
рпендикулярній до осі обертання тіла 
і має момент (рис.12.2): 

Ф
c cM I ε= − , 

де ε  – кутове прискорення тіла,   
   cI  - момент інерції тіла відносно 
осі, яка проходить через центр мас.  

Напрямок пари сил є протиле-
жним напрямку кутового прискорен-
ня  ε . 

3. При плоскому русі сили інер-
ції приводяться до результуючої си-
ли, яка дорівнює Ф∗  і прикладена у 
центрі мас С тіла, і до пари сил, яка 
лежить у площині фігури і має мо-

мент  Ф
cM : 

 

cФ Ma∗ = − , 

Ф
c cM I ε= − . 

 

12.3. Контрольні запитання 
 

 Як визначається за величиною і напрямком сила інерції 
матеріальної точки? 

 У чому полягає суть принципу Даламбера для матеріаль-
ної точки? 

 У чому полягає суть принципу Даламбера для механічної 
системи? 

 До чого приводяться сили інерції точок твердого тіла при 
його поступальному русі? 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.12.2 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.12.3 

Ф
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ε  
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 До чого приводяться сили інерції точок твердого тіла при 
його обертанні навколо нерухомої осі, яка проходить че-
рез центр мас тіла? 

 До чого приводяться сили інерції точок твердого тіла при 
плоскому русі? 

 

12.4. Порядок розв’язування задач  
на застосування принципу Даламбера 

 

Розв’язування задач за допомогою принципу Даламбера 
(методу кінетостатики) рекомендується виконувати у такій 
послідовності: 

 Зобразити на рисунку активні сили , які прикладені до ко-
жної матеріальної точки; 

 Зобразити реакції в’язей; 
 Додати до активних сил і реакцій в’язей сили інерції мате-

ріальних точок системи; 
 Вибрати систему координат; 
 Скласти рівняння рівноваги усіх сил; 
 Розв’язавши складену систему рівнянь, визначити величи-

ни, які шукаються. 
 

12.5. Приклади розв’язування задач 
 

Задача №1 
Автомобіль вагою 10Q = кН 

рухається по опуклому мосту зі 
швидкістю 10V = /м с , радіус 
кривини моста  50мρ =  . 

Визначити  тиск автомобіля 
на міст у момент, коли він проїж-
джає його середину (рис.12.4). 

Розв’язок. На автомобіль ді-
ють активна сила тяжіння Q  і ре-

акція моста R , яка дорівнює за 
величиною тиску N  автомобіля 
на міст. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.12.4 
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Q  

R  

na  
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Ці сили не зрівноважують одна одну, тому що автомобіль руха-
ється по криволінійній траєкторії з нормальним прискоренням 

2

n
V

a
ρ

= , яке спрямоване до центра кривизни. Якщо до сил Q  і R  

додати силу інерції Ф , яка спрямована у бік, протилежний напрямку 
нормального прискорення na  і яка дорівнює за величиною 

2 210 10
2,04

9,81 50n
Q V

Ф ma
g ρ

= = = ⋅ = кН,
 

то система сил Q , R  і Ф  буде знаходитися у рівновазі, отже: 

0=++ ФRQ . 

Оскільки всі сили діють вздовж однієї прямої, яка співпадає 
з нормаллю n , то спроектуємо їх на нормаль n : 

0Q Ф R− − = . 
Відкіля 

10 2,04 7,96R Q Ф= − = − =  кН. 

Тиск N  автомобіля на міст дорівнює за величиною R : 

7,96N R= =  кН. 
 

Відповідь:   7,96N =  кН. 
 

Задача № 2 
 

Вантаж М вагою 1 Н, який підвішений на нитці довжиною 
30 см у нерухомій точці О, уявляє собою конічний маятник, тоб-
то описує коло у горизонтальній площині, при цьому нитка 

складає з вертикаллю кут 060α =  (рис.12.5). 
 

Визначити  швидкість вантажу V  і натяг нитки Т. 
 

Розв’язок. На вантаж М діють сила тяжіння G  і реакція ни-
тки T . Ці сили не зрівноважуються, тому що вантаж рухається, 
і рух цей відбувається по криволінійній траєкторії кола з радіу-
сом АМ і з нормальним прискоренням na , яке дорівнює 
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2 2

n
V V

a
AMρ

= = . 

Підрахуємо силу інерції ван-
тажу. Сила інерції Ф  спрямована 
по радіусу АМ у бік, протилежний 

na , і дорівнює за модулем 

2

0
;

sin 60
n

G V
Ф ma

g OM
= =  

2
21

0,39 .
9,81 0,3 0,866

V
Ф V= =

⋅  
Пов’яжемо з точкою М природну систему координат 

M bnτ : вісь Mτ  спрямуємо за дотичною у напрямку вектора 
швидкості V , вісь Mn  за нормаллю і вісь Mb  перпендикулярно 
до площини, у якій лежать осі Mτ  і Mn . 

Згідно з принципом Даламбера геометрична сума силG , T  
і Ф  дорівнює нулю: 

0=++ ФTG . 
Спроектуємо цю векторну рівність на осі вибраної системи 

координат: 

на вісь Mn :        0sin =−⋅ ФT α , 

на вісь Mb :        cos 0T Gα⋅ − = , 

на вісь Mτ :        0≡ 0. 

Із другого рівняння визначимо натяг нитки Т: 

0

1
2

cos cos60

G
T

α
= = = Н.

 
Із першого рівняння знаходимо швидкість V вантажу: 

239,0sin VФT ==⋅ α , 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
Рис.12.5 
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0sin 2 sin60
2,1 

0,39 0,39

T
V

α ⋅= = = /м с . 

 
Відповідь:    2T =  Н,     2,1 V = /м с . 

 
Задача № 3 

 

Визначити  опорні реакції підп’ятника  А і підшипника В 
поворотного крана (рис.12.6) при підніманні вантажу Е вагою 30 

кН з прискоренням 
1

3
g . Вага крана дорівнює 20 кН і прикладена 

у його центрі ваги С. Вага візка D дорівнює 5 кН. Кран і візок 
нерухомі. Розміри показані на рисунку. 

Розв’язок. На кран діють сили тяжіння крана KP , візка DP  і  

вантажу EP , а також реакції опор: , ,Ax Ay BxR R R . 

Для одержання зрівноваженої системи сил додамо силу іне-
рції вантажу Е, який піднімається з прискоренням. 

Сила інерції EФ  спря-

мована вертикально вниз і за 
модулем дорівнює: 

1

3

10 .
3

E
E E

E

P
Ф m a g

g

P
кH

= = =

= =
 

Перейдемо, згідно з ме-
тодом кінетостатики, до 
складання рівнянь рівноваги 
крана за наявності активних 
сил, реакцій в’язей і сили 
інерції. Рівняння рівноваги 
мають вигляд: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 12.6 

EP  

2м E  

x  

BxR  
y

 

D  

A  

С  

a  

KP  

EФ  

5м 

AxR  
AyR  

DP  

5м 



Теоретична механіка. Посібник для практичних занять 
——————————————————————————— 

 

551

∑ =+= ,0BxAxkx RRF  

,0∑ =−−−−= EKEDAyky ФPPPRF  

.055525)(∑ =⋅−⋅−⋅−⋅−⋅−= EEDKBxkA ФPPPRFm  

 
Розв’язуючи ці рівняння, знаходимо невідомі величини: 

 

,0)(525 =++−−− EEDKBx ФPPPR   

( )20 2 5 5 30 10
53

5BxR
− ⋅ − + +

= = − кН . 
  

651020305 =+++=+++= EKEDAy ФPPPR кН ,
 

( ) 53 53Ax BxR R= − = − − = кН .  
 

Відповідь: 53AxR = кН , 65AyR = кН , 53BxR = − кН . 
 

Задача № 4 
 

Вантаж С вагою 1G = кН  піднімається за допомогою лебі-

дки вагою 0,5Q = кН  з постійним прискоренням 2a = 2/м с  
(рис.12.7). Лебідка вста-
новлена на однорідній 
горизонтальній балці АВ 
довжиною 2 метри і ва-

гою 4P = кН , яка зати-
снена кінцем А у стіну. 
Відстань від осі бараба-
на лебідки до стіни дорі-

внює 1,5l = м . Підні-
мання вантажу спричи-
нюється зовнішньою 
парою сил М, яка діє на 
барабан лебідки. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис.12.7 
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Визначити  реакції защемлення. 
 

Розв’язок. На систему діють зовнішні (активні) сили тяжін-
ня: вантажу G , лебідки Q , балки P ; пара сил з моментом М, а 

також реакції - AR  у точці А і пара сил з моментом AM  (момент 
защемлення). 

Дана система сил не є зрівноваженою.  
Згідно з принципом Даламбера, якщо до діючих активних 

сил і реакцій в’язей додати сили інерції, то нова система сил бу-
де зрівноваженою і до неї можна застосувати рівняння рівноваги 
для визначення опорних реакцій. 

Підрахуємо сили інерції. Сила інерції вантажу С спрямова-
на протилежно прискоренню a  і дорівнює за модулем: 

1
2 0,204

9,81

G
Ф ma a

g
= = ⋅ = ⋅ = кН . 

 

Сили інерції точок барабана лебідки, який обертається, зво-

дяться до пари сил з моментом ФM , величина якого дорівнює 

0
ФM I ε= ⋅ , 

 

де   0I  - момент інерції барабана відносно його осі обертання; 
ε  - кутове прискорення барабана. 
Кутове прискорення барабана ε  можна визначити, викори-

стовуючи рівність дотичного прискорення точок обода барабана 
та прискорення вантажу С: 

,a r aτ ε= =             
a

r
ε = . 

Отже, 

0
Ф a

M I
r

= ⋅ . 

Напрямок моменту ФM  - протилежний напрямку кутового 
прискорення (за годинниковою стрілкою). 
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Для визначення реакцій опори А складемо рівняння рівно-
ваги плоскої системи паралельних щодо осі у сил, тобто врахує-
мо, що їх проекції на вісь х тотожньо дорівнюють нулю: 

∑ =−−−−= ,0ФGQPRF Aky   
(1)

 

.0)5,1)((

5,1
2

)(

=−+++−

−⋅−−=∑
Ф

AkA

MMrФG

Q
AB

PMFm

  
(2)

 
З першого рівняння знаходимо реакцію AR : 

7,5204,015,04 =+++=+++= ФGQPRA кН. 

З другого рівняння визначаємо момент защемлення AM : 

=+−+++⋅+= Ф
A MMrФGQ

AB
PM )5,1)((5,1

2
 

( ) ( ) 04 1 0,5 1,5 1 1,5 0,204 1,5
a

r r M I
r

= ⋅ + ⋅ + + + + − + =  

06,56 1,204
a

r M I
r

= + − + .                       (3) 

Невідомий момент пари сил М можна визначити, якщо склас-
ти рівняння рівності моментів сил, які прикладені до барабана: 

0=⋅−⋅−− rФrGMM Ф , 

або 

.204,10 r
r

a
IrФrGMM Ф +=⋅+⋅+=  

Підставляючи значення М у рівняння (3), одержимо: 

0 06,56 1,204 1,204A
a a

M r I r I
r r

= + − − + , 

6,56AM = кНм . 
 

Відповідь: 5,7AR = кН ,  6,56AM = кНм . 
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Задача № 5 
 

Визначити рівняння вимушених коливань електродвигуна 

вагою 15G = кН , розміщеного посередині балки, статичний 
прогин якої під дією ваги дорівнює 0,88 см, якщо ці коливання 
спричиняються рівномірним обертанням вала електродвигуна, 

на якому закріплено вантаж вагою 1 4G H=  на відстані 

5r = см  від осі обертання і кутова швидкість вала  

25
рад

с
ω = . 

Розв’язок.  Під час обертання вала електродвигуна вантаж ва-
гою 1G  буде розвивати відцентрову силу інерції Ф  (рис.12.8). Ця 
сила спрямована по радіусу від центра обертання О. 

 

За модулем 
2

1Ф m rω= . 

Проекція сили Ф  на вісь х змінюється за гармонічним зако-
ном (рис.12.9): 

sin sinxФ Ф Ф tϕ ω= = .
 

Таким чином, у вертикальному напрямку на тіло діє виму-
шена сила, яка дорівнює 

2
1 sinxФ m r tω ω= .   (1) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

        Рис.12.8                                 Рис.12.9 
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і під дією якої балка буде здійснювати вимушені коливання за 
законом: 

( )2 sinx A pt= ,    (2) 

де   A  - амплітуда вимушених коливань; 
       p  - частота вимушених коливань, яка дорівнює частоті 

примушуючої сили, у даному випадку p ω= . 
Обчислимо частоту власних коливань k  : 

981
33,4

0,88ст

g
k

δ
= = = 1с− . 

Оскільки  25p ω= = 1с− , а 33,4k = 1с− , то маємо виму-
шені коливання малої частоти і рівняння (2) має вигляд: 

2 2 2
sin

h
x t

k p
ω=

−
, 

де  

21
2

1x

G
r

Ф m rH g
h

Gm m m
g

ω
ω

⋅
= = = = , 

2 2
1 4 5 25

0,833
15000

G r
h

G

ω ⋅ ⋅= = = 2/см с , 

2 2 2 2 233,4 25 490,6  .k p c−− = − =  

Отже, 

2
0,833

sin 25 0,0017sin 25
490,6

x t t= = , см. 

Відповідь:    2 0,0017sin 25x t= ,см. 
 

Задача № 6 
 

Порожниста півкуля з радіусом 0,5R= м  рівномірно 
обертається навколо своєї вертикальної осі симетрії з кутовою 
швидкістю n=60 об/хв. У півкулю кидають кульку вагою  

2P H=  (рис.12.10). 
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Визначити  висоту h , при якій кулька знаходиться у рів-
новазі відносно півкулі, а також нормальну реакцію з боку пів-
кулі на кульку у цьому положенні, якщо початок координат об-
рано у точці О. 

Розв’язок. Зобразимо 
кульку М у довільному по-
ложенні, яке визначається 
кутом α  на внутрішній по-
верхні порожнистої кулі і 
покажемо сили, які діють на 
неї: 
P   - сила тяжіння; 
N  - нормальна реакція  
        поверхні півкулі. 

Застосовуючи принцип 
Даламбера, прикладемо до 
кульки М її силу інерції Ф . 
Оскільки за умовою задачі 
півкуля обертається рівно-
мірно, то сила інерції куль-

ки буде складатися тільки із відцентрової (нормальної) сили іне-
рції nФ , яка направлена перпендикулярно до осі обертання пів-
кулі (рис.12.10). 

Тоді, за принципом Даламбера, дана система сил задовіль-
няє умовам рівноваги системи збіжних сил: 

0=++ nФNP .                              (1) 

Розташовуючи, як показано на рисунку, координатні осі Ох 
і Оу, спроектуємо векторне рівняння (1) на вибрані осі: 

∑
∑

=−=

=−=

.0sin

,0cos   

PNF

NФF

ky

nkx

α

α
                   (2) 

З першого рівняння системи (2) знаходимо нормальну реак-
цію  N : 

cos
nФN
α

= ,                                    (3) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.12.10 
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де  nФ  - відцентрова сила інерції, яка дорівнює: 

2 2 2cos cosn nФ ma m AM m CM m Rω ω α ω α= = ⋅ = = . 

Підставляючи одержаний вираз для nФ  у рівняння (3), бу-
демо мати: 

2
2cos

cos

m R
N m R

ω α ω
α

= = . 

Оскільки: 
2 2

2
2

3,14 60 1
39,4

30 30

n

c

πω ⋅   = = =   
   

, 

2
0,2

9,81

P
m

g
= = ≈ кг , 

0,5R= м ,   

то 

0,2 39,4 0,5 3,94N H= ⋅ ⋅ = . 

З рис.12.10 видно , що висота h  дорівнює 

( )sin 1 sinh CO CA R R Rα α= − = − = − ,            (4) 

де   , sinCO R CA R α= = . 
Таким чином, визначивши sinα , можна підрахувати зна-

чення висоти  h . 
З другого рівняння системи (2) знаходимо величину sinα : 

2
sin 0,508

3,94

P

N
α = = ≈ . 

Підставивши значення sinα  у рівняння (4), одержимо вели-
чину h  : 

( ) ( )1 sin 0,5 1 0,508 0,246h R α= − = − = м . 

Відповідь: 3,94N H= ,   0,246h = м . 
Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи: 41.8; 41.14; 

41.22; 41.24  [2] . 
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Тема 13. ПРИНЦИП МОЖЛИВИХ ПЕРЕМІЩЕНЬ 
 

ЗАНЯТТЯ № 18 
 

Зміст 
 

13.1. Класифікація в’язей, можливі переміщення.  
13.2. Принцип можливих переміщень. 
13.3. Контрольні запитання.  
13.4. Порядок розв’язування задач за допомогою 

принципу можливих переміщень. 
13.5. Приклади розв’язування задач. 

 

13.1. Класифікація в’язей, можливі переміщення 
 

В’язі – це тверді тіла, які обмежують рух точок механічної 
системи. 

При відсутності в’язей всі три координати, які визначають 
положення точки у просторі, незалежні одна від одної і можуть 
мати будь-які значення. 

При наявності в’язей координати точки, яка рухається, не 
можуть приймати будь-які значення, вони пов’язані певними 
співвідношеннями – так званими рівняннями в’язей - і координа-
ти залежать одна від одної. 

Якщо точка рухається по заданій поверхні, яка з плином ча-
су не змінює своєї форми і положення у просторі, то рівняння 
в’язі 

( ), , 0.f x y z =  

В’язі, рівняння яких не залежать від часу, називаються ста-
ціонарними. 

В’язі, в рівняннях яких присутній час, називаються неста-
ціонарними. 

Реакцію в’язі, за правилом, розкладають на дві складові: 
одну, силу тертя трF , дотичну до траєкторії і спрямовану у бік, 

протилежний векторові відносної швидкості; другу, нормальну 
реакцію N , перпендикулярну до першої. При цьому: 
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тр ,F f N= ⋅
 

де  f  -коефіцієнт тертя ковзання під час руху. 
 

Голономними називаються в’язі, які накладають 
обмеження тільки на положення точок механічної сис-
теми і у рівняння яких не входять похідні за часом від 
координат точок (тобто проекції швидкостей точок). 

 

Якщо на задану механічну систему накладені в’язі, то 
для точок системи дозволяються не будь-які, а тільки деякі 
переміщення, які обумовлені рівняннями в’язей (тобто ті, які 
дозволяються в’язями). 
Для невільної механічної системи вводиться поняття мож-

ливого або віртуального переміщення, яке суттєво відрізняється 
від дійсного переміщення системи: 

 

Можливими переміщеннями механічної системи 
називаються будь-які уявні нескінченно малі переміщен-
ня її точок, які допускають у даний момент накладені 
на систему в’язі. 

 

Таким чином, можливі переміщення точок системи повинні 
задовольнять двом умовам: 

 

 Вони повинні бути нескінченно малими, щоб механічна 
система не перейшла в положення, коли рівняння рівноваги сис-
теми будуть відрізнятися від первісних. 

 Вони повинні бути такими, щоб зберігалися всі накладе-
ні на систему в’язі, бо інакше зміниться вид та функціональне 
призначення механічної системи (система стане іншою). 

Можливі переміщення позначаються буквою δ , а проекції 

на координатні осі - , ,x y zδ δ δ , на відміну від дійсних пере-

міщень , ,dx dy dz. 
Можливі переміщення точок механічної системи розгляда-

ють як величини першого порядку малості, нехтуючи при цьо-
му величинами більш високих порядків малості. Тому криволі-
нійні переміщення точок заміняють прямолінійним відрізком, 
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який відкладений по дотичній до траєкторій точок, та познача-
ють Sδ .  

Так, наприклад, можливим переміщенням важеля АВ 
(рис.13.1) є його поворот на нескінчено малий кут δϕ  навколо 

точки О. При цьому повороті точки А та В повинні перемістити-
ся по дугах кіл 1 1 та AA BB .З точністю до величини першого по-
рядку малості ці переміщення можна замінити можливими пе-

реміщеннями ' i 'A BS AA S BBδ δ= =  у вигляді прямолінійних 
відрізків, які відкладені вздовж дотичних до траєкторій точок 
(перпендикулярно до АВ) та які за величиною дорівнюють: 

;         A BS OA S OBδ δϕ δ δϕ= ⋅ = ⋅ . 

Можливим переміщенням кривошипно-повзунного механі-
зму (рис.13.2) є переміщення, яке відповідає повороту криво-
шипу ОА на нескінченно малий кут δϕ  навколо осі валу. Мож-
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Рис.13.2 

δϕ  

ϕ  

B  

О  

A  

1B  

1A  'A  

δϕ  
B  

О  A  

'B  1B  

1A  
'A  



Теоретична механіка. Посібник для практичних занять 
——————————————————————————— 

 

561

ливе переміщення ASδ  пальця кривошипу А представляє собою 
відрізок дотичної АА’  до дуги кола з центром у точці О, який 
дорівнює за величиною AS OAδ δϕ= ⋅ . Можливим переміщен-

ням BSδ  повзуна В є нескінченно малий відрізок ВВ1 прямолі-
нійної траєкторії точки В. 

Можливі переміщення точки або системи не залежать від 
діючих на точку або систему сил, а залежать тільки від характе-
ру накладених на точку або систему в’язей. 

 

13.2. Принцип можливих переміщень 
 

Важлива особливість принципу можливих переміщень по-
лягає в тому, що при його застосуванні ефект дії в’язей урахо-
вується не шляхом введення невідомих наперед реакцій, а шля-
хом розглядання можливих переміщень, які можна здійснити 
точками системи, якщо вивести її з положення, яке вона займає. 

Якщо до точки прикладена сила F , то, ураховуючи мож-
ливі переміщення точки з даного її положення, можна обчисли-
ти і величину елементарної роботи на тому чи іншому можли-
вому переміщенні. Ця робота і є можливою елементарною ро-
ботою сили. 

Можлива елементарна робота сили виражається 

скалярним добутком вектора сили F  на вектор мож-

ливого  переміщення, у даному випадку на вектор  Sδ : 
^

cos( , ),A F S F S F Sδ δ δ δ= ⋅ = ⋅      (13.1) 
 

або у координатній формі: 

.x y zA F x F y F zδ δ δ δ= + +   (13.2) 

У зв’язку з поняттям можливої елементарної роботи треба 
ввести поняття ідеальної в’язі, а саме: 

 

Ідеальною називається така в’язь, можлива робо-
та реакції якої на кожному можливому переміщенні 
дорівнює нулю. 
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Принцип можливих переміщень дає можливість визначити 
умови рівноваги точки або матеріальної системи, які знаходять-
ся під дією заданої системи активних сил і при заданих в’язях. 

Для системи з утримуючими ідеальними в’язями принцип 
можливих переміщень формулюється так: 

 

для рівноваги матеріальної системи, яка знаходиться 
під дією активних сил і на яку накладено ідеальні в’язі, 
необхідно і достатньо, щоб сума елементарних робіт 
усіх активних сил дорівнювала нулю на будь-якому мож-
ливому переміщенні системи із її положення рівноваги. 

( ) 0a a
k k kA F Sδ δ= ⋅ =∑ ∑ .

   (13.3) 
 

Це рівняння називається загальним рівнянням статики, 
тому що воно може бути застосовано до усіх матеріальних сис-
тем незалежно від їх структури. В аналітичній формі загальне 
рівняння статики (13.3) має вигляд: 

( )( ) 0a a a a a
k k k kx k ky k kz kA F S F x F y F zδ δ δ δ δ= ⋅ = + + =∑ ∑ ∑ ,  (13.4) 

де            a
kF  - рівнодіюча активних сил, які прикладені до „k”-

тої точки системи; 
                kSδ  - можливе переміщення „k”-тої точки системи; 

   , ,a a a
kx ky kzF F F  - проекції рівнодіючих активних сил на осі декар-

тової системи координат, 
, ,k k kx y zδ δ δ  - прекції елементарних переміщень точок прикла-

дення активних сил на осі декартової системи 
координат. 

 

13.3. Контрольні запитання 
 

 Як математично виражається наявність в’язей, що накладені 
на систему? 

 Які в’язі називаються голономними? 
 Які в’язі називаються утримуючими? 
 Які в’язі називаються стаціонарними, нестаціонарними? 
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 Що називається можливими переміщеннями точки і механі-
чної системи? 

 У чому полягає різниця між можливим переміщенням точки 
і дійсним? 

 Що називається можливою роботою сили? 
 Які в’язі називаються ідеальними? 
 Як формулюється принцип можливих переміщень для сис-

теми? 
 

13.4. Порядок розв’язування задач за допомогою  
принципу можливих переміщень 

 

 Зобразити на рисунку активні сили; 
 Якщо є неідеальні в’язі, додати відповідні реакції в’язей 

(наприклад, сили тертя); 
 Надати можливе переміщення одній з точок системи, для 

чого, якщо система нерухома, надати системі один ступінь 
вільності. 

 Виразити можливі переміщення точок прикладання сил в 
залежності від заданого можливого переміщення; 

 Обчислити суму робот усіх сил на відповідних можливих 
переміщеннях їх точок прикладання і прирівняти цю суму 
до нуля; 

 Розв’язавши складене рівняння рівноваги, визначити шука-
ну величину. 

 

13.5. Приклади розв’язування задач 
 

Задача №1 
 

На гладенькій похилій площині (рис.13.3) лежить вантаж 
вагою Р=200 Н, який утримується нерозтяжною ниткою, що пе-
рекинута через блок А і має на кінці вантаж вагою Q=100 Н. 

 

Визначити, при якому куті б нахилу площини вантажі бу-
дуть у рівновазі. 

 

Розв’язок. У якості об’єкту дослідження розглянемо меха-
нічну систему, яка складається з вантажів Р та Q, що поєднані 



Динаміка механічної системи  
——————————————————————————— 

 

564 

між собою нерозтяжною ниткою .На систему діють активні сили 
тяжіння   та  P Q . Усі в’язі, що накладені на систему, є ідеаль-
ними, тому відповідні реакції на рисунку не вказуємо. 

 

Дана механічна 
система володіє од-
ним ступенем віль-
ності. Дамо вантажу 
Р можливе перемі-
щення Sδ  вздовж 
похилої площини 
вниз, тоді вантаж Q 
одержить перемі-
щення 1Sδ  по вер-
тикалі вгору, причо-
му ці переміщення 

однакові, тобто, 

1S Sδ δ= . 

Складемо загальне рівняння статики у формі (13.3), яке для 
даного випадку має вигляд: 

1 1cos( , ) cos( , ) 0
a

кA P S P S Q S Q Sδ δ δ δ δ
∧ ∧

= ⋅ ⋅ + ⋅ =∑ , 

або 

0 0
1cos(90 ) cos180 0

a

кA P S Q Sδ δ α δ= ⋅ ⋅ − + ⋅ =∑ ,
 

1sin 0
a

кA P S Q Sδ δ α δ= ⋅ ⋅ − ⋅ =∑ . 

Оскільки 1S Sδ δ= , то 
sin 0P Qα⋅ − = , 

звідки 

sin , arcsin
Q Q

P P
α α= = . 

Підставляючи у останнє рівняння числові значення Р та Q, 
отримаємо: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.13.3 

Q  

A  

P  
α  

1Sδ  
Sδ  



Теоретична механіка. Посібник для практичних занять 
——————————————————————————— 

 

565

100
arcsin arcsin0,5

200
α = = ,   або   030α = . 

Відповідь:    030α = . 
 
 

Задача №2 
 

Однорідний стержень ОА вагою Р=200 Н підвішений верти-
кально за допомогою шарніру О (рис.13.4).  

Визначити, яку горизонтальну силу Q треба прикласти у 
точці А, щоб стержень відхилився на кут ϕ =300. 

 

Розв’язок. Покажемо активні сили, які діють на стержень: 
Q  - урівноважуюча сила, яку 
прикладено у точці А; 
P  - сила тяжіння стержня, яку 
прикладено у центрі тяжіння С. 

Задана механічна система 
має один ступінь вільності. ЇЇ по-
ложення визначається кутом ϕ. 

Надамо стержню можливе 
переміщення, при якому кут ц 
змінюється на δϕ . Тоді точка 

прикладення сили P  одержить 
можливе переміщення CSδ , що 
перпендикулярне до ОА, а точ-

ка прикладення сили Q  - можливе переміщення ASδ , яке також 
перпендикулярне ОА.  

Складемо загальне рівняння статики у формі (13.3): 

cos( , ) cos( , ) 0
a

к C C A AA P S P S Q S Q Sδ δ δ δ δ
∧ ∧

= ⋅ ⋅ + ⋅ =∑ .  (1) 

Оскільки                     
ОА=2ОС, 

то 
2A CS Sδ δ= . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.13.4 

С  

О  

A  

P  

Q  

ϕ  

δϕ  

ϕ  

ASδ  

CSδ  



Динаміка механічної системи  
——————————————————————————— 

 

566 

Крім того, як це видно з рис.13.4, кут  ( , CP Sδ
∧

)=900+ϕ,  

а кут            ( , )AQ Sδ
∧

=ϕ. 
З урахуванням співвідношень, які отримано, рівняння (1) 

прийме вигляд: 
0cos(90 ) 2 cos 0

a

к C CA P S Q Sδ δ ϕ δ ϕ= ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ =∑ , 

або 
sin 2 cos 0P Qϕ ϕ− ⋅ + ⋅ = , 

 

звідки 

030
2

P
Q tg= . 

Підставляючи у останнє рівняння  числові значення Р та ϕ, 
отримаємо: 

Q= 0200
30 100 0,58 58

2
tg H= ⋅ = . 

 

Відповідь:  Q=58Н. 
 
 

 

Задача №3 
 

На балку АВ, яка лежить на двох опорах А і В, діє система 
вертикальних сил 1 2 3, ,P P P . Основні розміри показано на 
рис.13.5,а. 

 

Визначити  реакцію в’язі у шарнірі В. 
 

Розв’язок. Для розв’язування задачі подумки відкидаємо 
опору В, замінюючи її дію шуканою реакцією BN  (рис.13.5,б) і 
додаючи її до числа активних сил. Одержана система має один 
ступінь вільності. 

Надамо системі можливе переміщення у положення, яке по-
казане на рис.13.5,б пунктиром, для чого повернемо балку АВ 
навколо шарніра А на кут δϕ . 

Тоді, якщо позначимо через 1 2 3,  ,  S S Sδ δ δ  можливі пере-

міщення точок прикладення сил 1 2 3,  ,  P P P , одержимо: 
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( ) ( )1 2 3, 2 , 2 , 2 .BS a S a S a b S a bδ δϕ δ δϕ δ δϕ δ δϕ= = = + = +  
 

Відповідно до принципу можливих переміщень запишемо 
суму елементарних робіт: 

1 1 2 2 3 3 0
a

к B BA P S P S N S P Sδ δ δ δ δ= − − + − =∑ , 

або 

( ) ( )1 2 32 2 2 0BPa P a N a b P a b δϕ− − + + − +  =  .
 

Оскільки 0δϕ ≠ , то нулю дорівнює вираз у квадратних дужках. 

Звідки 

( )1 2 32 2
.

2B

Pa P a P a b
N

a b

+ + +
=

+  
 

Відповідь:  
( )1 2 32 2

.
2B

Pa P a P a b
N

a b

+ + +
=

+
 

 
Задача № 4 

 

До середнього шарніра В колінчастого преса прикладена 
горизонтальна сила F  (рис.13.6).  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Рис.13.5 
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Визначити, нехтуючи вагою стержнів, силу Q , з якою сти-

скається предмет G , якщо стержень АВ нахилений до горизонту 
під кутом ϕ  і AB BC l= = . 

Розв’язок. Механічною системою, що розглядається, є колі-
нчастий прес АВС. Всі в’язі , які накладені на прес, рахуємо іде-
альними (тому реакції цих в’язей на рис.13.6 не показані). 

Взаємодію предмету G  з пресом позначимо силою Q′ , яка 
прикладена до точки С преса. 

Тоді шукана сила тиску Q , 

згідно з третім законом Ньютона, 
буде прикладена до вантажу G . 

Активними силами, які ді-
ють на механічну систему є 
задана сила F  і сила  Q′ . 

Система, яка розглядаєть-
ся, має один ступінь вільності. 
Надамо системі можливе пере-
міщення, повернувши стержень 
АВ на кут δϕ . Тоді точка В 

здійснює можливе переміщен-
ня BSδ , а точка С опуститься 

вниз на величину CSδ . 

Складемо загальне рівняння статики у формі: 

0a
k kF Sδ⋅ =∑ , 

яке для даного випадку прийме вигляд: 

cos , cos , 0B B C CF S F S Q S Q Sδ δ δ δ
∧ ∧   ′ ′+ =   

   
. 

Враховуючи, що 

0cos , cos180 1,CQ Sδ
∧ ′ = = − 

 
 

одержимо: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
             
 
 
 

Рис.13.6 
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cos , 0B B CF S F S Q Sδ δ δ
∧  ′− = 

 
.
 

Звідки 

cos , 0B
B

C

S
Q F F S

S

δδ
δ

∧ ′ = = 
 

. 

Найдемо залежність між BSδ  і CSδ , а також кут між векто-

рами F  і BSδ . Для цього зробимо допоміжний рисунок 13.7. 

Кути ВАС і ВСА рівні між собою. 
Позначимо їх через α . Кут ABD ϕ= . 

Оскільки точка В рухається за колом, то 
переміщення BSδ  буде дотичне до кола, 

тобто, BS ABδ ⊥ , і кут між F  і BSδ  до-

рівнює 090 .ϕ−  Отже, 

( )0cos , cos 90 sinBF Sδ ϕ ϕ
∧  = − = 

 
. 

Для визначення залежності між BSδ  

і CSδ  скористаємося тією обставиною, 

що проекції можливих переміщень кінців 
жорсткого стержня на напрямок самого 
стержня повинні бути рівними між со-
бою, отже: 

sin cosC BS Sδ ϕ δ β⋅ = ⋅ , 

або          
sin

cos
B

C

S

S

δ ϕ
δ β

= . 

Знайдемо кут β . 

( ) ( )0 0 0 0 0 0180 2 90 90 2 90 2 90 2 90β α α ϕ ϕ∠ = − − = − = − − = − ,
 

а    ( )0cos cos 2 90 sin 2β ϕ ϕ= − = . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис.13.7 
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Отже,  

sin sin 1

sin 2 2sin cos 2cos
B

C

S

S

δ ϕ ϕ
δ ϕ ϕ ϕ ϕ

= = =
⋅

. 

Остаточно, 

1 1
sin

2cos 2
Q F Ftgϕ ϕ

ϕ
′ = = . 

Оскільки за модулем       'Q Q= ,     то     і      
1

2
Q Ftgϕ= . 

 

Відповідь:   
1

2
Q Ftgϕ= . 

 

Задача № 5 
 

До шарнірів В і С механіч-
ної системи ABCD, наведеної 
на рис.13.8, прикладені дві сили 
P  і Q , які перпендикулярні до 
стержнів АВ і CD , відповідно. 

 

Визначити силу Q  при 
рівновазі системи, рахуючи 
силу Р відомою, якщо 

090ABC∠ = , 0120BCD∠ =  
(рис.13.8). Масами стержнів  
АВ, ВС і СD  знехтувати. 

 

Розв’язок. Надамо системі можливе переміщення, для чого 
повернемо стержень АВ на кут δϕ . 

Тоді можливе переміщення BSδ  точки В буде перпендику-

лярним до АВ, а можливе переміщення CSδ  точки С перпенди-
кулярним до CD  (рис.13.8). 

Складемо загальне рівняння статики у формі: 

0a
k kF Sδ⋅ =∑ , 

яке для даного механізму має вигляд: 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис.13.8 
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cos , cos , 0B B C CP S P S Q S Q Sδ δ δ δ
∧ ∧   + =   

   
, 

де 

0cos , cos0 1,BP Sδ
∧  = = 

 
       0cos , cos180 1CQ Sδ

∧  = = − 
 

. 

Тоді 

0B CP S Q Sδ δ− = . 

Враховуючи, що проекції можливих переміщень двох точок 
твердого тіла на пряму, яка їх з’єднує, дорівнюють одна одній 
(див. попередню задачу), то 

0cos30B CS Sδ δ= ⋅ . 
Підставляючи цей вираз у попередню рівність, одержимо 

0cos30 0C CP S Q Sδ δ− = , 
звідки після скорочення отримаємо: 

0 3
cos30

2
Q P P= = . 

Відповідь:  
3

2
Q P= . 

 
Задача № 6 

 

Два невагомих стержні АВ і ВС з'єднані шарніром В, до яко-
го прикладена вертикальна сила Q , що спрямована вниз. Кінець 
С прикріплено шарнірно до стіни, а кінець А шарнірно з'єднано 
з повзуном, який може без тертя ковзати по полу (рис.13.9). Усі 
в’язі вважати голономними та утримуючими. 

 
Визначити, яку горизонтальну силу P  необхідно приклас-

ти до повзуна, щоб система знаходилася у рівновазі при заданих 
кутах α  і β ? 

Розв’язок.  Оскільки усі в’язі утримуючі, то система має 
одну ступінь вільності. Надамо системі можливе переміщення. 
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Для точки А можливе переміщення ASδ  спрямоване паралельно 

осі х, а можливе переміщення BSδ  точки В спрямоване по доти-
чній до траєкторії (до кола з центром у точці С), яку може опи-
сувати точка В, тобто перпендикулярно до стержня СВ. 

На основі принципу можливих переміщень запишемо: 

cos 0a
A BA P S Q Sδ δ δ β= − + =∑ . 

Звідси одержимо: 

cosB

A

S
P Q

S

δ β
δ

= . 

Знайдемо залежність між BSδ  і ASδ . Оскільки пряма АВ - 
стержень, який рухається плоско паралельно, то проекції мож-
ливих переміщень точок А і В на цю пряму рівні між собою: 

cos cos
2B AS S
πδ α β δ α − + = 
 

, 

або 

( )sin cosB AS Sδ α β δ α⋅ − = , 

звідки 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис.13.9 
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( )
cos

sin
B

A

S

S

δ α
δ α β

=
−

, 

 

отже після підстановки:  

( )
cos cos

sin
P Q

α β
α β
⋅=
−

. 

 

Відповідь:    ( )
cos cos

sin
P Q

α β
α β
⋅=
−

. 

 
Задача № 7 

 

Механізм (рис.13.10), розташований у горизонтальній пло-
щині, складається із невагомих стержнів 1,2,3, з'єднаних між 
собою і нерухомою опорою шарнірами, та повзунів B  і D . До 
повзуна В прикріплена пружина з коефіцієнтом жорсткості с, до 
повзуна D  прикладена сила Q , а до стержня 1 (кривошипу) па-
ра сил з моментом  М. 

 

Визначити  деформацію пружини λ  у стані рівноваги ме-
ханізму, якщо М = 150 Нм, Q = 350 Н, б=600, г=600, и=1200, 
l1=О1А=0,4 м, АЕ=ЕD, с=125 Н/см. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.13.10 
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Розв’язок. Для розв’язування задачі скористаємося принци-
пом можливих переміщень: 

0a
kAδ =∑ ,    (1) 

де  a
kAδ  - елементарні роботи активних сил на відповідних мож-

ливих переміщеннях. 
На механізм діють задані активні сили: сила Q , сила пруж-

ності пружини F , величина якої відома за напрямком і невідома 
за модулем, а також пара сил з моментом М. 

Сила пружності пружини F  повинна утримувати механізм 
у стані рівноваги. 

Якщо за допомогою принципу можливих переміщень буде ви-
значена сила F , то λ  знайдемо із співвідношення  ,F cλ=  а саме: 

 

F

c
λ = . 

Для складання рівняння (1) надамо механізму можливі 
переміщення. Механізм, зображений на рис.13.10, має один 
ступінь вільності: достатньо привести до руху одну ланку, як всі 
інші його ланки будуть здійснювати ті або інші рухи. 

Введемо наступні позначення для переміщень ланок, до 
яких прикладені активні сили: 

1δϕ  - поворот стержня 1 навколо осі 1O ; 

DSδ , BSδ  - переміщення повзунів D  і B , відповідно. 

Оскільки механізм має один ступінь вільності, то із перемі-
щень 1δϕ , DSδ , BSδ  будь-яке одне може бути вибране за неза-

лежне переміщення, тоді інші будуть знаходитися у залежності 
від нього. 

Для розв’язування даної задачі зручно вибрати у якості не-
залежного можливого переміщення 1δϕ  і знайти вирази залеж-

ностей DSδ  і BSδ  від 1δϕ . 

Залежність між можливими переміщеннями даного механі-
зму така ж сама, як між відповідними швидкостями точок ланок 
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механізму при його русі, що дає можливість скористатися відо-
мими із кінематики співвідношеннями. 

Спочатку визначаємо можливе переміщення точки А кри-
вошипа 1. 

Швидкість точки А направлена перпендикулярно до АВ у 
бік 1δϕ , отже можливе переміщення ASδ  спрямоване так само і 

за величиною дорівнює: 

1 1AS lδ δϕ= ,         1AS O Aδ ⊥ . 

Напрямок можливого переміщення DSδ  відомий, його по-

казано на рисунку. Величину DSδ  визначаємо із рівності проек-

цій ASδ  і DSδ  на пряму AD : 

0cos cos30 ,D AS Sδ α δ⋅ = 0 0cos30 cos30D AS Sδ δ⋅ = , 

1 1D AS S lδ δ δϕ= = . 

Для того, щоб визначити BSδ  спочатку знайдемо ESδ . Для 

цього побудуємо миттєвий центр обертання (швидкостей) 2C  

стержня 2 ( на перетині перпендикулярів до ASδ  і DSδ , прове-

дених із точок A  і D ) та покажемо напрямок повороту щ2 стер-
жня 2 навколо 2C , враховуючи напрямки ASδ  або DSδ . 

Оскільки 0
2 2 60C AD C DA∠ = ∠ = , то 2AC D∆  - рівнобічний і 

2C E  у ньому - висота, оскільки AE ED= . Тоді переміщення ESδ , 

перпендикулярне до 2C E , буде спрямоване за прямою ED . 

Скористаємося знову тим, що проекції ESδ  і ASδ  на пряму 
ЕА повинні бути рівними одна одній. 

0 0
1 1cos30 cos30E AS S lδ δ δϕ= = . 

І нарешті, з умови рівності проекцій ASδ  і ESδ  на пряму 

ВЕ, найдемо і зобразимо BSδ : 

0 0 0
1 1 1 1cos60 cos30 cos60 0,43B ES S l lδ δ δϕ δϕ= = ⋅ = . 
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Складемо для механізму рівняння (1): 

1 0D BM Q S F Sδϕ δ δ+ − = . 

Підставимо у це рівняння значення BSδ  і DSδ : 

( )1 1 1 1 1 1 1 10,43 0,43 0M Ql F l M l Q l Fδϕ δϕ δϕ δϕ+ − ⋅ = + − = . 

Оскільки  1 0δϕ ≠ ,  то 

1 1 10,43 0Ml l Q l F+ − = , 

звідки 

1

1

150 0,4 350
1700 Н

0,43 0,43 0,4

M l Q
F

l

+ + ⋅= = =
⋅ ⋅

. 

Визначаємо 

1700
13,6

125

F
см

c
λ = = = . 

Відповідь: 13,6 смλ = . 
 
 

Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи: 46.1; 
46.2; 46.17; 46.19; 46.21   [2]. 
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Тема 14. ЗАГАЛЬНЕ РІВНЯННЯ ДИНАМІКИ 
 

ЗАНЯТТЯ № 19 
 

Зміст  
 

14.1. Загальне рівняння динаміки.  
14.2. Порядок розв’язування задач на застосування 

загального рівняння динаміки. 
14.3. Приклади розв’язування задач. 

 
14.1. Загальне рівняння динаміки 

 

Закони Ньютона установлені для вільної матеріальної точки 
і вільної матеріальної системи. Однак, частіше зустрічаються 
невільні системи. Ця обставина суттєво ускладнює використан-
ня законів Ньютона для розв’язування задач динаміки невільних 
механічних систем, а часто і зовсім не дозволяє розв’язувати 
такі задачі. 

Необхідність розв’язування задач динаміки невільних меха-
нічних систем у зв’язку з їх важливим практичним значенням 
обумовила розробку ряду методів розв’язку таких задач.  

У цьому першорядне значення належить загальним прин-
ципам і загальним рівнянням механіки. 

Із принципів раніше були розглянуті наступні. 
 

 Принцип Даламбера. Він полягає у тому, що  
у кожний момент часу зрівноважуються між собою 
діючі на “k”- ту точку невільної матеріальної системи 
активні сили kF  , реакції в’язей kN  і сили інерції kФ , які 
прикладені до цих точок. Цей принцип записується фор-
мулою 12.6:  

0k k kF N+ + Φ =∑ ∑ ∑ .                            (14.1) 

 Принцип можливих переміщень. Він у найбільш загальній 
формі установлює умови рівноваги невільних матеріальних 
систем і полягає у тому, що  
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для рівноваги матеріальної системи, яка підкоряється 
ідеальним стаціонарним в’язям, необхідно і достатньо, 
щоб сума елементарних робіт, які здійснюються акти-

вними силами a
kF  на можливих переміщеннях kSδ  то-

чок механічної системи, дорівнювала нулю:  
^

cos , 0a a
k k k kF S F Sδ δ

  
⋅ ⋅ =      

∑ .            (14.2) 

 

Принцип можливих переміщень дає загальний метод 
розв’язування задач статики. З іншого боку, принцип Даламбера 
дозволяє використовувати методи статики для розв’язування 
задач динаміки. Отже, застосовуючи ці два принципи одночас-
но, можна одержати загальний метод розв’язування задач дина-
міки, який має назву загального рівняння динаміки: 

 

при русі системи з ідеальними в’язями у кожний даний 
момент часу сума елементарних робіт усіх прикладених 
активних сил і усіх сил інерції на будь-якому можливому 
переміщенні системи буде дорівнювати нулю 
 

∑∑ + ін
k

a
k AA δδ ,

                     (14.3) 

 

де  a
kAδ∑  - сума елементарних робіт активних сил на можли-

вих переміщеннях точок прикладення цих сил; 

       ін
kAδ∑  - сума елементарних робіт сил інерції точок систе-

ми на їх можливих переміщеннях. 
 

Рівняння (14.3) у розгорнутій формі можна записати у ви-
гляді: 

^ ^

cos , cos , 0a a
k k k k k k k kF S F S S Sδ δ δ δ

   
⋅ + Φ ⋅ ⋅ Φ =      

   
∑ ∑ .   (14.4) 
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14.2. Порядок розв’язування задач на застосування  
загального рівняння динаміки 

 
 Установити, рух якої невільної системи розглядається. 
 Визначити характер в’язей, які накладені на систему, 

ураховуючи властивість ідеальних в’язей. 
 Позначити активні сили, які діють на точки системи. 
 Визначити можливі переміщення системи. 
 Умовно прикласти до точок системи сили інерції і під-

рахувати їх величину. 
 Скласти суму робіт активних сил і сил інерції на устано-

влених переміщеннях системи. 
 Із одержаного співвідношення знайти шукані величини. 

 

Застосувати загальне рівняння динаміки до розв’язування за-
дач необхідно у тому випадку, коли за умовою задачі за відомими 
активними силами необхідно визначити прискорення системи (лі-
нійне або кутове), а також сили, які діють на точки системи. 

 

14.3. Приклади розв’язування задач 
 

Задача №1 
 

Вантаж А вагою Р, опускаючись по похилій гладкій площи-
ні, яка складає з горизонтом кут α , призводить до обертання 
барабана В вагою Q  з радіусом r  за допомогою невагомої нит-
ки, що не розтягується, (рис.14.1). 

 

Визначити  кутове прискорення барабана, якщо рахувати 
барабан однорідним круглим циліндром. Масою нерухомого 
блока С знехтувати. 

 

Розв’язок. Дана невільна система складається з вантажу А і 
барабана В, сили тяжіння (активні сили) яких P і Q  - задані. 
Зв’язком між вантажем і барабаном є невагома нитка, яка не 
розтягується. Зовнішніми в’язями по відношенню до системи є 
похила поверхня, а також підшипники  1O  і  2O . 
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Визначимо можливі переміщення системи. Для барабана 
можливим переміщенням буде кут повороту δϕ , для поступа-

льного руху вантажу А можливе переміщення Sδ . Установимо 
залежність між величинами δϕ  і Sδ . 

При переміщенні вантажу вниз на величину Sδ , нитка змо-
тується з барабана на ту ж саму величину  Sδ , а барабан повер-
неться на кут δϕ . Тобто 

S rδ δϕ= . 

Прикладемо до невільної механічної системи сили інерції. 
Якщо вантаж А опускається з прискоренням a , направленим 
униз по похилій поверхні, то сила інерції вантажу Ф  направлена 

у протилежний бік. Момент сил інерції ін
BM  барабана направле-

ний так, як показано на рисунку 14.1, у бік, протилежний куто-
вому прискоренню ε . 

Складемо загальне рівняння динаміки системи у формі (14.3): 

∑∑ + ін
k

a
k AA δδ =0, 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 14.1 
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де   a
kAδ∑ =

^

cos( , ),P S P Sδ δ  

ін
kAδ∑ =

^

cos( , ) .ін
BS S Mδ δ δϕΦ Φ − ⋅  

Тоді: 
^ ^

cos( , ) cos( , ) 0ін
BP S P S S S Mδ δ δ δ δϕ− Φ Φ − = .       (1) 

Реакції N , 
1OR  і 

2OR  роботи на елементарному перемі-

щенні не виконують. 
Рівняння (1) з урахуванням напрямків сил і можливих 

переміщень запишемо у вигляді: 

( )0 0cos 90 cos180 0ін
BP S S Mδ α δ δϕ− − Φ − = , 

або 

sin 0ін
B

S
P S S M

r

δδ α δ− Φ − = .                      (2) 

Визначимо величини Ф  і iн
BM , виражаючи при цьому лі-

нійне прискорення вантажу через кутове прискорення барабана: 

1 2
,     ,     ,iн

B O O
P

Ф a M I a r
g

ε ε= = =  

де   
1 2

2

2O O
Qr

I
g

=  - момент інерції барабана відносно осі 1 2O O ; 

           ε  - кутове прискорення барабана. 
 

Підставляючи усі ці дані у рівняння (2), одержимо: 
2

sin 0
2

P Qr S
P S r S

g g r

δδ α ε δ ε− − =
⋅

. 

Оскільки 0Sδ ≠ , то будемо мати: 

2 sin 2 0Pg P r Qrα ε ε− − = . 
Звідки визначаємо кутове прискорення барабана: 

( )
2 sin

2

Pg

P Q r

αε =
+ ⋅

. 
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Відповідь: ( )
2 sin

2

Pg

P Q r

αε =
+ ⋅

. 

 

Задача № 2 
 

Два зубчастих колеса 1 і 2 з радіусами 1r  і 2r   знаходять-
ся у зовнішньому зачепленні. Моменти інерції коліс відносно їх 
осей обертання дорівнюють, відповідно, 01I  і 02I . 

Визначити  кутове прискорення колеса 1, якщо до нього 
прикладений обертальний момент 0m . Силами опору знехтувати 
(рис.14.2). 

 

Розв’язок. Дана механічна система складається з двох 
зубчастих коліс 1 і 2, які обертаються навколо осей 1O  і 2O . Па-
ра зубчастих коліс є системою з одним ступенем вільності, оскі-
льки кут повороту одного з коліс визначає положення другого 
колеса. Активними силами є сили тяжіння 1P  і 2P , обертальний 

момент  0m . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.14.2 

0m  

Sδ  

2 1 

1ε

2ε  
1P  2P  1r  2r  1δϕ  

2δϕ  

K  
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Надамо можливе кутове переміщення 1δϕ  колесу 1, тоді 

колесо 2 здійснить можливе переміщення 2δϕ . 

Залежність між 1δϕ  і 2δϕ  може бути одержана за допо-
могою можливого переміщення Sδ  точки К дотику коліс. Оскі-
льки точка К належить обом зубчастим колесам, то 

1 1 2 2S r rδ δϕ δϕ= = − ,  
звідки 

1
2 1

2

r

r
δϕ δϕ= − . 

Знак мінус показує, що можливі переміщення 1δϕ  і 2δϕ  на-
правлені у різні боки. 

Визначимо сили інерції частин механічної системи. 
При обертанні коліс навколо нерухомих осей їх сили інерції 
приводяться до пар сил, моменти яких протилежні за знаком 
кутовим прискоренням і дорівнюють за модулем добуткам мо-
ментів інерції відносно осей обертання на модулі відповідних 
кутових прискорень. 

Кутові прискорення пов’язані співвідношенням, яке ви-
тікає з рівності тангенціальних прискорень в місці стикання ко-
лес 1 та 2: 

1 1 2 2r rε ε= − ,       або       1
2 1

2

r

r
ε ε= − ,                   (2) 

(мінус введений тому, що колеса обертаються в різні боки). 
Момент пари сил інерції колеса 1 дорівнює: 

01 01 1
інm I ε= − ⋅ ,    (3) 

Момент пари сил інерції колеса 2: 

02 02 2
інm I ε= − ⋅ .    (4) 

З урахуванням залежності  (2) одержимо  1
02 02 1

2

ін r
m I

r
ε= . 

Для складання загального рівняння динаміки необхідно 
підрахувати суму робіт активних сил і сил інерції на можливих 
переміщеннях точок системи і прирівняти цю суму до нуля: 
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0 1 01 1 02 2 0ін інm m mδϕ δϕ δϕ+ + = . 

Робота сил тяжіння 1P  і 2P  дорівнює нулю, оскільки то-
чки прикладання цих сил нерухомі. 

Скориставшись формулами (1), (3) і (4), після скорочен-
ня на δϕ , одержимо: 

1 1
0 1 01 1 1 02 1 1

2 2

0
r r

m I I
r r

δϕ ε δϕ ε δϕ− − = , 

2
1

0 01 1 02 1
2

0
r

m I I
r

ε ε
 

− − = 
 

, 

2
1

1 01 02 0
2

r
I I m

r
ε
  
 + = 
   

. 

Звідси визначимо шукане кутове прискорення зубчастого 
колеса 1: 

0
1 2

1
01 02

2

m

r
I I

r

ε =
 

+  
 

. 

Відповідь:   0
1 2

1
01 02

2

m

r
I I

r

ε =
 

+  
 

. 

 

Задача № 3 
 

На трикутній призмі, бокові грані якої створюють з гори-
зонтом кути α  і β , розміщені два вантажі А і В, котрі важать 

1G  і 2G , відповідно. Вони зв’язані між собою невагомою нит-
кою, яка не розтягується і перекинута через блок С (рис.14.3). 
Коефіцієнт тертя ковзання дорівнює f . 

 

Визначити  прискорення вантажів і натяг нитки. Масою 
блока знехтувати. 
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Розв’язок. Дана механічна система складається з двох 
вантажів, які рухаються поступально. Нитка, маса якої не врахо-
вується, є в’яззю. Система має одну ступінь вільності. 

Допустимо, що вантаж А рухається вниз з прискоренням a , 
а вантаж В – вверх, причому прискорення вантажу В дорівнює 
прискоренню вантажу А, оскільки нитка не розтягується. Покаже-
мо задані сили – сили тяжіння 1G  і 2G , нормальні реакції бокових 

граней призми 1N  і 2N  і сили тертя тр1F  і тр2F  (рис.14.3). 

Модулі сил тертя дорівнюють: 

тр1 1F fN= ,          тр2 2F fN= , 

де    1 1cosN G α= ,       2 2 cosN G β= . 

Тому  тр1 1cosF fG α= ,        тр2 2 cosF fG β= . 

Сили тертя направлені у боки, протилежні напрямкам 
руху вантажів. 

Оскільки вантажі рухаються поступально, то рівнодіючі 
сил інерції прикладені у центрах мас тіл, а їх модулі дорівню-
ють: 

1
1 1

G
Ф m a a

g
= = ⋅ ,   2

2 2 .
G

Ф m a a
g

= = ⋅  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.14.3 
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1G  2Ф
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Прикладемо до вантажів умовно сили інерції 1Ф  і 2Ф , 
спрямувавши їх протилежно прискоренню a . 

Надамо подумки системі можливе поступальне перемі-
щення Sδ , наприклад, у бік руху вантажів. 
Складемо загальне рівняння динаміки, у яке не увійдуть норма-
льні реакції граней призми 1N  і 2N , напрямки яких перпенди-
кулярні до можливих переміщень вантажів: 

+++
∧∧∧

),cos(),cos(),cos( тр1тр12211 SFSFSGSGSGSG δδδδδδ  

тр2 тр2 1 1

2 2 2

cos , cos ,

cos , 0,

F S F S S S

S S

δ δ δ δ

δ δ

∧ ∧

∧

   + + Φ Φ +   
   

 +Φ Φ = 
 

    (1) 

де 

( )0
1 1 1 1cos , cos 90 sinG S G S G S G Sδ δ δ α δ α

∧  = − = 
 

,   

( )0
2 2 2 2cos , cos 90 sinG S G S G S G Sδ δ δ β δ β

∧  = + = − 
 

,  

01 1
1 1cos , cos180

G G
Ф S Ф S a S a S

g g
δ δ δ δ

∧  = = − 
 

,   

02 2
2 1cos , cos180

G G
Ф S Ф S a S a S

g g
δ δ δ δ

∧  = = − 
 

,   

0
тр1 тр1 1 1cos , cos cos180 cosF S F S fG S G f Sδ δ δ α α δ

∧ ⋅ = = − ⋅ 
 

,  

0
тр2 тр2 2 2cos , cos cos180 cosF S F S fG S G f Sδ δ δ β β δ

∧ ⋅ = = − ⋅ 
 

. 

Тоді рівняння (1) прийме вигляд: 
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1 2
1 2 1

2

sin sin cos

                              cos 0.

G G
G S G S a S a S G f S

g g

G f S

δ α δ β δ δ δ α

δ β

− − − − −

− =
 

 Після скорочення на Sδ  одержимо: 

1 2
1 2 1 2sin sin cos cos 0

G G
G G a a G f G f

g g
α β α β− − − − − = . 

 З останнього рівняння знаходимо прискорення a : 

( ) ( )1 2
1 2sin cos sin cos

G G
a G f G f

g
α α β β+ ⋅ = − − + ,      

( ) ( )1 2

1 2

sin cos sin cosG f G f
a g

G G

α α β β− − +
=

+
.      (2) 

 Якщо 

( ) ( )1 2sin cos sin cos 0G f G fα α β β− − + > , 

то вантажі рухаються у прийня-
тому напрямку.  

Для визначення натягу T  
нитки, розріжемо її біля вантажу 
А, тоді сила T стане зовніш-
ньою. Далі застосуємо принцип 
Даламбера у проекції на вісь х 
(рис.14.4): 

0sin тр111 =+−Φ+ FGT α ,  (3) 

звідки 

a
g

G
fGGFGT 1

11тр111 cossinsin −−=−+Φ−= ααα , 

( ) 1
1 sin cos

G
T G f a

g
α α= − − .   (4) 

Підставивши у рівняння(4) значення a  із рівняння (2), 
після перетворень одержимо: 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.14.4 
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1

1 1 2

1 2

(sin cos )

(sin cos ) (sin cos )

T G f

G G f G f
g

g G G

α α
α α β β

= − −
− − +− ⋅ =

+
 

1 2
1

1 2

1
1 2

1 2

1 2

(sin cos ) (sin cos )
[(sin cos ) ]

[ (sin cos ) (sin cos )

(sin cos ) (sin cos )].

G f G f
G f

G G

G
G f G f

G G

G f G f

α α β βα α

α α α α

α α β β

− − += − − =
+

= − + − −
+

− − + +

 

Остаточно 

( )1 2

1 2

sin sin cos cos
G G

T f
G G

α β β α⋅=  + + −  +
. 

Відповідь:      
( ) ( )1 2

1 2

sin cos sin cosG f G f
a g

G G

α α β β− − +
=

+
, 

( )1 2

1 2

sin sin cos cos
G G

T f
G G

α β β α⋅=  + + −  +
 

Задача № 4 
 

Механічна система (рис.14.5) складається із обмотаних 
нерозтяжною та невагомою ниткою блока 1 з радіусом 

1 0,2R = м і ступінчастого шківа 2 (радіуси ступенів 2 0,3R = м, 

2 0,15r = м, радіус інерції відносно осі обертання 2 0,2ρ = м, вага 

шківа 2 30P = Н), а також із вантажів 3 (вагою 3 40P = Н)  і 4 (ва-

гою 4 20P = Н), які прикріплені до цієї нитки. 
Система рухається у вертикальній площині під дією сил 

тяжіння і пари сил з моментом 16M = Нм, що прикладений до 
блоку 1, вага якого приймається рівною нулю. 

 

Визначити прискорення 3a  вантажу 3, нехтуючи тертям. 

Розв’язок. Розглядується рух механічної системи з одним 
ступенем вільності . В’язі, накладені на систему – ідеальні. 
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Для визначення прискорення 3a  тіла 3, застосуємо загальне 
рівняння динаміки (14.3): 

∑∑ + ін
k

a
k AA δδ ,                            (1) 

де   a
kAδ∑  - сума елементарних робіт активних сил, 

       iн
kAδ∑  - сума елементарних робіт сил інерції.  

Зобразимо на рисунку 14.5 активні сили 2 3 4, ,P P P  - сили тя-
жіння, і пару сил з моментом М, які діють на тіла механічної си-
стеми. Задаємося напрямком прискорення 3a тіла 3, визначаємо 

напрямок прискорення 2ε  ступінчастого шківа 2 і прискорення 

4a  вантажу 4. 

 

Напрямок сил інерції 3 4,Ф Ф  і пари сил інерції з моментом 

2
iнM  зображені на рис.14.5. 

Визначаємо величини 3 4,Ф Ф  і 2
iнM : 

23 4 2
3 3 4 4 2 2; ; iнP P P

Ф a Ф a M
g g g

ρ ε= = = ,           (2) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.14.5 
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де 22P

g
ρ  - момент інерції шківа 2. 

Надамо шківу 2 можливе переміщення 2δϕ , з яким 
пов’язані можливі переміщення інших тіл системи і складемо 
рівняння (1): 

( )0
3 3 3 2 2 4 4 1sin60 0iн iн iнP F S M F S Mδ δϕ δ δϕ− − − − = .     (3) 

Виразимо всі можливі переміщення через 2δϕ : 

4 2
3 2 2 4 2 2 1 2

1 1

, ,
S r

S R S r
R R

δδ δϕ δ δϕ δϕ δϕ= = = = .        (4) 

Підставимо значення (2) і (4) у рівняння (3): 
 

0 23 2 4 2
3 3 2 2 2 2 4 2 2 2

1

sin60
P P P r

P a R a r M
g g g R

δϕ ρ ε δϕ δϕ δϕ 
− − − − = 

 
 

0 23 2 4 2
3 3 2 2 2 4 2 2

1

sin 60 0
P P P r

P a R a r M
g g g R

ρ ε δϕ
  

= − − − − =  
  

. 

Величини 2ε  і 4a , які входять в останнє рівняння, виразимо 

через шукану величину  3a : 

3 2
2 4 2 2 3

2 2

;
a r

a r a
R R

ε ε= = = . 

Тоді 

0 23 32 4 2 2
3 3 2 2 3 2 2

2 2 1

sin 60 0
P aP P r r

P a R a r M
g g R g R R

ρ δϕ
  

− − − − =  
  

. 

Оскільки 2 0δϕ ≠ , то 

0 23 32 4 2 2
3 3 2 2 3 2

2 2 1

sin 60 0
P aP P r r

P a R a r M
g g R g R R

ρ
  

− − − − =  
  

. 

 
Розв’язуємо останнє рівняння відносно  3a : 
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2 2
03 2 2 4 2 2

2 3 3 2
2 2 1

sin 60
P P P r r

R a P R M
g g R gR R

ρ 
+ + = −  ⋅ 

; 

0 2
3 2

1
3 2 2

2 4 2
3 2 2

2 2

sin 60
r

P R M
R

a g
P r

P R P
R R

ρ

−
= ⋅

+ +
. 

З урахуванням числових значень одержимо: 

3 2 2

0,15
40 0,3 0,866 16

0,2 9,81 0,9
0,2 0,15

40 0,3 30 20
0,3 0,3

a
⋅ ⋅ −

= ⋅ = −
⋅ ⋅ +

2/м с . 

Знак „мінус” показує на те, що прискорення вантажу 3 і 
прискорення інших тіл спрямовані протилежно показаним на 
рис.14.5. 

 

Відповідь: 3 0,9a = − 2/м с . 
 

Задача № 5 
 

Механічна система, 
що складається з двох 
вантажів A  та B  вагою 

1P  і 2P , зв’язаних нероз-
тяжною абсолютно гнуч-
кою ниткою, а також од-
норідного диска C  ва-
гою 3P  і радіусом R  

(рис. 14.6), знаходиться в 
русі (вантаж B  рухаєть-
ся вниз). 

Визначити величи-
ну прикладеного до дис-
ка гальмуючого моменту 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

        
 

Рис.14.6 
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.трM , необхідного для того, щоб зупинити систему протягом 

заданого часу 1t , якщо в момент початку гальмування (при 

0=t ) швидкість вантажу B  була 0V . 

При розв’язуванні задачі врахувати силу тертя трF  між 

вантажем A і столом, якщо коефіцієнт тертя дорівнює f . 
 

Розв’язок.  Накладена на вантаж A  в’язь не ідеальна, але 
загальним рівнянням динаміки скористатися можна, якщо 
включити силу тертя в число активних сил. Вантажі A , B  і 
диск C  здійснюють рівномірно уповільнений рух із заданими 
прискореннями 

0 0
1 2

1 1 1

, .
V V

a a
t t Rt

ωε= = = =  

Зображуємо діючі на систему активні сили 1P , 2P  і трF , а 

також сили інерції 1Ф  і 2Ф  вантажів A  і B , і момент сил інер-

ції iн
CM  диска C . У випадку, який розглядається, маємо: 

0 01 1 2 2
1 1 2 2

1 1

, ,
V VP P P P

Ф a Ф a
g g t g g t

= = = =  

3 0

1

,
2

iн
C C

P RV
M I

gt
ε= ⋅ =  

де 

.
2

1 23 R
g

P
I C =

 

Дана система сил має один ступінь вільності, обумовлений 
кутом повороту ϕ  диска C . Тоді можливі переміщення системи 

будуть 

ϕδ       та     1 2 ,S S Rδ δ δ ϕ= = ⋅  

де   1S  і 2S  відраховуються уздовж траєкторії вантажів A  і B . 
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Складаючи загальне рівняння динаміки (14.4), одержимо: 

( ) ( ) ( ) .0.22211. =⋅+−+⋅++⋅+− ϕδδδ iн
Cтртр MMSФPSФF  

Підставимо в це рівняння значення 

,,,,, 2121 ФФFSS трδδ  iн
CM : 

1 0 2 0 3 0
1 2 .

1 1 1

0.
2тр

PV P V P RV
fP P R M

gt gt gt
δ ϕ

  
− + + + − + =  

   
 

Оскільки 0≠ϕδ , то нулю дорівнює вираз в квадратних 

дужках. 
Тоді 

( ) 0
. 2 1 1 2 3

1

1
.

2тр

V R
M R P fP P P P

gt
 = − + + + 
 

 

Відповідь:   ( ) 0
. 2 1 1 2 3

1

1
.

2тр

V R
M R P fP P P P

gt
 = − + + + 
 

 

 
Задачі, рекомендовані для самостійної роботи: 47.1; 47.3; 

47.7  [2] . 
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Тема 15. ТЕОРІЯ  УДАРУ 
 

ЗАНЯТТЯ № 20 
 

Зміст  
 

15.1. Явище удару. Основне рівняння теорії удару.  
15.2. Удар тіла об нерухому перешкоду. 
15.3. Прямий центральний удар двох тіл (удар куль). 
15.4. Втрата кінетичної енергії при непружному ударі 

двох тіл. 
15.5. Контрольні запитання. 
15.6. Порядок розв’язування задач. 
15.7. Розв’язування задач. 

 

15.1. Явище удару. Основне рівняння теорії удару 
 

З механічної точки зору явище удару характеризується тим, 
що швидкості точок механічної системи (твердого тіла) змі-
нюються на кінцеву величину за дуже малий проміжок часу, 
який складає тисячні і менші частки секунди, за який відбува-
ється удар. 

Оскільки при ударі кінцева зміна швидкостей відбувається за 
дуже малий проміжок часу, то прискорення, що виникають, будуть 
дуже великими, отже, при ударі діють і дуже великі сили. 

Сили, які виникають під час удару і які діють, хоч і у дуже 
малий проміжок часу, на тіла, які стикаються, мають кінцеву 
величину і називаються ударними силами. Дуже малий промі-
жок часу, за який здійснюється удар, називається часом удару. 

Імпульси ударних сил за час удару називаються ударними 
імпульсами. 

Оскільки ударні сили дуже великі і за час удару змінюються 
від нуля до дуже великого значення, а потім знову падають до 
нуля, то в теорії удару за міру механічної взаємодії тіл, які сти-
каються, розглядаються не ударні сили, а їх ударні імпульси, які 
є кінцевими величинами. 

Основне рівняння теорії удару для матеріальної точки ви-
пливає з теореми про зміну кількості руху матеріальної точки і 
має вигляд: 
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mU mV S− = ,                             (15.1) 

де    V  - швидкість точки на початку удару; 
       U  - швидкість точки у кінці удару; 
        S  - імпульс ударної сили. 

Знаючи масу точки, її швидкість на початку удару і ударний 
імпульс, з рівняння (15.1) можна визначити швидкість точки 
після удару: 

1
U V S

m
= + .                               (15.2) 

 

15.2. Удар тіла об нерухому перешкоду 
 

Центральним ударом тіла об нерухому перешкоду 
називають такий удар, коли нормаль до поверхні тіла у 
точці його контакту з перешкодою проходить через 
центр мас тіла. 

 

Якщо швидкість V  центра мас тіла на початку удару спря-
мована за нормаллю n  до перешкоди, то удар буде прямим, у 
іншому випадку косим. 

 

Випадок прямого удару 
 

Після удару тіло (куля) на-
буває швидкості U , яка напра-
влена за нормаллю у протилеж-
ний бік (рис.15.1). 

У цьому випадку модуль 
швидкості у кінці удару пропо-
рційний модулю швидкості на 
початку удару: 

U kV= , (15.3) 

де  k  - коефіцієнт відновлення 
під час удару. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.15.1 

n  
S  

О  
900 

V  

U  
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Коефіцієнт відновлення k залежить від матеріалу тіла (ку-
лі) та нерухомої поверхні і характеризує природу тіл, які стика-
ються. 

Значення коефіцієнта відновлення для різних тіл визнача-
ється експериментальним шляхом. 

Розрізняють три випадки: 
0k = ,  і отже, швидкість після удару 0U = . Це абсолютно 

непружний удар; 
1k = ,   і отже, швидкість у кінці удару за модулем дорівнює 

швидкості на початку удару; такий удар називається 
абсолютно пружним; 

0 1k< < , у цьому разі U V< . Це характеризує не зовсім 
пружний удар. 

Знаючи масу тіла m, швидкість до удару і коефіцієнт відно-
влення, можна визначити ударний імпульс: 

( )1S m k V= + .   (15.4) 

Випадок косого удару 
 

У цьому випадку швид-
кість V  центра мас тіла на 
початку удару складає з нор-
маллю до поверхні кут α , а 
швидкість U  у кінці удару 
кут β  (рис.15.2). 

У випадку, який розгля-
дається, діючою на тіло (ку-
лю) силою буде нормальна 
реакція поверхні. Імпульс 
цієї реакції S . 

Для нормальних складо-
вих швидкостей у відповідності з рівнянням (15.3): 

n nU k V= .   

Таким чином, основні залежності для косого удару мають 
вигляд (рис.15.2): 

( ), , 1n n nU V U kV S m V kτ τ= = − = + . (15.5) 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Рис.15.2 

τ  

α  

ττ VU =  

β  
U  

n  

S  

nV  

nU  

V  

α  
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Із співвідношень (15.5) можна знайти модуль і напрямок 
швидкості у кінці удару і ударний імпульс, якщо величини 

, ,m V α  і k  відомі. 
Коефіцієнт відновлення при косому ударі є відношенням 

тангенса кута падіння α  до тангенсу кута відбивання β  
(рис.15.2): 

n

n

U tg
k

V tg

α
β

= = . 

Оскільки 1k < , то α β< , тобто кут падіння завжди мен-
ший за кут відбивання. 

 
15.3. Прямий центральний  
удар двох тіл (удар куль) 

 

Прямим центральним ударом двох тіл називається 
такий удар, при якому точка стикання тіл лежить на 
прямій, яка з’єднує їх центри мас, а швидкості центрів 
мас направлені вздовж цієї лінії (рис.15.3). 

Швидкості тіл 
до удару позначені 

1V  і 2V . 
Швидкості тіл 

після удару позначе-
ні 1U  і 2U . 

Для випадку не 

зовсім пружного удару залежність між швидкостями 1 2 1, ,V V U  

і 2U  має вигляд: 

( )1 2 1 2U U k V V− = − − .   (15.6) 

Закон збереження кількості руху системи (тіл 1C  і 2C  ) за-
пишеться у вигляді: 

1 1 2 2 1 1 2 2m U m U m V m V+ = + .  (15.7) 

 
 
 
 
 

Рис.15.3 

1m

 

1V  

2С  

2m

 

2V  

1С  
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Із рівнянь(15.6) і (15.7) одержуються алгебраїчні значення 
абсолютних швидкостей у кінці удару: 

( )( )

( )( )

2
1 1 1 2

1 2

1
2 2 1 2

1 2

1 ,

1 .

m
U V k V V

m m

m
U V k V V

m m

= − + − + 

= + + −
+ 

 (15.8) 

Ударний імпульс, що діє на тіла, які дотикаються, дорівнює: 

( ) ( ) ( )1 2
1 1 1 1 1 2

1 2

2 1

1 ,

.

m m
S m U V k V V

m m

S S

= − = − + − + 
= − 

   (15.9) 

 

 
Абсолютно непружний удар ( )0k =  

У цьому випадку, коли 

1 1 2 2
1 2

1 2

m V m V
U U

m m

+= =
+

,    (15.10) 

обидва тіла після удару рухаються з однаковими швидкостями. 
Діючі на тіла ударні імпульси дорівнюють: 

( )1 2
2 1 1 2

1 2

m m
S S V V

m m
= − = −

+
. 

Абсолютно пружний удар ( )1k =  

У цьому випадку: 

( )

( )

2
1 1 1 2

1 2

1
2 2 1 2

1 2

2
,

2
.

m
U V V V

m m

m
U V V V

m m

= − − + 

= + −
+ 

  (15.11) 

Діючі на тіла ударні імпульси дорівнюють: 

( )1 2
2 1 1 2

1 2

2m m
S S V V

m m
= − = −

+
.  (15.12) 
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Якщо стикаються тіла з однаковою масою, то 

1 2 2 1; .U V U V= =  

Таким чином, у цьому випадку тіла обмінюються швидко-
стями. 

 

15.4. Втрата кінетичної енергії  
при непружному ударі  двох тіл 

 

Якщо удар не зовсім пружний, то тіла, які стикаються, не 
миттєво та не повністю відновлюють свої форми у кінці удару. 
Отже, частина кінетичної енергії, якою володіли ці тіла на поча-
тку удару, витрачається на залишкову їх деформацію, а також на 
нагрівання цих тіл. 

Величина втраченої кінетичної енергії при абсолютно не-
пружному ударі ( )0k =  визначається з виразу: 

( ) ( )2 2
0 1 1 1 2 2

1 1

2 2
T T m V U m V U− = − + − ,      (15.13) 

де  0T  - кінетична енергія системи на початку удару; 

      1T  - кінетична енергія у кінці удару;  

1 2,V V  - швидкості тіл до удару: 
U - спільна швидкість після удару. 
Якщо удар не є абсолютно непружним ( )0k > , то величина 

втраченої кінетичної енергії визначається рівністю: 

( ) ( )2 2
0 1 1 1 1 2 2 2

1 1 1

1 2 2

k
T T m V U m V U

k

−  − = − + − +  
. (15.14) 

 

15.5. Контрольні запитання 
 

 У чому полягає характерна особливість явища удару? 
 Чому замість ударних сил у теорії удару фігурують уда-

рні імпульси? 
 Як записати основне рівняння теорії удару для матеріа-

льної точки? 
 Що називається коефіцієнтом відновлення? 
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 У яких межах знаходяться числові значення коефіцієнта 
відновлення? 

 На що витрачається кінетична енергія при ударі? 
 Яка залежність між кутами падіння і відбивання при 

ударі об гладку нерухому поверхню? 
 Як визначається втрачена при ударі кінетична енергія у 

випадку: 
- абсолютно непружного, 
- непружного ударів? 
 

15.6. Порядок розв’язування задач 
 

Задачі про визначення швидкостей тіл, які стикаються при 
прямому центральному ударі. 

 Спрямувати вісь n  уздовж лінії центрів мас тіл, що сти-
каються. 

 Обчислити проекції початкових швидкостей 1 2,n nV V  
тіл, які стикаються, на вісь n . 

 У випадку непружного удару вирахувати за формулою 
(15.10) проекції загальної швидкості на вісь n  у кінці 
удару тіл, які стикаються. 

 У випадку пружного удару вирахувати проекції на вісь 
n  швидкості за формулами (15.11) і (15.12). 

 Визначити швидкості обох тіл у кінці удару. 
 Вирахувати імпульс миттєвої (ударної) сили за форму-

лою (15.9). 
У випадку удару об нерухому площину можна скористатися 

наведеними формулами, якщо рахувати у них масу нерухомої 
площини нескінченно великою, а швидкість до удару рівною 

нулю, тобто 2 2, 0m V= ∞ = . 
 

15.7. Приклади розв’язування задач 
 

Задача №1 
 

Важка кулька без початкової швидкості (рис.15.4) падає з 
висоти Н=1,5м і після удару об горизонтальну перешкоду під-
німається на висоту h=0,8 м. 
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Визначити коефіцієнт відновлення при ударі. 
 

Розв’язок. У задачі розглядається 
випадок прямого удару у перешкоду. За 
відомою формулою Галілея можна оде-
ржати швидкість кульки на початку 
удару – V та після удару – U :  

2V gH=    та     2U gh= . 

Оскільки  

        
U

k
V

= , 

то  

2 0,8
0,73

1,52

gh h
k

HgH
= = = = . 

Відповідь:  0,73.k =  
 

Задача №2 
 

Сталева куля вагою 2 P H= , падаючи з висоти 4H = м, 
ударяється об сталеву плиту, яку розташовано горизонтально 
(рис.15.4). 

Визначити ударний імпульс та середнє значення ударної 
реакції, якщо час удару становить 0,0002τ = с і коефіцієнт від-

новлення 
5

9
k = . 

Розв’язок. У задачі розглядається центральний удар у неру-
хому перешкоду. Оскільки коефіцієнт відновлення 0 1k< < , то 
у даному випадку центральний удар є не зовсім пружним.  

Для визначення ударного імпульсу S скористуємося залеж-
ністю (15.4): 

( 1)S m k V= + ,    (1) 

де m – маса кулі, 
     V – швидкість кулі у момент початку удару. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.15.4 

Н 

h 
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Визначимо швидкість кулі у момент удару. При вільному 
падінні кулі з висоти H, його швидкість наприкінці падіння до-
рівнює 

2 2 9,81 4 8,86V gH= = ⋅ ⋅ =  м/с. 

Після підстановки у рівняння (1) значень m, k та V 
отримаємо: 

2 5
( 1) 8,86 2,8

9,81 9
S= ⋅ + ⋅ = Н·с. 

Величина середньої ударної реакції CPN  визначимо з виразу: 

2,8
14000 14

0,0002CP
S

N H
τ

= = = = кН. 

 
Відповідь:     2,8 ,         14000 14CPS H c N H= ⋅ = = кН. 

 
Задача № 3 

 

Швидкості центрів ваги двох куль, які рухаються назустріч 

одна одній, дорівнюють 1 15V = /м с , 2 20V = /м с . Маса пер-

шої кулі 1 30m = кг . 
 

Визначити  масу другої кулі 2m , а також значення ударно-

го імпульсу S, якщо після непружного удару ( )0k =  кулі зупи-

нилися. 
Розв’язок. З умов задачі витікає, що рух куль представляє 

собою прямий централь-
ний удар двох тіл. Спря-
муємо вісь n  по лінії 
центрів 1 2C C  (рис.15.5). 

Визначимо проекції 
швидкостей 1V  і 2V  на 
вісь n : 

1 15nV = /м с ,  

 
 
 
 
 
 
 

Рис.15.5 

n  1S1V  
2V  

2С  1С  
2S  
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2 20nV = /м с . 

Удар двох куль, який розглядається, є абсолютно непруж-
ним ( )0k = , тому швидкості куль після удару будуть рівні між 

собою, тобто 1 2n nU U U= = , а оскільки за умовою задачі кулі 
зупинилися, одержимо 

1 2 0n nU U U= = = . 

Використовуючи закон збереження кількості руху системи 
(15.7), запишемо: 

( )1 1 2 2 1 1 2 2 0n nm V m V m U m U+ − = + = . 

Звідки 

1
2 1

2

15
30 22,5

20
n

n

V
m m

V
= = = кг. 

Для визначення ударного імпульсу скористаємося форму-
лою (15.9): 

( ) ( )1 2
1 2 1 2

1 2

1 .n n
m m

S S k V V
m m

= = + −
+

 

З урахуванням числових даних знаходимо: 

( ) ( )1 2
30 22,5

1 0 15 20 450
30 22,5

S S S
⋅= = = +  − −  = +

кгм с ( cH ⋅ ). 

 

Відповідь:  2 22,5m = кг,  450S= кгм с ( cH ⋅ ). 
 
 

Задача № 4 
 
 

Куля вагою 1 50P H=  рухається зі швидкістю 1 15V = /м с , 
поперед неї рухається у тому ж самому напрямку зі швидкістю 

2 2V = /м с  куля вагою 2 80P H= . 
 

Визначити швидкості куль у кінці удару, якщо коефіцієнт 
відновлення 0,5k = . 
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Розв’язок. У даному ви-
падку відбувається не зовсім 
пружний удар куль. Спряму-
ємо вісь n  по лінії центрів 

1C 2C . Визначимо проекції на 

цю вісь швидкостей 1V  і 2V  
до удару (рис.15.6,а): 

1 15nV = /м с ,  2 2nV = /м с . 

Оскільки розглядається 
не зовсім пружний удар, то 
проекції швидкостей куль пі-

сля удару на вісь n визначимо за формулами (15.8): 

( )( )

( )( )

2
1 1 1 2

1 2

1
2 2 1 2

1 2

1 ,

1 .

n n n n

n n n n

m
U V k V V

m m

m
U V k V V

m m

= − + −
+

= + + −
+

 

З урахуванням числових значень знаходимо: 

( )( )
2

1
1 2

80
15 1 0,5 15 2 15 1,5 13 3,0

50 80n

P

g
U

P P

g g

= − + − = − ⋅ ⋅ =
++

/м с , 

( )( )
1

2
1 2

50
2 1 0,5 15 2 2 1,5 13 9,5

50 80n

P

g
U

P P

g g

= + + − = + ⋅ ⋅ =
++

/м с . 

Звідси витікає, що швидкість першої кулі зменшилася, а 
другої збільшилася. При цьому кулі продовжують рухатися у 
тому ж напрямку, на що вказують знаки отриманих швидкостей 
(рис.15.6,б). 

 

Відповідь:  1 3,0nU = /м с ,  2 9,5nU = /м с . 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис.15.6 

)a  

)b  

1U

2С  1С  
1V  2V  

1С  2С  
2U  

n  
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Задача № 5 
 

Дві кулі рухаються назустріч одна одній з рівними за модулем 
швидкостями. Після удару одна з куль залишилась у спокої.  

 

Визначити співвідношення мас куль і швидкість другої 
кулі після удару (рис.15.7), рахуючи удар прямим центральним і 
абсолютно пружним,  

 

Розв’язок. Нехай швидкості куль до удару 1 0V >  і 2 1V V= − , 

а після удару - 1U , яка за 

умовами дорівнює нулю, та 

2U . Оскільки у задачі роз-

глядається абсолютно пру-
жний прямий центральний 
удар, то швидкості куль пі-
сля удару визначаємо за 
залежностями (15.11): 

( )

( )

2
1 1 1 2

1 2

1
2 2 1 2

1 2

2
,

2
.

m
U V V V

m m

m
U V V V

m m

= − −
+

= + −
+

 

З урахуванням даних задачі з першого рівняння одержимо: 

( )2 2
1 1 1 1 1

1 2 1 2

2 2
0 2 ,

m m
V V V V V

m m m m
= −  − −  = − ⋅ + +

 

або 

( )1 1 2 2 14 0V m m m V+ − = . 

Звідси: 

1
1 2 2

2

4 ; 3.
m

m m m
m

+ = =  

Таким чином, куля, яка зупинилася, втричі більша за ма-
сою. 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис.15.7 

1С  2С  1V  2V  
1m  2m  
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З другої формули знаходимо 2U : 

( )
1

2
2 1 1 1

1

2

2 ;
1

m

m
U V V V

m

m

= − +  − −  
+

 

2 1 1 1 1 1 1 1
3 12

2 2 3 2 .
3 1 4

U V V V V V V V= − + ⋅ = − + = − + =
+

 

Одержаний результат означає, що друга куля змінила на-
прямок швидкості на зворотній, бо знак її ми отримали той же, 
що має початкова швидкість першої кулі, а модуль швидкості 
збільшився вдвічі. 

 

Відповідь:      2 12U V= ,      1

2

3.
m

m
=  

 

Задача № 6 
 

Вільно падаюча кулька масою т стикається з нерухомою по-
хилою поверхнею, яка розташована під кутом α  до горизонту. 

 
Визначити напрямок 

швидкості кульки у кінці 
пружного удару, якщо 

030 ,α =  0,8.k =  
Кульку і площину вва-

жати ідеально гладкими.  
 

Розв’язок. З точкою О 
стикання кульки з поверх-
нею пов’яжемо систему ко-
ординат Onτ : вісь Oτ  
спрямуємо по похилій пло-
щині вниз, вісь On - перпе-
ндикулярно до похилої 
площини (рис.15.8). 

Проекції швидкості кульки на початок удару дорівнюють: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.15.8 

n  

β  
О  

1U  

1V  

m  

nU1  

ττ 11 VU =  
nV1  

α  

α  

α  

τ  
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1 1 1 1cos , sin .nV V V Vτα α= =  

Швидкість кульки після удару позначимо як 1U , а кут від-

бивання між віссю On і вектором 1U  - через β . 
Оскільки розглядається випадок косого удару, то проекції 

на осі n і τ швидкості 1U  кульки після удару визначаються за 
залежністю (15.5): 

1 1 1 1 1 1sin , cos .n nU V V U kV kVτ τ α α= = = − = −  

З рис. 15.8 видно, що: 

1

1n

U
tg

U
τβ = . 

Підставляючи сюди значення 1U τ  і 1nU , одержимо: 

1

1

sin
.

cos

V tg
tg

kV k

α αβ
α

= =  

З урахуванням числових значень величин, одержимо: 
0

0

30
0,722,

0,8

0,722 36 .

tg
tg

arctg

β

β

= =

= ≅

 

У випадку абсолютно пружного удару ( )1k =  кут падіння 

α  дорівнює куту відбиття β : 

,
1

tg
tg tg

αβ α= =    тобто   .β α=  

Відповідь:  036 .β ≅  
 

Задача № 7 
 

Дві кулі з масами 1 2m = кг  і 2 3m = кг  підвішені так, як 

показано на рис. 15.9. Перша куля відхиляється на кут 060α =  і 
відпускається без початкової швидкості. Після удару друга куля 

відхиляється на кут 040β = . 
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Визначити коефіцієнт 
відновлення для куль під час 
удару. 

 

Розв’язок. Визначимо 
швидкість 1V  першої кулі у 
момент удару. Для цього 
скористаємося теоремою 
про зміну кінетичної енергії 
кулі на переміщенні 0 1A A : 

1 0 kT T A− =∑ , 

де 0T - кінетична енергія кулі у положенні 0A ; 

      1T  - кінетична енергія кулі у положенні 1A ; 

kA∑ - сума робіт прикладених до кулі сил на переміщенні 0 1A A . 

Запишемо вирази для  0 1,   T T   і  kA∑ : 
2

1 0
0 0

2

m V
T = = ; (оскільки куля починає рух без початкової 

швидкості). 
2

1 1
1 2

mV
T =  ,       де  1V  - швидкість у положенні 1A . 

( ) ( )'
1 1 1 1 1 0kA A P Ph P A O A O= = = −∑ , 

де gmP 11 =  - сила тяжіння першої кулі. 
 
Вважаючи, що А0О=А1О=l, з рис.15.9 витікає: 

( )'
1 1 0 cos 1 cosh A O A O l l lα α= − = − = − . 

Отже, 

( )1 1 coskA m gl α= −∑ . 

Таким чином, теорема про зміну кінетичної енергії першої 
кулі на переміщенні 0 1A A  запишеться у вигляді: 

( )
2

1 1
1 1 cos

2

m V
m gl α= − . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис.15.9 
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Звідси: 

( ) 2
1 2 1 cos 2 2sin 2 sin

2 2
V gl gl gl

α αα= − = = =  

( )02 sin30gl gl= = . 

Застосовуючи ту ж саму теорему про зміну кінетичної енер-
гії для другої кулі на переміщенні 0 1B B , знаходимо швидкість 
центра другої кулі у кінці удару: 

0
2 2 sin 2 sin 20 0,68

2
U gl gl gl

β= = = . 

У даній задачі розглядається прямий центральний удар двох 
куль. У цьому випадку закон збереження кількості руху системи 
з двох куль має вигляд (15.7): 

 

1 1 2 2 1 1 2 2mV m V mU m U+ = + ,   (1) 

а залежність між швидкостями 1 2 1,  ,  V V U  і 2U  визначається за 
формулою (15.6): 

( )1 2 1 2U U k V V− = − − ,    (2) 

де   1V  - швидкість першої кулі до удару; 

      2V  - швидкість другої кулі до удару; 

      1U  - швидкість першої кулі після удару; 

      2U  - швидкість другої кулі після удару. 
З проведених розрахунків і умов задачі витікає: 

1 2 2, 0,68 , 0.V gl U gl V= = =  

Швидкість першої кулі після удару 1U  невідома. 
Таким чином, рівняння (1)  і (2) з урахуванням того, що 

2 0V = , набудуть вигляду: 

1 1 1 1 2 2mV mU m U= + ,   (3) 

1 2 1U U kV− = − .   (4) 
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Розв’язуємо останні рівняння відносно коефіцієнта віднов-
лення k . Для цього з рівняння (4) виразимо невідому швидкість  

1U : 

1 2 1U U kV= −  

і підставимо у рівняння (3): 

( )1 1 1 2 1 2 2 1 2 1 1 2 2mV m U kV m U mU m kV m U= − + = − + . 

Звідки 

( )1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 1 1kmV mU m U mV m m U mV= + − = + − , 

( )1 2 2

1 1

1
m m U

k
mV

+
= − , 

або 

( )1 2

1

0,68
1

m m gl
k

m gl

+
= − , 

( )1 2

1

0,68
1

m m
k

m

+
= − . 

З врахуванням значень мас куль, одержимо: 

( )2 3 0,68
1 0,7

2
k

+ ⋅
= − = . 

 

Відповідь:  0,7k = . 
 

Задачі, які рекомендуються для самостійної роботи: 44.1; 
44.6; 44.8; 44.13; 44.14 [ ]2 . 
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ДОДАТКИ 

 

1. Найпростіші алгебраїчні формули 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ); 

; 

; 

2233

2233

22

babababa

babababa

bababa

+−⋅+=+
++⋅−=−

+⋅−=−
 

( )
( )
( )
( ) .33

;2

;33

;2

32233

222

32233

222

babbaaba

bababa

babbaaba

bababa

+++=+
++=+

−+−=−
+−=−

 

 

2. Формула коренів квадратного рівняння 

Рівняння 02 =++ cbxax , де ,а  ,b  c  – дійсні числа і 0≠a , 
має такі корені: 

.
2

42

2,1 a

acbb
x

−±−=  

 

3. Градуси – радіани 
Перехід від градусів у радіани: ).(0175,0)( градрад αα ⋅=  
Перехід від радіан у градуси:    ).(3,57)( радград αα ⋅=  

 
 

4. Формули подвійного кута 
;cossin22sin ααα ⋅=  ;sin212cos 2 αα −=  

;sincos2cos 22 ααα −=  ;1cos22cos 2 −= αα  

α
αα
21

2
2

tg

tg
tg

−
= .
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5. Формули ділення аргументу навпіл 

.
cos1

cos1

2
                          

;
2

cos1

2
sin                ;

2

cos1

2
cos

α
αα

αααα

+
−±=

−±=+±=

tg
 

6. Формули зниження степеня 

;
2

2cos1
cos           ;

2

2cos1
sin 22 αααα +=−=  

7. Формули додавання аргументу 
( )

( )

( ) .sinsincoscoscos

;
1

;sincoscossinsin

βαβαβα
βα

βαβα

βαβαβα

⋅⋅=±
⋅

±=±

⋅±⋅=±

∓

∓ tgtg

tgtg
tg  

8. Формули перетворення суми тригонометричних   
функцій в добуток 

;
2

cos
2

cos2coscos

;
2

cos
2

sin2sinsin

βαβαβα

βαβαβα

−⋅+=+

⋅±=± ∓

 

( )
.

coscos

sin

;
2

sin
2

sin2coscos

βα
βαβα

βαβαβα

⋅
±=±

−⋅+−=−

tgtg
 

9.  Знаки тригонометричних функцій по квадрантах 
Квадрант Функція 

I II III IV 
sin  + + − − 
cos + − − + 
tg  + − + − 
ctg  + − + − 

х 

у 

I II  

III  О  
О  

IV 
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10.  Значення тригонометричних функцій деяких кутів 
град  0 15 30 45 60 75 90 180  

α   

рад  
 

0 
12
π

 
6
π

 
4
π

 
3
π

 
12
5π

 
2
π

 
 

π  

αsin  0 0,26 0,50 0,71 0,87 0,97 1 0 

αcos  1 0,97 0,87 0,71 0,50 0,26 0 −1 

αtg  0 0,27 0,58 1,00 1,73 3,73 ∞ 0 

αctg  ∞ 3,73 1,73 1,00 0,58 0,27 0 ∞ 

 
11. Формули зведення 

Аргумент х   

Функ-
ція 

 

α−  ( )α
απ

±

±
�90

2
 ( )α

απ
±

±
�180

 ( )α
απ

±

±
�270

23
 ( )α

απ
±

±
�360

2
 

xsin  αsin−  αcos+  αsin∓  αcos−  αsin±  

xcos  αcos+  αsin∓  αcos−  αsin±  αcos+  

xtg  αtg−  ∓ αctg  ± αtg  ∓ αctg  ± αtg  

xctg  αctg−  ∓ αtg  ± αctg  ∓ αtg  ± αctg  

 

12. Формули, які пов’язують функції одного і  
того ж аргументу 

;1cossin 22 =+ αα           ;
cos
sin

α
αα =tg            ;

sin
cos

α
αα =ctg  

 

;1=⋅ αα ctgtg       ;
cos

1
1

2
2

α
α =+ tg       .

sin

1
1

2
2

α
α =+ ctg  
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13. Співвідношення в довільному та прямокутному 
трикутниках 

 cba  , ,  – сторони  трикутника; 

γβα ,,  – внутрішні  кути  трикутника; 

    MN  – середня  лінія  трикутника; 

       bh  – висота трикутника, що опу-
щена на сторону b ; 

Сума кутів трикутника: 

.180�=++ γβα  

Нерівності трикутника: 

;b c a b c− < < +  

;a c b a c− < < +  

.a b c a b− < < +  

Теорема синусів: 

.
sinsinsin γβα

cba ==  

Теорема косинусів: 

;cos2222 αbccba −+=  

;cos2222 βaccab −+=  

.cos2222 γabbac −+=  

Площа трикутника: 

;sin
2

1
sin

2

1

2

1 αγ ⋅⋅=⋅⋅=⋅= cbabhbS b  

( )( )( )cpbpappS −−−=  (формула Герона), 

де  2)( cbap ++=  – півпериметр трикутника. 

А  

В  

С  

М  N  
a  

b  

с  

h b
 

β  

α  γ  
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Прямокутний трикутник: 

b  і c  –  катети,   a  –  гіпотенуза; 
�90=α ,   ;90�=+ γβ  

bcS
2

1=  – площа трикутника; 

222 cba +=  – теорема Піфагора. 

Якщо  30β = �   то   .
2

a
b =  

;sin
a

c=γ  ;cos
a

b=γ  ;
b

c
tg =γ  ;

c

b
ctg =γ  

;sin
a

b=β  ;cos
a

c=β  ;
c

b
tg =β  ;

b

c
ctg =β  

;cossin βγ ⋅=⋅= aac  .cossin γβ ⋅=⋅= aab  

14. Площа )(S  геометричних фігур 

Квадрат Прямокутник Ромб 

   

.2aS =  .baS ⋅=  .221 ddahS ⋅=⋅=  
Трапеція Коло і круг Кільце 

   

;2)( bahS +⋅=  
Середня лінія: 

.2)( baMN +=  

;422 DrS ππ ==  
Довжина кола: 

.2 DrL ππ ==  
.4)(

)(
22

22

dD

rRS

−=

=−=

π

π
 

А  

В  

С  

a  

b  

с  

β  

α  γ  

а  

а  

а  

b  

b  

а  

N  M  
h  

r  

D
 

О  

а  

а  

1d  

2d  
h

 

r  

D
 

О  
R 

d
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Сектор Сегмент Еліпс 

   

;
360

2

�

�απ ⋅⋅= r
S  

Довжина дуги: 

.
180�

�απ ⋅⋅= r
l  

.
360

2

ОABS
r

S ∆−⋅⋅=
�

�απ
 

 

.baS ⋅⋅= π  

15. Визначення похідної від функції 
Використовуються позначення: 

;lim
0 x

y

dx

dy
x ∆

∆=
→∆

  ,lim
0 t

s
s

t ∆
∆=

→∆
ɺ   якщо ( ),tfs =  де t  – час. 

Похідну від функції  ( )xfy =   в точці  0x   позначають 

символом  ( )0xf ′ ,  або  ( )0xy′ .  

По визначенню: 

( ) ( ) ( )
x

xfxxf
xf

x ∆
−∆+

=′
→∆

0

0
0 lim    або   ( )

x

y
xy

x ∆
∆=′

→∆ 0
0 lim . 

16. Правила диференціювання функцій 

Якщо  constc =  (стала величина),  ( )xuu =   та 

( )xvv =  – функції,  які можуть бути здиференційовані по  х , то: 

1. 0;с′ =  4. ( ) ;u uν ν′ ′ ′± = ±  

2. 1;хх′ =  5. ( ) .vuvuvu ′⋅+⋅′=′⋅  

3. ( ) ;с u с u′ ′⋅ = ⋅  6. .
2

'

v

vuvuu ′⋅−⋅′
=









ν
 

r  

О  

α  
А  В  

r  

О  

α  

l  

О  

а  

b
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17. Похідні та диференціали елементарних функцій 

 Похідні Диференціали 
1. 1)( −=′ nn nxx  dxnxdx nn 1−=  

2. ( )
x

x
2

1=
′

 ( )
x

dx
xd

2
=  

3. 
2

11

xx
−=

′








 2

1

x

dx

x
d −=








 

4. ( )x xe e′ =  x xde e dx=  

5. ( ) ,lnaaa хх =
′

( 0)a >  ( ) ,lnadxaad хх = ( 0)a >  

6. ( )
x

x
1

ln =′  ( )
x

dx
xd =ln  

7. ( )
ax

xa ln
1

log =′  ( )
ax

dx
xd a ln

log =  

8. ( ) xx cossin =′  ( ) xdxxd cossin =  

9. ( ) xx sincos −=′  ( ) xdxxd sincos −=  

10. ( )
x

tgx
2cos

1=′  ( )
x

dx
tgxd

2cos
=  

11. ( )
x

ctgx
2sin

1−=′  ( )
x

dx
ctgxd

2sin
−=  

12. ( )
21

1
arcsin

x
x

−
=′  ( )

21
arcsin

x

dx
xd

−
=  

13. ( )
21

1
arccos

x
x

−
−=′  ( )

21
arccos

x

dx
xd

−
−=  

14. ( )
21

1

x
arctgx

+
=′  ( )

21 x

dx
arctgxd

+
=  

15. ( )
21

1

x
arcctgx

+
−=′  ( )

21 x

dx
arcctgxd

+
−=  
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18. Таблиця невизначених інтегралів 

1. ,
1

1

C
n

x
dxx

n
n +

+
=∫

+
( 1).n ≠ −  2. .

cos2
Ctgx

x

dx +=∫  

3. ,
ln

C
a

a
dxa

х
х +=∫  ( 0).a >  4. .Cedxe хх +=∫  

5. .cossin Cxxdx +−=∫  6. .sincos Cxxdx +=∫  

7. .
2

ln
sin

C
x

tg
x

dx +=∫  8. .
sin2

Cctgx
x

dx +−=∫  

9. .ln Cx
x

dx +=∫  10. .cosln Cxtgxdx +−=∫  

11. .sinln Cxctgxdx +=∫  12. .lnln Cxxxxdx +−=∫  

13. .
1

22
C

a

x
arctg

axa

dx +=
+∫  

14. .ln
2

1
22

C
ax

ax

aax

dx +
+
−=

−∫  

15. .arcsin
22

C
a

x

xa

dx +=
−

∫  

16. .ln 22

22
Caxx

ax

dx +±+=
±

∫  

19. Вектор 
 

aeaa ⋅= ,  або   ABeABAB ⋅= , 

де   aa ≡  – модуль або довжина вектора; 

a

a
ea =  – одиничний вектор або орт даного вектора. 

ае  

А  
а  

В  
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20. Додавання векторів 

Вектори додаються за правилами: 

а) паралелограма; б) трикутника; в) замикаючої 

   

c a b= +  c a b= +  .d a b c= + +  

21. Віднімання векторів 
 

c a b= − ,  якщо   b c a+ = . 
 

22. Координатна форма вектора 

x y za a i a j a k= + + , 

де  kji   ,  ,  – орти (взаємно перпендикулярні), які утворюють 
праву трійку координатних осей Ox , Oy , Oz; 

zyx aaa ,,  – проекції вектора на осі координат. 

23. Проекції вектора на координатні осі 

Якщо задані кути ( )πγβαγβα ≤≤ ,,0   , , , утворені век-
тором  a  відповідно з координатними осями  Ox , Oy , Oz, то: 

αcosaax = ; 

βcosaay = ; 

γcosaaz = . 

 

 

 

а  

b  c  

а  

b  
c  а  

b  

c  d  

а  

b  

c  
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Приклади:  

;0=α  0 90 ;α< < �  ;90�=α  90 180 ;α< <� �

 
;180�=α  

     

.aax =  .cosαaax =
 

.0=xa  cos

cos .
xa a

a

α
β

= ⋅ =
= − ⋅

 

.aax −=  

24. Напрямні косинуси 

;cos
a

ax=α     ;cos
a

ay=β     ;cos
a

az=γ  

причому  .1coscoscos 222 =++ γβα  

25. Радіус-вектор точки, його модуль  
та напрямні косинуси 

.r xi y j zk= + +  

.222 zyxrr ++==  

;cos
r

x=α  

;cos
r

y=β  

r

z=γcos . 

26. Скалярний добуток векторів (скаляр) 

( ) ,cosϕabbaba =⋅=⋅   де  ( ).,ba∠=ϕ  

x  

a  

xa <0 
a  
�

�90  
a  

xa >0 

α  

a  

xa >0 

α  
β  

a  

xa <0 

y  

x  

z  

γ  

β  

α  

);;( zyxM  

i  
j  

k  
y  

z  

x  

r  



Теоретична механіка. Посібник для практичних занять 
——————————————————————————— 

621

27. Векторний добуток векторів 

[ ] cbаba =⋅=×  

Вектор c  направлений пер-
пендикулярно до площини, в якій 
лежать вектори, що перемножують-
ся. Його напрям визначається за 
правилом правого гвинта: якщо обе-
ртати головку гвинта по найкорот-
шій відстані від першого множника 
до другого, то напрям руху самого 
гвинта дає напрям  вектора c . 

 

Модуль векторного добутку 

,sinϕ⋅⋅== baсc    де   ( )ba,∠=ϕ . 

28. Деякі фізичні сталі (константи) 

Швидкість світла у вакуумі  10998,2 8⋅=c м с . 

Гравітаційна стала 111067,6 −⋅=G
3

2

м

кг с⋅
. 

Прискорення вільного падіння 
(середнє) 807,9=g 2

м с . 

Маса Землі 241098,5 ⋅=зM кг . 

Середній радіус Землі 61037,6 ⋅=зR м . 

 

29. Моменти інерції 
 

1. Моменти інерції мас, розподілених по лінії 
 

• Дуга кола з центральним кутом αααα2 , рад (рис. 1). 








 −=
α

α
2

2sin
1MR

2

1
I 2

x , 

а  

b  

c a b= ×  

ϕ  

ce  
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 +=
α

α
2

2sin
1MR

2

1
I 2

y ,  

де M  - маса лінії. 
2

yx0 MRIII =+= , 

де  0I  - полярний момент інерції від-
носно точки O , дорівнює моменту 
інерції відносно осі, що проходить че-
рез точку O  перпендикулярно до 
площини Oxy. 

 

• Для повного кола (((( ))))ππππαααα 22 ==== : 

2
yx MR

2

1
II == ,       2

0 MRI = . 

 

2. Моменти інерції мас, розподілених по площині 
 

• Трикутник (рис. 2): 
 

2
x Mh

2

1
I = ,      2

y Mh
18

1
I = , 

 

      2
z Mh

6

1
I = ,     

21

3
2

3
1

h bb

bb
M

6

1
I

+
+= , 

 

      ( )222
C cbaM

36

1
I ++=  , 

 

де a , b , c - довжини сторін трикутника; 
  h - висота трикутника при основі b; 

     C - центр ваги трикутника; 
   hI   - момент інерції відносно осі, що проходить у площи-

ні трикутника через вершину B  перпендикулярно 
до протилежної сторони; 

    CI  - полярний момент інерції. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
             Рис.2 

Рис. 1  
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Для будь-якої осі, що проходить через центр ваги і лежить 
у площині трикутника,  

( )2
3

2
2

2
1C lllM

12

1
I ++= , 

де 1l , 2l , 3l  - відстані вершин трикутника від даної осі. 
 

• Чотирикутник (рис. 3) 
Момент інерції DI  відносно діаго-

налі D  визначається за формулою: 

21

3
2

3
1

D hh

hh
M

6

1
I

+
+= . 

 

Для паралелограма: 
 

ϕ22
1D sinMD

24

1
I = . 

 Рис. 3 
Для ромба: 

2
1D MD

24

1
I =  . 

 

Для прямокутника (рис. 4) зі 
сторонами h  і b : 

 

2
x Mh

12

1
I = ,      2

y Mb
12

1
I = , 

 

2
b Mh

3

1
I = , 

   Рис. 4   
 

ϕ22
D sinMD

24

1
I = ,       ( )22

C hbM
12

1
I += . 

 

Для квадрата моменти інерції визначають з відповідних 
формул для моментів інерції прямокутника, якщо в них поклас-
ти hb = . 
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• Рівнобедрена трапеція (рис. 
5): 

( )2
22

2
x

ba

bab4a
Mh

18

1
I

+
++⋅= , 

ba

b3a
Mh

6

1
I 2

a +
+⋅= , 

ba

ba3
Mh

6

1
I 2
b +

+⋅= , 

( )22
y baM

24

1
I +⋅= . 

 
 

• Правильний многокутник 
 

Для будь-якої осі, що проходить через точку O  і лежить у 
площині многокутника,  

( )22
Dyx aR6M

24

1
III −=== ,  

x0 I2I = ,  
де  a   - сторона многокутника; 
      R  - радіус описаного кола. 
 

• Круг 
 

Для будь-якої осі, що проходить через центр круга в його пло-
щині 

2
D MR

4

1
I =  ,       DC I2I = . 

• Півкруг 
 

Для будь-якого діаметра 
2

D MR
4

1
I = .

 
Полярний момент площини півкруга відносно його центра O  
 

2
0 MR

2

1
I = . 

 

Рис. 5 
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Полярний момент площини відносно центра ваги C  площи-
ни півкруга 








 −=
2C

9

32
1MR

2

1
I

π
 . 

 

• Кругове кільце: 

( )22
D rRM

4

1
I +=  ,       D0 I2I = , 

 

де R  - зовнішній радіус кільця; 
      r  - внутрішній радіус кільця. 
 

Осі проходять через центр кільця. 
 

• Круговий сектор (рис. 1): 
 








 −=
α

α
2

2sin
1MR

2

1
I 2

x ,       






 +=
α

α
2

2sin
1MR

2

1
I 2

y , 

 

.MR
2

1
I 2
0 =  

 

Якщо за полюс узяти центр ваги C  сектора, то 
 

( )
.

29

sin8
1MR

2

1
I

2

2
2

C











−=

α
α

 

 

• Круговий сегмент (рис. 1): 
 










−
−−=

αα
αα

2sin2

4sin2sin2

6

1
1MR

4

1
I 2

x , 

 










−
−+=

αα
αα

2sin2

4sin2sin2

2

1
1MR

4

1
I 2

y , 

 










−
−+=

αα
αα

2sin2

4sin2sin2

6

1
1MR

2

1
I 2
0 . 
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• Еліпс з півосями a  і b  та з центром O : 

2
a Mb

4

1
I = ,       2

b Ma
4

1
I = , 

( )22
0 baM

4

1
I += . 

• Парабола (рис. 6): 
 
 

2
x Mb

5

1
I = ,       2

y Ma
7

3
I = . 

 
2

z Ma
35

8
I = ,      2

C Ma
175

12
I = ,  

 
де CI   -  момент інерції відно-
сно осі, яка проходить через 
центр ваги і паралельно осі z . 
 

 Рис. 6 
 

3. Моменти інерції мас, розподілених по об’єму 
 

Моменти інерції даються 
відносно осей, що  проходять че-
рез центр ваги тіла. Отже, якщо 
ці моменти інерції відомі, то 
знайти моменти інерції відносно 
інших осей можна, користуючись 
формулою 21.15. 
• Прямокутний паралелепіпед з 

ребрами a , b , c  (рис. 7): 

( )22
x cbM

12

1
I += , 

( )22
y caM

12

1
I += , 

( )22
z baM

12

1
I += . Рис. 7 
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• Куб зі стороною a : 

2
zyx Ma

6

1
III ===  . 

 
• Прямий круговий циліндр: 

2
x MR

2

1
I = , 

( )22
zy hR3M

12

1
II +== , 

де R  - радіус циліндра; 
      h  - висота циліндра. 

 

Початок координат знаходиться в центрі ваги циліндра. 
Вісь x  спрямована по осі циліндра. 

 
• Порожнистий циліндр: 

( )22
x rRM

2

1
I +=  ,       







 ++= 222
y h

3

1
rRM

4

1
I , 

де R  і r  - зовнішній і внутрішній радіуси основи циліндра; 
            h  - висота циліндра. 

Початок координат знаходиться у центрі ваги циліндра, 
вісь x  спрямована по осі циліндра. 

 

• Пряма піраміда 
Основа – прямокутник зі сторонами a  і b . Початок коор-

динат у центрі ваги піраміди, вісь Ox проходить через вершину, 
вісь Oy  паралельна стороні a  основи: 

( )22
x baM

20

1
I +=  ,       







 += 22
y h

4

3
bM

20

1
I . 

 

• Прямий круговий конус: 

2
x MR

10

3
I =  ,       







 += 22
y h

4

1
RM

20

3
I , 

де R  - радіус основи; 
      h  - висота конуса. 
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Початок координат у центрі ваги, вісь Ox спрямована по 
осі конуса. 

 

• Зрізаний прямий круговий конус: 
 

33

55

x
rR

rR
M

10

3
I

−
−=

 
,
 

де R  і r  - радіуси основ; 
         Ox - вісь конуса. 
 

• Куля 
Момент інерції відносно діаметра: 

2MR
5

2
I = .

 
 

• Порожниста куля: 

33

55

rR

rR
M

5

2
I

−
−= . 

 

• Оболонка кулі: 
2MR

3

2
I = . 

 
• Півкуля 
 

Якщо початок координат збігається з центром ваги півкулі, 

що лежить на відстані R
8

3
 від геометричного центра кулі, і вісь 

x  проходить через центр кулі, то 

2
x MR

5

2
I = , 

      

2
y MR

320

83
I = ,

 
де M  - маса півкулі. 
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• Кульовий сегмент (рис. 1): 

( )
hR3

hh3,0Rh5,1R2M
I

22

x −
+−= , 

 
де h  - висота сегмента. 
 

• Кульовий сектор (рис. 1): 

( )hR3Mh
5

1
I x −= , 

де h  - висота відповідного сегмента. 
 

• Еліпсоїд 
Моменти інерції відносно головних осей a2 , b2  і c2  ви-

значаються за формулами: 

( )22
a cbM

5

1
I += , 

( )22
b caM

5

1
I += ,       

( )22
C baM

5

1
I += . 

 

• Параболоїд обертання 
(рис. 6): 

2
x Mb

3

1
I =  ,       

( )22
C hb3M

18

1
I += . 

 

• Тор (рис. 8) 
Якщо перетин кільця - ко-

ло радіуса a , то 








 += 22
x a

4

3
RMI , 

Рис. 8 
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 += 22
y a

4

5
RM

2

1
I . 

Якщо перетин кільця - еліпс, то 








 += 22
x a

4

3
RMI , 








 ++= 222
y b

2

1
a

4

3
RM

2

1
I . 

 

Тут ba ≠  - напівосі еліпса; їхнє розташування показано на 
рис. 8. 

Початок координат у центрі симетрії кільця, вісь Ox спря-
мована по осі обертання. 
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