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Ǳ¥°¥¤¬®¢ 

�¨²²¿ ¯°¥ª° ±¥ ³ ¤¢®µ ¢¨¯ ¤ª µ:
ª®«¨ ²¨ ¢Æ¤ª°¨¢ Ä¸ ¬ ²¥¬ ²¨ª³

Æ  ¢· Ä¸ ¬ ²¥¬ ²¨ª¨.

�. Ǳ³ ±±®

�¨±ª°¥²³ ¬ ²¥¬ ²¨ª³ · ±²® ¢¨§ · ¾²¼ ¿ª · ±²¨³ ¬ ²¥¬ ²¨ª¨,

¿ª  ¢¨¢· Ä §¤¥¡Æ«¼¸®£® ² ª §¢ Æ ±ªÆ·¥Æ ±²°³ª²³°¨, ²®¡²® ±ªÆ·¥-

Æ ¬®¦¨¨,   ¿ª¨µ § ¤ ® ¯¥¢Æ ¢Æ¤®¸¥¿, ¹® § ¤®¢®«¼¿¾²¼ ¤¥¿ªÆ

 ª±Æ®¬¨. �¨¯®¢¨© ¯°¨ª« ¤ ±²°³ª²³° |  «£¥¡°¨·Æ ±²°³ª²³°¨: £°³¯¨,

ªÆ«¼¶¿, ¯®«¿ ²®¹®. �¥®°Æ¿ ±ªÆ·¥¨µ £°³¯ ·¨ ±ªÆ·¥¨µ ¯®«Æ¢ ¢µ®-

¤¨²¼ ¤® °®§¤Æ«Æ¢  «£¥¡°¨,   ² ª®¦ ¤¨±ª°¥²®È ¬ ²¥¬ ²¨ª¨. �ªÆ·¥-

Æ ±²°³ª²³°¨ ¢¨¨ª ¾²¼ ¥ «¨¸¥ ¢  «£¥¡°Æ,   © ¢ £¥®¬¥²°ÆÈ, ²®¯®«®£ÆÈ,

¬ ²¥¬ ²¨·®¬³   «Æ§Æ, ²¥®°ÆÈ ©¬®¢Æ°®±²Æ ²  Æ¸¨µ ¬ ²¥¬ ²¨·¨µ ¤¨±-

¶¨¯«Æ µ. �®¨ Ä ¬ ²¥¬ ²¨·¨¬¨ ¬®¤¥«¿¬¨ ¡ £ ²¼®µ ®¡'Äª²Æ¢ Æ ¿¢¨¹

¯°¨°®¤¨ ²  ¤Æ¿«¼®±²Æ «¾¤¨¨: ±²°³ª²³°   ²®¬Æ¢ Æ ¬®«¥ª³«, °®§ª« ¤

§ ¿²¼ ·¨ °³µ³ ¯®È§¤Æ¢, £°  ¢ ¸ µ¨, ¯°®£° ¬  ¤«¿ ª®¬¯'¾²¥°  ²  ± ¬

ª®¬¯'¾²¥° ²®¹®.

�  ¯°®²¨¢ £³ ¤¨±ª°¥²Æ© ¬ ²¥¬ ²¨¶Æ ª« ±¨·  (¥¯¥°¥°¢ ) ¬ ²¥-

¬ ²¨ª  ¢¨¢· Ä ¢« ±²¨¢®±²Æ ¥¯¥°¥°¢®£® µ ° ª²¥°³. � °²® § ³¢ ¦¨²¨,

¹® ¯®¤Æ« ¬ ²¥¬ ²¨ª¨   ¤¨±ª°¥²³ ²  ¥¯¥°¥°¢³ ¤³¦¥ ³¬®¢¨©. �¨¢-

· ¾·¨ ¯¥¢Æ § ¤ ·Æ, ¤®¢®«Æ · ±²® ¢¨ª®°¨±²®¢³¾²¼ ¤¨±ª°¥²Æ ²  ¥¯¥°¥°¢-

Æ ¬¥²®¤¨, ¹® ±¢Æ¤·¨²¼ ¯°® ¢§ Ä¬®¯®¢'¿§ Æ±²¼ ¤¨±ª°¥²®È ²  ¥¯¥°¥°¢-

®È ¬ ²¥¬ ²¨ª¨.

�® ¤¨±ª°¥²®È ¬ ²¥¬ ²¨ª¨ §  ²° ¤¨¶ÆÄ¾  «¥¦ ²¼: ª®¬¡Æ ²®°¨©

  «Æ§, ¡³«¼®¢Æ  «£¥¡°¨, ²¥®°Æ¿ £° ´Æ¢, ²¥®°Æ¿ ª®¤³¢ ¿, ¬®¢¨ ²  £° ¬ -

²¨ª¨, ´³ª¶Æ® «¼Æ ±¨±²¥¬¨, ±ªÆ·¥Æ  ¢²®¬ ²¨ ²  ¤¥¿ªÆ Æ¸Æ ¯Æ¤°®§-

¤Æ«¨. �¨±ª°¥²  ¬ ²¥¬ ²¨ª  ¯®¢'¿§   § ³±Æ¬  °®§¤Æ« ¬¨ ¬ ²¥¬ ²¨ª¨,

 «¥  ©²Æ±Æ¸¥ §  «£¥¡°®¾ Æ ²¥®°ÆÄ¾ ·¨±¥«, ®¡·¨±«¾¢ «¼®¾ ¬ ²¥¬ ²¨-

ª®¾, ²¥®°ÆÄ¾ ©¬®¢Æ°®±²¥©, ¬ ²¥¬ ²¨·®¾ «®£Æª®¾ ²  Æ¸¨¬¨, ¢ ¿ª¨µ

®¡'Äª²¨ ¢¨¢·¥¿ ¬ ¾²¼ ¤¨±ª°¥²¨© µ ° ª²¥°. �±®¡«¨¢³ °®«¼ ³ ¤¨±-

ª°¥²Æ© ¬ ²¥¬ ²¨¶Æ (¿ª Æ ¢ ³±Æ© ¬ ²¥¬ ²¨¶Æ) ¢Æ¤Æ£° Ä ²¥®°Æ¿ ¬®¦¨.

�¥¬¨ ³ ¯®±Æ¡¨ª³ °®§² ¸®¢ ® ¥°Æ¢®¬Æ°® §  ±ª« ¤Æ±²¾ ¢¨ª« ¤¥-

®£® ¬ ²¥°Æ «³. Ǳ°®²¥ ª®¦¥ ±²³¤¥² ¬®¦¥ ¢¨¡° ²¨ ¤®±²³¯¨© ¤«¿ ±¥¡¥

°Æ¢¥¼. �® ª®¦®È ²¥¬¨ ¯Æ¤Æ¡° ® ¢¯° ¢¨ § °Æ§¨µ ¤¦¥°¥«, ¿ªÆ ¬®¦  ¢¨-

ª®³¢ ²¨   ¯° ª²¨·¨µ § ¿²²¿µ Æ ¢¤®¬ .

7



�®§¤Æ« 1

�®¦¨¨ ²  ¢i¤®¸¥¿

� ²¥¬ ²¨ª¨ ¥ ¬ ¾²¼ ±¯° ¢¨ § ®¡'Äª² ¬¨,
  § ¢Æ¤®¸¥¿¬¨ ¬Æ¦ ®¡'Äª² ¬¨; ²®¬³ ¢®¨

¢Æ«¼® § ¬Æ¾¾²¼ ¤¥¿ªÆ ®¡'Äª²¨ Æ¸¨¬¨ ¤®²¨,
¤®ª¨ ¢Æ¤®¸¥¿ § «¨¸ ¾²¼±¿ ¥§¬Æ¨¬¨.

Çµ §¬Æ±² ¥ ¬ Ä § ·¥¿, ¢®¨ ¶Æª ¢Æ «¨¸¥ ´®°¬®¾.

�. Ǳ³ ª °¥

� ³ª  ¯°® ¬®¦¨¨ (²¥®°i¿ ¬®¦¨) | ®¤¨ §  ©¢ ¦«¨¢i¸¨µ °®§¤i-

«i¢ ¬ ²¥¬ ²¨ª¨. �ª · ±²¨  ¬ ²¥¬ ²¨ª¨ ²¥®°i¿ ¬®¦¨ ¢Æ¤®¬  § XIX ±².

Ǳ¥°¸i °¥§³«¼² ²¨ ®¤¥°¦ «¨ ¬ ²¥¬ ²¨ª¨, ¿ªi ±² ¢¨«¨ ¯¥°¥¤ ±®¡®¾ ¬¥-

²³ | °®§°®¡¨²¨ ®±®¢¨ ¬ ²¥¬ ²¨·®£®   «i§³ (�®«¼¶ ®, �¥¤¥ªi¤,

�¾¡³ -�¥©¬®). �i °¥§³«¼² ²¨ §¤¥¡Æ«¼¸®£® ¯®¢'¿§ Æ § ·¨±«®¢¨¬¨ ¬®-

¦¨ ¬¨  ¡® ¬®¦¨ ¬¨ ´³ª¶i©.

� ±®¢¨ª ²¥®°iÈ ¬®¦¨ | i¬¥¶¼ª¨© ¬ ²¥¬ ²¨ª �. � ²®° (1845{

1918) ¯®· ¢ °®§£«¿¤ ²¨ ¤®¢i«¼i ¬®¦¨¨. ÀǱi¤ ¬®¦¨®¾ °®§³¬i¾²¼

®¡'Ä¤ ¿ ¢ ®¤¥ ¶i«¥ ®¡'Äª²i¢, ¹® ¤®¡°¥ °®§°i§¿¾²¼±¿  ¸®¾ i²³È¶i-

Ä¾  ¡®  ¸®¾ ¤³¬ª®¾Á | ² ª¥ ®§ ·¥¿ ¬®¦¨¨ ¤ ¢ ³·¥¨©. �° ¯-

«¿«®±¼ i ² ª¥ ®§ ·¥¿ ¬®¦¨¨: À¶¥ ±³ª³¯i±²¼ ®¡'Äª²i¢ (¥«¥¬¥²i¢),

¹® ¬ ¾²¼ ²³ ·¨ i¸³ ¢« ±²¨¢i±²¼Á. Ǳ®¤i¡i ®§ ·¥¿ ¬ ©¦¥ ¥ ¬ «¨

¦®¤¨µ § ¯¥°¥·¥¼ § ¡®ª³ ¯¥°¥¢ ¦®È ¡i«¼¸®±²i ¬ ²¥¬ ²¨ªi¢. � ª ²°¨-

¢ «®  ¦ ¤® ¯®· ²ª³ XX ±²., ª®«¨ §'¿¢¨«¨±¼ ¯¥°¸i ¯ ° ¤®ª±¨ ( ²¨®¬iÈ)

²¥®°iÈ ¬®¦¨. � ©¢Æ¤®¬Æ¸¨© ¯ ° ¤®ª± � ±±¥« .

1.1. �®¦¨¨

1.1.1. Ǳ ° ¤®ª± � ±±¥« 

Ǳ ° ¤®ª± ±² ¢ ¢Æ¤®¬¨¬ ³ 1903 °. Ǳ¥°¥¤ ²¨¬, ¿ª °®§£«¿³²¨ ¶¥© ¯ ° -

¤®ª±,  £ ¤ Ä¬®, ¹® § ¯¨± x 2 y ®§ · Ä ² ª¥: x | ¥«¥¬¥² ¬®¦¨¨ y.

�  § £ «¼®¯°¨©¿²¨¬¨ ¯®£«¿¤ ¬¨   ¬®¦¨³ i¹® ¥ § ¢ ¦ «® °®§-
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£«¿³²¨ ¬®¦¨³ y ¢±iµ ²¨µ ¬®¦¨ x, ¹® ¥ ¬i±²¿²¼ ±¥¡¥ ¿ª ¥«¥¬¥².

� ¯¨¸¥¬® ¶¾ ¬®¦¨³ y ² ª:

y = fx j x =2 xg:

�¥¯¥° ¬®¦  ±´®°¬³«¾¢ ²¨ § ¯¨² ¿, ·¨ y 2 y? �ª¹® ² ª, ²® § 

®§ ·¥¿¬ y, ¬¨ ¯®¢¨i ¡ ¬ ²¨ y =2 y. �ª¹® ¦ y =2 y, ²® §®¢³ §  ¶¨¬
¦¥ ®§ ·¥¿¬ y 2 y. �¤¥°¦ «¨ ±³¯¥°¥·i±²¼.

Ǳ°¨¡«¨§® ²®¤Æ ¦ ¢Æ¤ª°¨«¨ © i¸i ¯ ° ¤®ª±¨. �¥ ®§ · «®, ¹® ¯®¿²-

²¿ ¯°® ¬®¦¨³ ¿ª ¯°® ¤®¢i«¼³ ±³ª³¯i±²¼ ®¡'Äª²i¢ ²°¥¡  ¯¥°¥£«¿³²¨

² ª, ¹®¡, § ®¤®£® ¡®ª³, §¡¥°¥£²¨ ¢±i ²i £«¨¡®ªi ²  ª° ±¨¢i °¥§³«¼² ²¨

²¥®°iÈ ¬®¦¨, ¿ªi ®¤¥°¦ «¨ ¤® ²®£® · ±³, § Æ¸®£® | ¹®¡ ³ i© ¥ ¢¨-

¨ª «¨ ¯ ° ¤®ª±¨. �«¿ ¤®±¿£¥¿ ¶iÄÈ ¬¥²¨ ¬ ²¥¬ ²¨ª¨ ¢¨¡° «¨ ¸«¿µ,

§ ¯°®¯®®¢ ¨© �. �i«¼¡¥°²®¬ (1862{1943) ³ ¯° ¶i À�±®¢¨ £¥®¬¥²°iÈÁ,

¹® ¢¨©¸«  ³ 1898 °. �³²¼ ¶iÄÈ ¯° ¶Æ ±´®°¬³«¾¢ ¢ �. �i«¼¡¥°² ¤¥¹®

° i¸¥ ³ ¢¨£«¿¤i ¦ °²i¢«¨¢®£® § ³¢ ¦¥¿: À�«i¤ ¤®¡¨²¨±¿ ²®£®, ¹®¡ §

®¤ ª®¢¨¬ ³±¯iµ®¬ ¬®¦  ¡³«® £®¢®°¨²¨ § ¬i±²¼ ²®·®ª, ¯°¿¬¨µ i ¯«®¹¨

¯°® ±²®«¨, ±²i«¼¶i i ¯¨¢i ª³µ«iÁ. �ª¹® £®¢®°¨²¨ ±¥°©®§i¸¥, ²® ®±®¢i

£¥®¬¥²°¨·i ¯®¿²²¿ (²®·ª , ¯°¿¬  i ¯«®¹¨ ) ¥ ®§ · ¾²¼±¿. �®¨

¢¨¨ª ¾²¼ ²i«¼ª¨ ³ §¢'¿§ª³ §  ª±i®¬ ¬¨, ¹® ®¯¨±³¾²¼ ±¯i¢¢i¤®¸¥¿

¬i¦ ¨¬¨.

�. �i«¼¡¥°² °®§£«¿¤ ¢ ®¡'Äª²¨ ²°¼®µ °i§¨µ ±®°²i¢. �¡'Äª²¨ ¯¥°¸®£®

±®°²³ ¢i  §¨¢ Ä ²®·ª ¬¨ i ¯®§ · Ä Èµ ¡³ª¢ ¬¨ A;B;C; : : : . �¡'Äª²¨

i¸¨µ ¤¢®µ ±®°²i¢ | ¯°¿¬¨¬¨ i ¯«®¹¨ ¬¨. �i¦ ¶¨¬¨ ®¡'Äª² ¬¨ i±³-

¾²¼ ¤¥¿ªi ¢i¤®¸¥¿, ¿ªÆ ¢Æ  §¨¢ Ä i¶¨¤¥²i±²¾, ¯ ° «¥«¼i±²¾,

ª®£°³¥²i±²¾ ²®¹®. �« ±²¨¢®±²Æ ¶¨µ ¢i¤®¸¥¼ ®¯¨±³¾²¼  ª±i®¬¨.

�¡'Äª²¨ ²  ¢i¤®¸¥¿ ¬i¦ ¨¬¨ ¥ ¢¨§ · ¾²¼±¿ §¢¨·¨¬¨ ³¿¢«¥¿¬¨

¯°® ¨µ. � ¯°¨ª« ¤, A i B (²®·ª¨) ¬®¦³²¼ ®§ · ²¨ ¡³¤¼-¿ªi ®¡'Äª²¨ § 

³¬®¢¨, ¹® È¬ ¢i¤¯®¢i¤ Ä Ä¤¨¨© ®¡'Äª² l (¯°¿¬ ) ©   «®£i·® ¤«¿ i¸¨µ

 ª±i®¬.

� ³¢ ¦¨¬®, ¹® �. �i«¼¡¥°² ¢¨¬ £ ¢, ¹®¡ ±¨±²¥¬  ±´®°¬³«¼®¢ ¨µ

³ ©®£® ¯° ¶i  ª±i®¬ § ¤®¢®«¼¿«  ² ªÆ «®£i·Æ ¢¨¬®£¨:

¯®¢¨  ¡³²¨ ¯®¢®¾, ²®¡²® ² ª®¾, ¹®¡ § ¥È ¬®¦  ¡³«® ¢¨¢¥±²¨

ª®¦³ ²¥®°¥¬³;

¯®¢¨  ¡³²¨ ¥§ «¥¦®¾, ²®¡²® ¢i¤±³²i±²¼ ®¤ÆÄÈ §  ª±i®¬ °®¡¨²¼

¥¬®¦«¨¢¨¬ ¤®¢¥¤¥¿ µ®· ®¤ÆÄÈ ²¥®°¥¬¨;

¯®¢¨  ¡³²¨ ¥±³¯¥°¥·«¨¢®¾, ²®¡²® ¥ ¤ Ä §¬®£¨ ®¤¥°¦ ²¨ ¤¢i ²¥®-

°¥¬¨, ¹® ±³¯¥°¥· ²¼ ®¤  ®¤i©.
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�®¡ ¯¥°¥²¢®°¨²¨  ³ª³ ¯°® ¬®¦¨¨ ³ ¥±³¯¥°¥·«¨¢³ ¬ ²¥¬ ²¨·-

³ ²¥®°i¾, ¯®²°i¡® ¡³«® ¢i¤¬®¢¨²¨±¿ ¢Æ¤ ®§ ·¥¼ ¯®¿²¼ À¬®¦¨ Á i

À «¥¦¨²¼Á,   °®§£«¿¤ ²¨ ¶i ¯®¿²²¿ ¿ª ¯¥°¢i±Æ. �¥¯¥° ³ ²¥®°ÆÈ ¬®¦¨

°®§£«¿¤ Ä²¼±¿ ª« ± ®¡'Äª²i¢ (ª« ± ¬®¦¨) i ®¤¥ ¢i¤®¸¥¿ x 2 y ¬i¦
¯ ° ¬¨ ¬®¦¨ x i y, ¿ª¥ ·¨² ¾²¼ Àx  «¥¦¨²¼ ¤® yÁ  ¡® Àx Ä ¥«¥¬¥-

²®¬ ¬®¦¨¨ yÁ. Ǳ°® ¶i ®¡'Äª²¨-¬®¦¨¨ ¢i¤®¬® ²i«¼ª¨ ²¥, ¹® ¢®¨

¬ ¾²¼ ¤¥¿ªÆ ¢« ±²¨¢®±²Æ, ±´®°¬³«¼®¢ i ¢  ª±i®¬ µ. � ª³  ª±i®¬ ²¨ª³

²¥®°iÈ ¬®¦¨ ¯®¤ ¬® ³ ¯.1.1.3. ¶¼®£® °®§¤i«³. �«¿ ²®£® ¹®¡ ÈÈ § ¯¨± -

²¨, ³ ¬ ²¥¬ ²¨¶i i±³Ä ±¯¥¶i «¼  «®£i·  ¬®¢  LSet, §  ¤®¯®¬®£®¾ ¿ª®È

¬®¦  § ¯¨± ²¨ ¥ ²i«¼ª¨  ª±i®¬¨,   © ³±i ²¥®°¥¬¨ ²¥®°iÈ ¬®¦¨. �

°¥§³«¼² ²i  ³ª  ¯°® ¬®¦¨¨ ¯¥°¥²¢®°¾Ä²¼±¿ ¢ «®£i·³  ª±i®¬ ²¨·³

²¥®°i¾.

1.1.2. �®¢  LSet

�¨¢·¥¿ ´®°¬ «¼¨µ «®£i·¨µ ¬®¢, ¯°¨±²®±®¢ ¨µ ¤«¿ § ¯¨±³ i ¢¨¢-

·¥¿ °i§®¬ i²¨µ ¬ ²¥¬ ²¨·¨µ ²¥®°i©, Ä ¯°¥¤¬¥²®¬ ¬ ²¥¬ ²¨·®È

«®£iª¨. �®¬³ ¬¨ ®¡¬¥¦¨¬®±¿ ª®°®²ª¨¬ ®¯¨± ¿¬ ¬®¢¨ LSet. �®¢  LSet
¤ Ä §¬®£³ § ¯¨±³¢ ²¨ i ¤®¢¥¤¥¿ ²¥®°¥¬ (¬¨ ¥ ¡³¤¥¬® ¯®¿±¾¢ ²¨ ¶¾

²¥µÆª³, ®±ªÆ«¼ª¨ ¢®   «¥¦¨²¼ ¤® ¬ ²¥¬ ²¨·®È «®£Æª¨).

�³¤¼-¿ª  ¬®¢  ¯®·¨ Ä²¼±¿ §  «´ ¢i²³. �«´ ¢i² ¬®¢¨ LSet ±ª« ¤ -
Ä²¼±¿ § ² ª¨µ £°³¯ ±¨¬¢®«i¢.

1. �®£i·i ±¨¬¢®«¨: : | ¥, ^ | i, _ |  ¡®, ! | ¢¨¯«¨¢ Ä, $ |

²®¤i i ²i«¼ª¨ ²®¤i, 8 | ¤«¿ ¢±iµ, 9 | i±³Ä.

�¨¬¢®«¨ :;^;_;!;$  §¨¢ ¾²¼ «®£i·¨¬¨ §¢'¿§ª ¬¨,   ±¨¬¢®«¨ 8
²  9 | ª¢ ²®° ¬¨ § £ «¼®±²i ²  i±³¢ ¿.

2. �¨¬¢®«¨ §¬i¨µ: x1; x2; : : : ; xn; : : : .

Iª®«¨, ¿ª¹® ¬®¦  ®¡¬¥¦¨²¨±¿ ¢¨ª®°¨±² ¿¬ ¬ «®È ªi«¼ª®±²i §¬i-

¨µ, ²® ¤«¿ Èµ¼®£® ¯®§ ·¥¿ ¢¨ª®°¨±²®¢³¾²¼ ¡³ª¢¨ x; y; z; : : : ¡¥§ i-

¤¥ª±i¢ § ¬¥²®¾ ±ª®°®·¥¿ § ¯¨±i¢.

3. Ǳ°¥¤¨ª ²i ±¨¬¢®«¨: 2|  «¥¦¨²¼ (Ä ¥«¥¬¥²®¬) ²  = | ¤®°i¢-

¾Ä.

4. �®¯®¬i¦i ±¨¬¢®«¨: (, ), ;, : («i¢  ²  ¯° ¢  ¤³¦ª¨, ª®¬ , ª° ¯ª ).

�ªi·¥i ¯®±«i¤®¢®±²i ¡³ª¢  «´ ¢i²³  §¨¢ ¾²¼ ±«®¢ ¬¨. �«¿  ±

¶iª ¢i ¥ ¢±i ±«®¢ ,   «¨¸¥ ²Æ, ¿ªi  §¢¥¬® ´®°¬³« ¬¨.

�ª¹® x ²  y | ±¨¬¢®«¨ §¬i¨µ, ²® ±«®¢  x = y ²  x 2 y  §¨¢ ¾²¼
 ²®¬ °¨¬¨ ´®°¬³« ¬¨. �®°¬³«¨ ¬®¢¨ LSet ®¤¥°¦³¾²¼ §  ²®¬ °¨µ

§  ¤®¯®¬®£®¾ «®£i·¨µ Æ ¤®¯®¬i¦¨µ ±¨¬¢®«i¢.
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�§ ·¥¿ 1.1. �®°¬³«¨ ¬®¢¨ LSet | ¶¥ ²i i ²i«¼ª¨ ²i ±«®¢ , ¿ªi

§ ¤®¢®«¼¿¾²¼ ² ªÆ ³¬®¢¨:

1) ¢±i  ²®¬ °i ´®°¬³«¨ Ä ´®°¬³« ¬¨;

2) ¿ª¹® A i B | ´®°¬³«¨, ²® ±«®¢  :A, (A ^ B), (A _ B), (A ! B),

(A$ B), 8 xA, 9 xA Ä ´®°¬³« ¬¨.

� ³¢ ¦¥¿ 1.1. �®°¬³«¨ :x 2 y ²  :x = y § ¯¨±³¾²¼ ¹¥ ³ ¢¨£«¿¤i

x =2 y ²  x 6= y.

� ¢¥¤¥¬® ¤¥¿ªi ¯°¨ª« ¤¨ ´®°¬³«

8z(z 2 x! z 2 y); (1.1)

8x8y(8z(z 2 x$ z 2 y)$ x = y); (1.2)

:9y8z(z 2 y $ z =2 z): (1.3)

�ª¹® A| ´®°¬³« , x | §¬i , ²® ´®°¬³«¨ 8xA (9xA)  §¨¢ ¾²¼ ®¡-
« ±²¾ ¤iÈ ª¢ ²®°  8x (9x). �µ®¤¦¥¿ §¬i®È x ¢ ´®°¬³«³  §¨¢ ¾²¼
§¢'¿§ ¨¬, ¿ª¹® ¶¥ ¢µ®¤¦¥¿ ¯¥°¥¡³¢ Ä ¢ ®¡« ±²i ¤iÈ ª¢ ²®°  8 x  ¡®

9 x. � i¸®¬³ ¢¨¯ ¤ª³ ¢µ®¤¦¥¿ x  §¨¢ ¾²¼ ¢i«¼¨¬. �¬i  x  §¨-

¢ Ä²¼±¿ ¢i«¼®¾ §¬i®¾ ´®°¬³«¨ C, ¿ª¹® ¢ C § ©¤¥²¼±¿ ¢i«¼¥ ¢µ®-

¤¦¥¿ x i §¢'¿§ ®¾ §¬i®¾ ´®°¬³«¨ C, ¿ª¹® ¢ C § ©¤¥²¼±¿ §¢'¿§ ¥

¢µ®¤¦¥¿ x. � ¯°¨ª« ¤, §¬i  z §¢'¿§   ³ ¢±iµ ´®°¬³« µ (1.1), (1.2),

(1.3), §¬ii x ²  y Ä ¢i«¼¨¬¨ ³ ´®°¬³«i (1.1) i §¢'¿§ ¨¬¨ ³ ´®°¬³-

« µ (1.2) i (1.3). �®°¬³«¨ (1.2) i (1.3) §®¢±i¬ ¥ ¬i±²¿²¼ ¢i«¼¨µ ¢µ®¤¦¥¼

§¬i¨µ. � ªi ´®°¬³«¨ ³ «®£i¶i ¹¥  §¨¢ ¾²¼ °¥·¥¿¬¨. � ³¢ ¦¨¬®,

¹® ¢±i  ª±i®¬¨ ²¥®°iÈ ¬®¦¨, ¿ªi ¬¨ ±´®°¬³«¾Ä¬® ¢  ±²³¯®¬³ ¯ ° -

£° ´i, ¡³¤³²¼ °¥·¥¿¬¨.

�ª¹® A | ´®°¬³« , ¿ª  ¬i±²¨²¼ ¢i«¼i ¢µ®¤¦¥¿ §¬i¨µ x1; x2;

: : : ; xn, ²®, ¹®¡ ¯i¤ª°¥±«¨²¨ ¶¥© ´ ª², ¢¦¨¢ ²¨¬¥¬® § ¯¨± A(x1; : : : ; xn)

§ ¬i±²¼ ª®°®²ª®£® § ¯¨±³ A.

�®¢  LSet ±²¢®°¥  ¤«¿ ²®£®, ¹®¡ ·Æ²ª® §¡³¤³¢ ²¨ ²¥®°Æ¾ ¬®¦¨.

�¯¨±³¾·¨ ¬®¦¨¨ §  ¤®¯®¬®£®¾ ¶ÆÄÈ ¬®¢¨, ¢¢ ¦ ¾²¼, ¹® ±¨¬¢®«¨

§¬i¨µ ±² ®¢«¿²¼ ¤¥¿ª¨© ¥¯®°®¦i© ª« ± U , ®¡'Äª²¨ x; y; : : : ¿ª®£®

Ä ¬®¦¨ ¬¨, ²®¡²® ±¨¬¢®«¨ §¬i¨µ Ä ¯®§ ·¥¿¬¨ ¤«¿ §¬i¨µ ¬®-

¦¨. �°i¬ ²®£®, ¤¢  ®¡'Äª²¨ x i y § ª« ±³ U ¬®¦³²¼ ¡³²¨ §¢'¿§ i ( ¡®

i) ®¤¨¬ § ¤¢®µ ¢i¤®¸¥¼:

x = y ( ¡® x 6= y) ·¨² ¾²¼: x ¤®°i¢¾Ä ( ¡® ¥ ¤®°i¢¾Ä) y;

x 2 y ( ¡® x =2 y) ·¨² ¾²¼: x  «¥¦¨²¼ ¤® y ( ¡® x ¥  «¥¦¨²¼ ¤® y).
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�i§¨¶¿ ¬i¦ ¥«¥¬¥²®¬ i ¬®¦¨®¾ ¥·i²ª . �®¦¨© ®¡'Äª² ª« ±³ U

§ ¢¦¤¨ Ä ¬®¦¨®¾, ¶¥© ®¡'Äª² x Ä ¥«¥¬¥²®¬, ¿ª¹® ¢i § ¯¨± ¨©  

¯¥°¸®¬³ ¬i±¶i ³ ´®°¬³«i x 2 y  ¡® x =2 y. Ǳ®¿²²¿ ¬®¦¨  ²   «¥-

¦¨²¼ Ä ¯¥°¢i±¨¬¨ ¯®¿²²¿¬¨ ²¥®°iÈ ¬®¦¨¨. �®¬³ ¤«¿ ¨µ ¥ ¤ ¾²¼

®§ ·¥¼,   «¨¸¥ ¯®¿±¾¾²¼ ²  ´®°¬³«¾¾²¼  ª±i®¬¨, ¿ªi Èµ §¢'¿§³¾²¼.

1.1.3. �ª±i®¬¨ �¥°¬¥«®-�°¥ª¥«¿

ZF1. �ª±i®¬  ®¡'Ä¬®±²i. � ¯¨¸¥¬® ¶¾  ª±i®¬³, ¢¨ª®°¨±²®¢³¾·¨

¬®¢³ LSet
8x8y�x = y $ 8z(z 2 x$ z 2 y)�:

�ª±i®¬  ZF1 ±²¢¥°¤¦³Ä, ¹® ª®¦  ¬®¦¨  ¶i«ª®¬ ¢¨§ · Ä²¼±¿ ±¢®È¬¨

¥«¥¬¥² ¬¨. ÇÈ ¹¥ ¬®¦  ¯°®·¨² ²¨ ² ª: ¤¢i ¬®¦¨¨ x ²  y °i¢i ²®¤i

i ²i«¼ª¨ ²®¤i, ª®«¨ ª®¦¨© ¥«¥¬¥² ¬®¦¨¨ x  «¥¦¨²¼ ¤® ¬®¦¨¨ y

i  ¢¯ ª¨, ª®¦¨© ¥«¥¬¥² § y  «¥¦¨²¼ i ¤® x. �¥¯¥° ¤«¿ §°³·®±²Æ

¢¢¥¤¥¬® ¹¥ ®¤¥ ¢i¤®¸¥¿ ¬i¦ ¬®¦¨ ¬¨ x � y | ¶¥ ±ª®°®·¥¿

¤«¿ ´®°¬³«¨ 8 z(z 2 x! z 2 y).
�ª¹® x � y, ²® ª ¦³²¼, ¹® ¬®¦¨  x Ä ¯i¤¬®¦¨®¾ ¬®¦¨¨ y.

�®«¨ x � y i x 6= y, ²® x | ¢« ±  ¯i¤¬®¦¨  ¬®¦¨¨ y. � ¯¨± x 6� y
®§ · Ä, ¹® i±³Ä ¥«¥¬¥² ¬®¦¨¨ x, ¿ª¨© ¥ Ä ¥«¥¬¥²®¬ ¬®¦¨¨ y.

ZF2. �ª±i®¬  ¯®°®¦¼®È ¬®¦¨¨. 9 x8 y(:y 2 x): �¿  ª±i®¬ 

£ ° ²³Ä i±³¢ ¿ µ®· ®¤ÆÄÈ ¬®¦¨¨. �®¦¨  x, i±³¢ ¿ ¿ª®È

±²¢¥°¤¦³Ä  ª±i®¬  ZF2, ¥ ¬ Ä ¦®¤®£® ¥«¥¬¥²  i  §¨¢ Ä²¼±¿ ¯®°®¦-

¼®¾ ¬®¦¨®¾. �®  Ä¤¨  §   ª±i®¬®¾ ®¡'Ä¬®±²i ZF1 Æ ¯®§ · Ä²¼±¿

±¨¬¢®«®¬ ;.
ZF3. �ª±i®¬  ¯ °. �ª¹® § ¤ ® ¤¢i ¬®¦¨¨ x ²  y, ²® i±³Ä ¬®¦¨ ,

Ä¤¨¨¬¨ ¥«¥¬¥² ¬¨ ¿ª®È Ä x i y

8x8y9z8t(t 2 z $ t = x _ t = y):

�   ª±i®¬®¾ ®¡'Ä¬®±²i ZF1 i±³Ä ²i«¼ª¨ ®¤  ² ª  ¬®¦¨  z. ÇÈ ¯®§-

 · ¾²¼ ·¥°¥§ fx; yg i  §¨¢ ¾²¼ ¯ °®¾  ¡® ¥¢¯®°¿¤ª®¢ ®¾ ¯ °®¾

¬®¦¨ x i y. �ª¹® x = y, ²® ¡ ·¨¬®, ¹® i±³Ä Ä¤¨  ¬®¦¨  fx; xg,
¿ª  ¬ Ä Ä¤¨¨© ¥«¥¬¥² x. �®¦¨³ fx; xg ¯®§ · ¾²¼ ·¥°¥§ fxg. �°¥¡ 
°®§°i§¿²¨ x i fxg. � ¯°¨ª« ¤, ¬®¦¨  ; ¥ ¬ Ä ¥«¥¬¥²i¢,   ¬®¦¨-
  f;g ¬ Ä «¨¸¥ ®¤¨ ¥«¥¬¥²,   ± ¬¥ ;.
�§ ·¥¿ 1.2. �®¦¨³

�
x; fx; yg	  §¨¢ ¾²¼ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®¾ ¯ -

°®¾ ¬®¦¨ x ²  y. �¯®°¿¤ª®¢ ³ ¯ °³ ±ª®°®·¥® ¯®§ · ¾²¼ (x; y).
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ZF4. �ª±i®¬  ®¡'Ä¤ ¿. �ª¹® x | ¬®¦¨ , ²® i±³Ä ¬®¦¨  y,

¥«¥¬¥² ¬¨ ¿ª®È Ä ¥«¥¬¥²¨ ¥«¥¬¥²i¢ ¬®¦¨¨ x i ²i«¼ª¨ ¢®¨

8x9y8z�z 2 y $ 9t(t 2 x ^ z 2 t)�:
�®¦¨³ y, i±³¢ ¿ ¿ª®È ±²¢¥°¤¦³Ä  ª±i®¬  ZF4,  §¨¢ ¾²¼

®¡'Ä¤ ¿¬ ¬®¦¨ t i ¯®§ · ¾²¼
S
t2x t. �ª¹® x = fa; bg | ¯ ° ,

²® ®¡'Ä¤ ¿
S
t2x t ¯®§ · ¾²¼ a [ b.

ZF5. �ª±i®¬  ±²¥¯¥¿. �«¿ ª®¦®È ¬®¦¨¨ x i±³Ä ¬®¦¨  y, ¹®

¬ Ä ±¢®È¬¨ ¥«¥¬¥² ¬¨ ²i«¼ª¨ ¯i¤¬®¦¨¨ ¬®¦¨¨ x

8x9y8z(z 2 y $ z � x):

�®¦¨  y Ä¤¨  §   ª±i®¬®¾ ZF1. ÇÈ ¯®§ · ¾²¼ 2
x i  §¨¢ ¾²¼ ¬®-

¦¨®¾ ¢±iµ ¯i¤¬®¦¨ ¬®¦¨¨ x  ¡® ¡³«i ®¬ ¬®¦¨¨ x.

ZF6. �ª±i®¬  °¥£³«¿°®±²i. �®¦  ¥¯®°®¦¿ ¬®¦¨  ¥ ¬ Ä

±¯i«¼¨µ ¥«¥¬¥²i¢ § ¤¥¿ª¨¬ ±¢®È¬ ¥«¥¬¥²®¬. �®¢®¾ LSet  ª±i®¬³ °¥-

£³«¿°®±²i § ¯¨±³Ä¬® ² ª:

8x�:x = ; ! 9y(y 2 x ^ y \ x = ;)�;
¤¥ y \ x = ; | ±ª®°®·¥¨© § ¯¨± ¤«¿ :9z(z 2 y ^ z 2 x).
ZF7. �ª±i®¬  ¥±ªi·¥®±²i. 9x�; 2 x ^ 8y(y 2 x! fyg 2 x)�:
�¿  ª±i®¬  £ ° ²³Ä i±³¢ ¿ ¬®¦¨¨, ¹® ¬i±²¨²¼ ¥«¥¬¥²¨ ;, f;g,
ff;gg, fff;ggg; : : : , §  ¤®¯®¬®£®¾ ¿ª¨µ ³ ²¥®°iÈ ¬®¦¨ ¢¢®¤¿²¼±¿  ²³-

° «¼i ·¨±«  0; 1; 2; 3; : : : .

ZF8. �ª±i®¬  ¯i¤±² ®¢ª¨. Ǳ¥°¸ Æ¦ ±´®°¬³«¾¢ ²¨ ¶¾  ª±i®¬³, ¢¢¥-

¤¥¬® ¤¥¿ªi ¯®§ ·¥¿. �¥µ © P (y) | ´®°¬³«  ¬®¢¨ LSet, ¢ ¿ª³ ¢i«¼®
¢µ®¤¨²¼ y. � ¤ «Æ § ¯¨± 9!yP (y) ®§ · ²¨¬¥ ±ª®°®·¥¿ ¤«¿ ´®°¬³«¨

9yP (y) ^ 8x8y(P (x) ^ P (y)! x = y):

�¾ ´®°¬³«³ ¬®¦  ¯°®·¨² ²¨ ² ª: i±³Ä Ä¤¨  ¬®¦¨  y § ¢« ±²¨-

¢i±²¾ P . �ª¹® ¤® ´®°¬³«¨ P ¢i«¼® ¢µ®¤¿²¼ i¸i §¬ii, ª°i¬ y, ²®

9!yP (y) ²°¥¡  °®§³¬i²¨ ¿ª § ¯¨± ´ ª²³, ¹® P § ¤ Ä y ¿ª À¥¿¢³ ´³ª-

¶i¾Á ¢i¤ ¶¨µ i¸¨µ §¬i¨µ.

�° µ®¢³¾·¨ ¶i ±ª®°®·¥¿,  ª±i®¬³ ¯i¤±² ®¢ª¨ ¬®¦  § ¯¨± ²¨ ² ª:

8z1 : : :8zn8u
�
8x�x 2 u! 9!yP (x; y; z1; : : : ; zn)�!
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! 9w8y�y 2 w$ 9x(x 2 u ^ P (x; y; z1; : : : ; zn))��:
�¾  ª±i®¬³ ¬®¦  ¯°®·¨² ²¨: À¿ª¹® P § ¤ Ä y ¿ª ´³ª¶i¾ ¢i¤ x 2 u
¯°¨ ¤®¢i«¼¨µ § ·¥¿µ ¯ ° ¬¥²°i¢ z1; z2; : : : ; zn, ²® ®¡° § ¬®¦¨¨ u

¹®¤® ¶iÄÈ ´³ª¶iÈ Ä ¤¥¿ª®¾ ¬®¦¨®¾ wÁ.

�ª±i®¬  ¯i¤±² ®¢ª¨ | ®¤  §  ©±ª« ¤Æ¸¨µ Æ  ©¬¥¸ ®·¥¢¨¤¨µ

 ª±i®¬ ²¥®°iÈ ¬®¦¨. �  ±«®¢ ¬¨ Ǳ.�¦. �®¥ ,1 À¢®  ±´®°¬³«¼®¢  

 ±²i«¼ª¨ ¯°®¤³¬ ® i °¥²¥«¼®, ¹® (¿ª ¯°¨©¿²® ¢¢ ¦ ²¨!) ¥ ¯°¨§¢®-

¤¨²¼ ¤® ¦®¤®È ±³¯¥°¥·®±²iÁ.

�¢¥°¥¬® ³¢ £³   ²¥, ¹®  ª±i®¬  ¯i¤±² ®¢ª¨ ¥ Ä ®¤ÆÄ¾  ª±i®¬®¾,

  ¶i«®¾ °®¤¨®¾  ª±i®¬ (¯® ®¤i©  ª±i®¬i ¤«¿ ª®¦®È ´®°¬³«¨ P ). �®¡

¯Æ¤ª°¥±«¨²¨ ¶¾ ®¡±² ¢¨³ ³ ² ª®¬³ ¢¨¯ ¤ª³ ª ¦³²¼ ¯°® À±µ¥¬³  ª±i®¬Á.

ZF08. �ª±i®¬  ¢¨¤i«¥¿. �i ±µ¥¬¨  ª±i®¬ ¯i¤±² ®¢ª¨ ¢¨¢®¤¿²¼ ±« ¡¸i

²¢¥°¤¦¥¿, ¿ªi  §¨¢ ¾²¼ ±µ¥¬ ¬¨  ª±i®¬ ¢¨¤i«¥¿. �¨ ±´®°¬³«¾Ä¬®

±µ¥¬³  ª±i®¬ ¢¨¤i«¥¿ ³ ¢¨¯ ¤ª³, ª®«¨ ¤® ´®°¬³«¨ P ¢µ®¤¨²¼ ®¤ 

¢i«¼  §¬i  z. �®¤i P (z) ¬®¦  i²¥°¯°¥²³¢ ²¨ ¿ª ²¢¥°¤¦¥¿, ¹®

¬®¦¨  z ¬ Ä ¢« ±²¨¢i±²¼ P .

�®¢®¾ LSet  ª±i®¬³ ¢¨¤i«¥¿ § ¯¨±³Ä¬® ² ª:
8x9y8z

�
z 2 y $ �

z 2 x ^ P (z)��: (1.4)

�®¦¨  y, i±³¢ ¿ ¿ª®È ±²¢¥°¦³Ä  ª±i®¬  ZF 08, Ä¤¨  §   ª±i®¬®¾
®¡'Ä¬®±²i ZF1. �«¿ ¥È ¢¢®¤¿²¼ ¯®§ ·¥¿ y = fz 2 x j P (z)g:

�¥ ° § § ³¢ ¦¨¬®, ¹®  ª±i®¬  ¢¨¤i«¥¿, ¿ª i  ª±i®¬  ¯i¤±² ®¢ª¨,

¥ Ä ®¤ÆÄ¾  ª±i®¬®¾. �®¢³ ¬ Ä¬® À±µ¥¬³  ª±i®¬Á ¯® ®¤i©  ª±i®¬i ¤«¿

ª®¦®È ¢« ±²¨¢®±²i P .

�¯°®¡³Ä¬® ¢§¿²¨   °®«¼ À ª±i®¬¨Á ² ª¥ ¤³¦¥ ±µ®¦¥    ª±i®¬³ ZF 08
²¢¥°¤¦¥¿: ¤«¿ ª®¦®È ´®°¬³«¨ P (z) i±³Ä ¬®¦¨  y, ¹® ¬ Ä ±¢®È¬¨

¥«¥¬¥² ¬¨ ¬®¦¨¨, ¿ªÆ § ¤®¢®«¼¿¾²¼ ¢« ±²¨¢i±²¼ P (z). � ²¥°¬Æ µ

¬®¢¨ LSet ¶¿ À ª±i®¬ Á ¢¨£«¿¤ «  ¡ ² ª:
9y8z�z 2 y $ P (z)

�
: (1.5)

�®  ¥£ ©® ¦ ¯°¨§¢¥¤¥ ¤® ±³¯¥°¥·®±²¥©. �¯° ¢¤i, ¥µ © P (z) ®§ · Ä

z =2 z. �®¤i § (1.5) ®¤¥°¦¨¬®
9y8z(z 2 y $ z =2 z): (1.6)

1Ǳ.�¦.�®¥ | ®¤¨ §  ©¢Æ¤®¬Æ¸¨µ ¬ ²¥¬ ²¨ªÆ¢ XX ±²., ¿ª¨© ³ 1963°. °®§¢'¿§ ¢

¯°®¡«¥¬³ ª®²¨³³¬³ ¢ ²¥®°ÆÈ ¬®¦¨, §  ¹® ®²°¨¬ ¢ ´Æ«¤±Æ¢±¼ª³ ¯°¥¬Æ¾ |  ©¢¨¹³

¬Æ¦ °®¤³  £®°®¤³ ¢ £ «³§Æ ¬ ²¥¬ ²¨ª¨.
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Ǳ°¨©¬¥¬® ¢ (1.6) z = y. �®¤i

9y(y 2 y $ y =2 y); (1.7)

¹® Ä ±³¯¥°¥·i±²¾. �¿ ±³¯¥°¥·i±²¼ Ä ² ª®¾ ± ¬®¾, ¿ª ¯ ° ¤®ª± � ±±-

¥« .

�ª±i®¬  ¢¨¤i«¥¿ ®§ · Ä, ¹® · ±²¨  ¥«¥¬¥²i¢ z § ¤ ®È ¬®¦¨-

¨ x, ¿ªÆ § ¤®¢®«¼¿¾²¼ ¢« ±²¨¢i±²¼ P , ³²¢®°¾Ä ¬®¦¨³. I ª¸¥ ª -

¦³·¨, ª®¦  ¢« ±²¨¢i±²¼ ¢¨§ · Ä ¯i¤¬®¦¨³ § ¤ ®È ¬®¦¨¨ x.

�ª±i®¬  ZF8 ¡³«  ±´®°¬³«¼®¢    ±²i«¼ª¨ ·Æ²ª®, ¹®¡ § ¥È ¥ ¬®¦ 

¡³«® ¢¨¢¥±²¨ ±³¯¥°¥·®±²Æ ²¨¯³ ¯ ° ¤®ª±³ � ±±¥« .

�iª ¢® ¯¥°¥¢i°¨²¨  ª±i®¬³ ¢¨¤i«¥¿ (1.4)   ¢« ±²¨¢i±²¼ z =2 z. �¨
¬®¦«¨¢  ²¥¯¥° ±³¯¥°¥·i±²¼? �¯°®¡³¢ ¢¸¨ ¯i¤±² ¢¨²¨ ¢ (1.4) z =2 z

§ ¬i±²¼ P (z), ®¤¥°¦³Ä¬®

8x9y8z�z 2 y $ (z 2 x ^ z =2 z)�: (1.8)

Ǳ°¨©¬¥¬® ¢ (1.8) z = y

8x9y�y 2 y $ (y 2 x ^ y =2 y)�: (1.9)

�®¦¥¬® ¤®¢¥±²¨ ² ª³ ²¥®°¥¬³.

�¥®°¥¬  1.1. 8x9y (y =2 x).
�®¢¥¤¥¿. �i°ª³Ä¬® ¢i¤ ±³¯°®²¨¢®£®. �ª¡¨ 9x8y (y 2 x), ²®

§ (1.9) ¢¨¯«¨¢ «® ¡, ¹® 9y(y 2 y $ y =2 y): �«¥ ®±² Æ© § ¯¨± ¢¨° ¦ Ä

±³¯¥°¥·i±²¼.

�¥®°¥¬  1.1 ±²¢¥°¤¦³Ä, ¹® ¤«¿ ª®¦®È ¬®¦¨¨ x i±³Ä ¬®¦¨  y,

¹® ¥  «¥¦¨²¼ ¤® x  ¡®, i ª¸¥ ª ¦³·¨, ¥ i±³Ä ¬®¦¨¨, ¿ª  ¬ Ä

±¢®È¬¨ ¥«¥¬¥² ¬¨ ¢±i ¬®¦¨¨. �®¬³ ¥ ¬®¦  £®¢®°¨²¨ ¯°® ¬®¦¨³

¢±iµ ¬®¦¨.

Ǳ®¢¥°¥¬®±¼ ¹¥ ° § ¤® ´®°¬³«¨ (1.6). �±ªi«¼ª¨ § ¥È ¬¨ ®¤¥°¦ -

«¨ ±³¯¥°¥·i±²¼ (1.7), ²® ¯° ¢¨«¼¥ § ¯¥°¥·¥¿ ´®°¬³«¨ (1.6) i, ®²¦¥,

¤®¢¥¤¥  ² ª  ²¥®°¥¬ .

�¥®°¥¬  1.2. :9y8z(z 2 y $ z =2 z).
�¥®°¥¬  1.2 ±²¢¥°¤¦³Ä, ¹® ¥ i±³Ä ¬®¦¨¨, ¿ª  ¬ «  ¡ ±¢®È¬¨ ¥«¥-

¬¥² ¬¨ ¬®¦¨¨, ¿ªÆ ¥ ¬i±²¿²¼ ±¥¡¥ ¿ª ¥«¥¬¥². �®¬³ ¢ ²¥®°iÈ ¬®¦¨
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¥ ¬®¦  £®¢®°¨²¨ ¯°® À¬®¦¨³ ¢±iµ ¬®¦¨, ¿ªÆ ¥ ¬i±²¿²¼ ±¥¡¥ ¿ª

¥«¥¬¥²Á Æ ¯ ° ¤®ª± � ±±¥«  ®±² ²®·® §Æ¬ Ä²¼±¿.

ZF9. �ª±i®¬  ¢¨¡®°³. �«¿ ²®£® ¹®¡ ±´®°¬³«¾¢ ²¨ ¶¾  ª±i®¬³,  ¬

¯®²°i¡i ¯®¿²²¿ ´³ª¶iÈ ²  ¢i¤®¡° ¦¥¿. �¥µ © a i b ¬®¦¨¨. �³-

ª¶iÄ¾ f  §¨¢ Ä²¼±¿ ² ª  ¬®¦¨  ¢¯®°¿¤ª®¢ ¨µ ¯ ° (¤¨¢.  ª±i®¬³

ZF3) (x; y), ¤¥ x 2 a, y 2 b ¿ª  ¬i±²¨²¼ ¥ ¡i«¼¸¥ i¦ ®¤³ ¯ °³ ¤«¿

ª®¦®£® x 2 a, ²®¡²®�
(x; y) 2 f ^ (x; z) 2 f�! y = z:

�ª¹® ¤«¿ ª®¦®£® x 2 a i±³Ä ² ª¨© y 2 b, ¹® (x; y) 2 f , ²® ´³ª¶i¿ f
 §¨¢ Ä²¼±¿ ¢i¤®¡° ¦¥¿¬ § ¬®¦¨¨ a ¢ ¬®¦¨³ b.

�¥¯¥° ¬®¦  ·Æ²ª® ±´®°¬³«¾¢ ²¨  ª±i®¬³ ¢¨¡®°³

8x
�
:x = ; ! 9f�Àf | ¢i¤®¡° ¦¥¿ § x ¢

[
u2x

uÁ ^

^ 8u((u 2 x ^ :u = ;)! 9v(v 2 u ^ À(u; v) 2 fÁ))��; (1.10)

²®¡²® f ¢¨¡¨° Ä ¯® ®¤®¬³ ¥«¥¬¥²³ § ª®¦®£® ¥¯®°®¦®£® ¥«¥¬¥² 

u 2 x.
I ª¸¥ ª ¦³·¨,  ª±i®¬  ¢¨¡®°³ ®§ · Ä ² ª¥: ¿ª¹® § ¤ ® ¥¯®°®¦-

¾ ¬®¦¨³ x ¥¯®°®¦¨µ ¬®¦¨ u, ²® § ¢¦¤¨ ¬®¦  ¢¨¡° ²¨ § ³±Æµ

¬®¦¨ u ¯® ¥«¥¬¥²³ ®¤® ª²¨¬ ¯°¨©®¬®¬.

�¨° § 1.10 ¥ Ä § ¯¨±®¬  ª±i®¬¨ ¢¨¡®°³ ¬®¢®¾ LSet. �¥© ¢¨° § ¬®¦ 
¯¥°¥²¢®°¨²¨ ³ ¢¨° § ¬®¢¨ LSet, ¿ª¹® § ¯¨± ²¨ ¬®¢®¾ LSet ´° £¬¥²¨
Àf | ¢Æ¤®¡° ¦¥¿Á ²  ¢¨ª®°¨±² ²¨ ¯®¢¨© § ¯¨± ±ª®°®·¥¼ :x = ; ² 
:u = ;.

�ª±i®¬  ¢¨¡®°³ ¬ Ä ®±®¡«¨¢¥ § ·¥¿ ±¥°¥¤ i¸¨µ  ª±i®¬ ²¥®°iÈ ¬®-

¦¨. �®  ±µ®¦    ¯®±²³« ² �¢ª«i¤  ¯°® ¯ ° «¥«¼i ¯°¿¬i ¢ £¥®¬¥²°iÈ.

� £ ¤ Ä¬®, ¿ª¹® ¢ £¥®¬¥²°iÈ § ¬i¨²¨  ª±i®¬³ ¯ ° «¥«¼®±²i ²¢¥°¤¦¥-

¿¬ "·¥°¥§ ²®·ª³ ¯®§  § ¤ ®¾ ¯°¿¬®¾ ¬®¦  ¯°®¢¥±²¨ ¤¢i ¯°¿¬i,

¯ ° «¥«¼i ¤® § ¤ ®È ¯°¿¬®È", ²® ®¤¥°¦¨¬® £¥®¬¥²°i¾ �®¡ ·¥¢±¼ª®£®

¥±³¯¥°¥·«¨¢³, ¿ª¹® ¥±³¯¥°¥·«¨¢  £¥®¬¥²°i¿ �¢ª«i¤ .

�¥µ © ZF� | ±¨±²¥¬   ª±i®¬ �¥°¬¥«®-�°¥ª¥«¿ ¡¥§  ª±i®¬¨ ¢¨¡®-

°³. � ¬¥¨²¨©  ¢±²°i©±¼ª¨© ¬ ²¥¬ ²¨ª �. �¥¤¥«¼ ³ 1939 °. ¤®¢i¢

² ª¥: ¿ª¹® ZF� ¥±³¯¥°¥·«¨¢ , ²® ¢®  § «¨¸ Ä²¼±¿ ¥±³¯¥°¥·«¨¢®¾

i ¯i±«¿ ¯°¨Ä¤ ¿ ¤® ¥È  ª±i®¬¨ ¢¨¡®°³, ²®¡²® i ¢±¿ ±¨±²¥¬   ª±i®¬
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�¥°¬¥«®-�°¥ª¥«¿ ZF ¥±³¯¥°¥·«¨¢ . � 1963 °.  ¬¥°¨ª ±¼ª¨© ¬ -

²¥¬ ²¨ª Ǳ.�¦. �®¥ ¯®ª § ¢, ¹® ZF� § «¨¸ Ä²¼±¿ ¥±³¯¥°¥·«¨¢®¾ i

¯i±«¿ ¯°¨Ä¤ ¿ ¤® ¥È § ¯¥°¥·¥¿  ª±i®¬¨ ¢¨¡®°³.

�¥ ¢±i ¬ ²¥¬ ²¨ª¨ ¡¥§§ ±²¥°¥¦® ª®°¨±²³¾²¼±¿  ª±i®¬®¾ ¢¨¡®°³.

�¥¿ªi ±² ¢«¿²¼±¿ ¤® ¥È § ¯i¤®§°®¾, ²®¬³ ¹® §  ª±i®¬¨ ¢¨¡®°³ ¢¨¯«¨¢ -

¾²¼ ¤®±¨²¼ ¤¨¢i i ¥±¯®¤i¢ i  ±«i¤ª¨, ¿ªÆ ±³¯¥°¥· ²¼  ¸i© i²³È¶iÈ.

� ©¢i¤®¬Æ¸¨¬ § ¨µ Ä ² ª §¢ ¨© ¯ ° ¤®ª± �  µ -� °±¼ª®£®: ¢¨ª®°¨±-

²®¢³¾·¨  ª±i®¬³ ¢¨¡®°³, ¬®¦  °®§¡¨²¨ ª³«¾   ±ªi·¥³ ªi«¼ªi±²¼

· ±²¨, ¿ªi ¬®¦  ¯¥°¥±² ¢¨²¨ ² ª, ¹® ®¤¥°¦¨¬® ¤¢i ª³«i §  °®§¬Æ° ¬¨

°Æ¢Æ ¯®· ²ª®¢Æ© ª³«Æ.

�®¢¥¤¥¿ ²  ª®¬¥² ° ¶¼®£® ®±² ¼®£® °¥§³«¼² ²³ ¬®¦  § ©²¨,

 ¯°¨ª« ¤, ³ [16]. �®¦  ¯®±² ¢¨²¨ § ¯¨² ¿, ·¨ ¬®¦  ®¡Æ©²¨±¼ ¡¥§

 ª±i®¬¨ ¢¨¡®°³? �i¤¯®¢i¤¼ ¥®¤®§ · : ¢®  § «¥¦¨²¼ ¢Æ¤ ª®ª°¥²-

®£® °®§¤Æ«³ ¬ ²¥¬ ²¨ª¨. �ª¹® ©¤¥²¼±¿,  ¯°¨ª« ¤, ¯°® ¤®±«i¤¦¥-

¿ ±ªi·¥¨µ ®¡'Äª²Æ¢, ²® ¬®¦  ®¡Æ©²¨±¿ ¡¥§  ª±Æ®¬¨ ¢¨¡®°³. � ²i©

· ±²¨i ¬ ²¥¬ ²¨ª¨, ¿ª  ¤®±«Æ¤¦³Ä ¥±ªi·¥Æ  ¡±²° ª²Æ ±²°³ª²³°¨,

§®ª°¥¬  ¢  «£¥¡°i, ²®¯®«®£ÆÈ,   «Æ§Æ ²®¹® ¢ ¦ª® ®¡i©²¨±¿ ¡¥§  ª±i®¬¨

¢¨¡®°³.

� ¬ ²¥¬ ²¨¶i ² ª®¦ ¤®¢®¤¨²¼±¿ °®§£«¿¤ ²¨ ¤¥¿ªi ±³ª³¯®±²i ¬®-

¦¨, ¿ªi ¥ Ä ¬®¦¨ ¬¨. � ¯°¨ª« ¤, ¬®¦   ²° ¯¨²¨   ² ªi ²¥°-

¬i¨, ¿ª Àª« ± ¢±iµ ¬®¦¨Á, Àª« ± ¢±iµ £°³¯Á i ².¤. I²³È²¨¢® ª« ±

®§ · Ä ±³ª³¯i±²¼ ¢±iµ ¬®¦¨, ¿ªi ¬ ¾²¼ ¤¥¿ª³ ¢« ±²¨¢i±²¼ P . �¥¿ªi

ª« ±¨ Ä ¬®¦¨ ¬¨,  «¥ ¥ ¢±i. � ¯°¨ª« ¤, ª« ± ¢±iµ ¬®¦¨, ¹® ¥

¬i±²¿²¼ ±¥¡¥ ¿ª ¥«¥¬¥², ¥ Ä ¬®¦¨®¾, ²®¬³ ¹® ¢ ² ª®¬³ ¢¨¯ ¤ª³ ¬¨

¯°¨µ®¤¨¬® ¤® ¯ ° ¤®ª±³ � ±±¥« .

I±³Ä ¹¥ ®¤  ¯®¸¨°¥   ª±i®¬ ²¨ª  ²¥®°iÈ ¬®¦¨, ¿ª   §¨¢ Ä²¼-

±¿  ª±i®¬ ²¨ª®¾ �¥¤¥«¿-�¥° ©± -�¥©¬  . ÇÈ i¤¥¿ ¯®«¿£ Ä ¢ ²®¬³, ¹®

¯°¨©¬ Ä²¼±¿ i¸¥ ¯¥°¢i±¥ ¯®¿²²¿ | ª« ±. �« ±¨ ±ª« ¤ ¾²¼±¿ § ¬®-

¦¨, ²®¡²® ¬®¦¨¨ Ä ¥«¥¬¥² ¬¨ ª« ±i¢. �¨ ¥ ¡³¤¥¬® ¤¥² «¼® ®¯¨-

±³¢ ²¨ ±¨±²¥¬³  ª±i®¬ �¥¤¥«¿-�¥° ©± -�¥©¬   (ÈÈ ¬®¦  § ©²¨,  -

¯°¨ª« ¤, ³ [17]). � ³¢ ¦¨¬®, ¹® ²³² ¯ ° ¤®ª± � ±±¥«  ¥ ¢¨¨ª Ä ²®¬³,

¹® ¢±i ¬®¦¨¨, ¿ªÆ ¥ ¬i±²¿²¼ ±¥¡¥ ¿ª ¥«¥¬¥², ³²¢®°¾¾²¼ ¥ ¬®¦¨³,

  ª« ±.

�¥ ®¤  ¢ ¦«¨¢  ¯°®¡«¥¬  ¢¨¨ª Ä ¯i±«¿ ²®£®, ¿ª ¬¨ ¯°¨©¿«¨ ²³

·¨ i¸³ ±¨±²¥¬³  ª±i®¬ ²¥®°iÈ ¬®¦¨. �¨ § ±²° µ®¢ i ¬¨ ¢i¤ ±³¯¥-

°¥·®±²¥©? �±i ¤®¢¥¤¥¿ ³ ¬ ²¥¬ ²¨¶i, ¿ªi ¢¨ª®°¨±²®¢³¢ «¨ ±¨±²¥¬³

 ª±i®¬ �¥°¬¥«®-�°¥ª¥«¿  ¡® �¥¤¥«¿-�¥° ©± , ¯®ª¨-¹® ¥ ¯°¨§¢¥«¨ ¤®
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±³¯¥°¥·®±²¥©. �²°®£¥ ¤®¢¥¤¥¿ ¥±³¯¥°¥·«¨¢®±²Æ ¶¨µ  ª±Æ®¬ ²¨·¨µ

±¨±²¥¬ ¯®ª¨ ¹® Æµ²® ¥ ®¯³¡«Æª³¢ ¢.

�ª¹® ¦ ª®«¨-¥¡³¤¼ i ¢¨¨ª¥ ±³¯¥°¥·i±²¼, ²® ¶¥ ¥ ¡³¤¥ ª ² ±²°®-

´®¾ ¬ ²¥¬ ²¨ª¨,   ±² ¥  £®¤®¾ ¤«¿ ³²®·¥¿ ²  ¯®¿±¥¿  ¸¨µ

³¿¢«¥¼ ¯°® ±¢i² ¬ ²¥¬ ²¨ª¨ ¢ ®¢Æ© ±¨²³ ¶ÆÈ.

1.1.4. �±®¢i ®¯¥° ¶iÈ  ¤ ¬®¦¨ ¬¨

�°®µ¨ ¬®¤¨´iª³Ä¬®  ¸i ¯®§ ·¥¿. �®¬®¢¨¬®±¿ ¯®§ · ²¨ ¬®¦¨¨

¢¥«¨ª¨¬¨ ¡³ª¢ ¬¨ « ²¨±¼ª®£®  «´ ¢i²³ A;B;C; : : :; X; Y; Z,   ¥«¥¬¥²¨

| ¬ «¨¬¨ « ²¨±¼ª¨¬¨ a; b; c; : : : ; x; y; z.

�¨§ ·¨¬® ®±®¢i ®¯¥° ¶iÈ  ¤ ¬®¦¨ ¬¨.

�¡'Ä¤ ¿ A
S
B ¤¢®µ ¬®¦¨ A i B | ¶¥ ¬®¦¨ , i±³¢ ¿ ¿ª®È

£ ° ²³Ä  ª±i®¬  ®¡'Ä¤ ¿ ZF4

A

[
B = fx j x 2 A _ x 2 Bg:

�i§¨¶¾ A nB ¬®¦¨ A i B ®§ · ¾²¼ ² ª:

A nB = fx 2 A j x =2 Bg:

�³ª³¯Æ±²¼ A nB Ä ¬®¦¨®¾ §   ª±i®¬®¾ ¢¨¤i«¥¿,   ÈÈ Ä¤¨Æ±²¼ ¢¨¯-

«¨¢ Ä §  ª±i®¬¨ ®¡'Ä¬®±²i.

Ǳ¥°¥²¨ A
T
B = A n (A n B). Ǳ¥°¥²¨ A

T
B ¬®¦  ¢¨§ ·¨²¨ i

¯®-i¸®¬³

A

\
B = fx 2 A j x 2 Bg:

�¨¬¥²°¨·³ °i§¨¶¾ A� B ¤¢®µ ¬®¦¨ A i B ®§ · ¾²¼,  ¯°¨ª-

« ¤, ·¥°¥§ °i§¨¶¾ © ®¡'Ä¤ ¿ ² ª®¾ ´®°¬³«®¾:

A� B = (A nB)
[
(B nA): (1.11)

�¨¬¥²°¨·³ °i§¨¶¾ ¬®¦  ² ª®¦ ®§ ·¨²¨ ·¥°¥§ ®¡'Ä¤ ¿, °i§¨¶¾

i ¯¥°¥²¨

A� B = (A
[
B) n (A

\
B):

�i ®¯¥° ¶iÈ i«¾±²°³¾²¼ §  ¤®¯®¬®£®¾ ² ª §¢ ¨µ ¤i £° ¬ �©«¥° -

�¥  (¤¨¢. °¨±. 1.1).
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A B A B A B A B

A [B A nB
A \ B A� B

  ¡ ¢ £

�¨±. 1.1.

1.1.5. �« ±²¨¢®±²i ®±®¢¨µ ®¯¥° ¶i©

�¥®°¥¬  1.3. �¯¥° ¶iÈ ®¡'Ä¤ ¿, ¯¥°¥²¨³ ²  °i§¨¶i ¬ ¾²¼ ² ªÆ

¢« ±²¨¢®±²i:

1) A
S
A = A, A

T
A = A (i¤¥¬¯®²¥²i±²¼

S
² 

T
);

2) A
S
B = B

S
A, A

T
B = B

T
A (ª®¬³² ²¨¢i±²¼

S
² 

T
);

3) (A
S
B)
S
C = A

S
(B
S
C) ( ±®¶i ²¨¢i±²¼

S
), (A

T
B)
T
C =

A

T
(B
T
C) ( ±®¶i ²¨¢i±²¼

T
);

4) (A
S
B)
T
C = (A

T
C)
S
(B
T
C) (¤¨±²°¨¡³²¨¢i±²¼

T
¹®¤®

S
),

(A
T
B)
S
C = (A

S
C)
T
(B
S
C) (¤¨±²°¨¡³²¨¢i±²¼

S
¹®¤®

T
);

5) A
S ; = A, A

T ; = ;;
6) A n (BSC) = (A n B)T(A n C), A n (BTC) = (A n B)S(A n C)

(§ ª®¨ ¤¥ �®°£  ).

�®¢¥¤¥¿. �¡¬¥¦¨¬®±¼ ¤®¢¥¤¥¿¬ ¤¨±²°¨¡³²¨¢®±²i ¯¥°¥²¨³
T

¹®¤® ®¡'Ä¤ ¿
S
: x 2 (ASB)TC $ x 2 ASB^x 2 C $ (x 2 A_x 2

B) ^ x 2 C $ (x 2 A ^ x 2 C) _ (x 2 B ^ x 2 C) $ x 2 ATC _ x 2
B

T
C $ x 2 (A

T
C)
S
(B
T
C). Ǳ°®¯®³Ä¬® ± ¬®±²i©® ¤®¢¥±²¨ i¸i

¢« ±²¨¢®±²i.

�¬i±² ²¥®°¥¬¨ 1.4 ¢Æ¤®¡° ¦ Ä ®±®¢i ¢« ±²¨¢®±²i ±¨¬¥²°¨·®È °i§-

¨¶i.
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A B

C

A B

C

A B

C

A B

C

A� B B � C (A�B) � C A� (B � C)

  ¡ ¢ £

�¨±. 1.2.

�¥®°¥¬  1.4. �¥µ © A;B;C | ¬®¦¨¨, ; | ¯®°®¦¿ ¬®¦¨ .

1. A�B = B �A.
2. (A�B) � C = A� (B � C).
3. A� ; = A.

4. A�A = ;.
5. (A�B)TC = (A

T
C)� (B

T
C).

�« ±²¨¢®±²i 1, 3, 4 ²¥®°¥¬¨ 1.4 ¡¥§¯®±¥°¥¤¼® ¢¨¯«¨¢ ¾²¼ § ®§ -

·¥¼. �®¢¥¤¥¿ ¢« ±²¨¢®±²¥© 2 i 5 ²¥¦ ¯°®±²i, ¯°®²¥ ¤¥¹® £°®¬i§¤ªi¸i.

�®¬³ ¬¨ ®¡¬¥¦¨¬®±¿ i«¾±²° ¶iÄ¾ ¶¨µ ¢« ±²¨¢®±²¥© ¤i £° ¬ ¬¨ �©«¥° -

�¥  (¤¨¢. °¨±. 1.2), § ¯°®¯®³¢ ¢¸¨ ·¨² ·¥¢Æ ¤®¢¥±²¨ Èµ ± ¬®±²i©®.

1.1.6. �®¦¨  2M

�  ª±i®¬¨ ±²¥¯¥¿ ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® ¤«¿ ª®¦®È ¬®¦¨¨M ¬®¦  °®§£«¿³-

²¨ ¬®¦¨³ ¢±iµ ¯i¤¬®¦¨ ¬®¦¨¨ M , ¿ª³ ¯°¨©¿²® ¯®§ · ²¨ 2M .

� ³¢ ¦¨¬® ² ª¥: ¿ª¹® ¬®¦¨ M ±ªi·¥  i ¬ Ä n ¥«¥¬¥²i¢, ²® ¬®-

¦¨  2M ¬ Ä 2n ¥«¥¬¥²i¢ (¤®¢¥¤i²¼ ¶¥!).

�  ¬®¦¨i 2M Æ±³Ä ¢ ¦«¨¢  ®¯¥° ¶i¿ ¤®¯®¢¥¿ A =M nA. �°®-
§³¬Æ«®, ¹® A � M , ¿ª¹® A � M . �°i¬ ²®£®, ®¯¥° ¶iÈ ®¡'Ä¤ ¿

S
, ¯¥-

°¥²¨³
T
, °i§¨¶i ²  ±¨¬¥²°¨·®È °i§¨¶i ¯i¤¬®¦¨ ¬®¦¨¨ M §®¢³

¯°¨¢®¤¿²¼ ¤® ¯i¤¬®¦¨ ¬®¦¨¨ M . �Æ ®¯¥° ¶iÈ ¬ ¾²¼ ¢« ±²¨¢®±²i,

¯¥°¥° µ®¢ i ³ ²¥®°¥¬ µ 1.3 i 1.4. �®¤ ²ª®¢®, «¥£ª® ¯¥°¥ª® ²¨±¿, ¹®

¯° ¢¨«¼Æ ² ªÆ °Æ¢®±²Æ: A
S
B = A

T
B, A

T
B = A

S
B, A

S
M = M ,

A

T
M = A, A = A.
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�§ ·¥¿ 1.3. �¥µ © U | ¯Æ¤¬®¦¨  ¬®¦¨¨ M . �Æ¤®¡° ¦¥¿

fU :M ! f0; 1g ¤«¿ ¿ª®£®

fU (x) =

(
1; ¿ª¹® x 2 U;
0; ¿ª¹® x =2 U

 §¨¢ Ä²¼±¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·®¾ ´³ª¶ÆÄ¾ ¯Æ¤¬®¦¨¨ U .

1.1.7. �¥ª °²®¢¨© ¤®¡³²®ª

�§ ·¥¿ 1.4. �¥µ © A i B | ¤¢i ¬®¦¨¨. �¥ª °²®¢¨© ¤®¡³²®ª

A � B ¬®¦¨ A i B ®§ · ¾²¼ ¿ª ¬®¦¨³ ¢±iµ ¢¯®°¿¤ª®¢ ¨µ ¯ °

(a; b), ¤¥ a 2 A i b 2 B
A� B = f(a; b) j a 2 A ^ b 2 Bg:

� ¯°¨ª« ¤, ¿ª¹® A = f0; 1; 2g i B = f0; 7g, ²®¡²® A ±ª« ¤ Ä²¼±¿ §

·¨±¥« 0; 1; 2,   B | § ·¨±¥« 0 i 7, ²® A�B ±ª« ¤ Ä²¼±¿ § ² ª¨µ ¯ ° ·¨±¥«:

A� B = f(0; 0); (0; 7); (1; 0); (1; 7); (2; 0); (2; 7)g:
�¥ª °²®¢¨© ¤®¡³²®ª ¬®¦¨ §°³·® i«¾±²°³¢ ²¨ §  ¤®¯®¬®£®¾ ¯°¿-

¬®ª³²¨ªi¢, ²®·ª¨ ±²®°i ¿ª¨µ ®²®²®¦¾¾²¼±¿ § ¥«¥¬¥² ¬¨ ¬®¦¨ A

i B (¤¨¢. °¨±. 1.3). �®¤i ¥«¥¬¥²¨ ¤¥ª °²®¢¨µ ¤®¡³²ªi¢ ®²®²®¦¾¾²¼±¿

§ ²®·ª ¬¨ ¯°¿¬®ª³²¨ªi¢.

s

s

s

a

b

A

B

(a; b) 2 A� B

�¨±. 1.3.

�  ±²³¯i© ²¥®°¥¬i  ¢¥¤¥® ¤¥¿ªi  ©¯°®±²i¸i ¢« ±²¨¢®±²i ¤¥ª °-

²®¢¨µ ¤®¡³²ªi¢.
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�¥®°¥¬  1.5. 1. (A
T
B)� C = (A� C)T(B � C),

C � (A
T
B) = (C � A)T(C � B).

2. (A
S
B)�C = (A�C)S(B�C), C�(ASB) = (C�A)S(C�B).

3. (A1

T
A2)� (B1

T
B2) = (A1 � B1)

T
(A2 �B2).

4. (A nB)�C = (A�C) n (B �C), C � (A nB) = (C�A) n (C�B).
5. A�B = ; , A = ; _B = ;.
Ǳ°®¯®³Ä¬® ·¨² ·¥¢i ¤®¢¥±²¨ ¶i ¢« ±²¨¢®±²i ± ¬®±²i©®.

1.1.8. �§ £ «¼¥¿   ¢¨¯ ¤®ª °®¤¨¨ ¬®¦¨

�¥µ © ¬ Ä¬® ¬®¦¨³ B, ¥«¥¬¥²¨ A ¿ª®È Ä ¬®¦¨ ¬¨. � ² ª®¬³ ¢¨-

¯ ¤ª³ £®¢®°¿²¼ ¯°® °®¤¨³ ¬®¦¨. �ª±i®¬  ¢¨¡®°³ ¤®§¢®«¿Ä ¢¨¡° ²¨

³ ª®¦i© ¬®¦¨i ¯® ¥«¥¬¥²³ i 2 A. �®¦¨³ ¢±iµ ¢¨¡° ¨µ ¥«¥¬¥²i¢

¯®§ ·¨¬® ¡³ª¢®¾ I. �ª¹® ³ ¬®¦¨i A ¢¨¡° ¨© ¥«¥¬¥² i 2 I, ²® ¶¾
¬®¦¨³ ¯®§ · ¾²¼ Ai, °®¤¨³ ¬®¦¨ B ¯®§ · ¾²¼ fAigi2I . �«¿

°®¤¨¨ ¬®¦¨ ¬®¦  ¢¨§ ·¨²¨ ®¯¥° ¶iÈ ®¡'Ä¤ ¿ ²  ¯¥°¥²¨³[
i2I

Ai = fx j 9i 2 I ^ x 2 Aig;\
i2I

Ai = fx j 8i 2 I x 2 Aig:

�¥µ © fAigi2I | °®¤¨  ¬®¦¨. �¥ª °²®¢¨¬ ¤®¡³²ª®¬
Q

i2I Ai ¶i-

ÄÈ °®¤¨¨  §¨¢ Ä²¼±¿ ¬®¦¨  ¢±iµ ¢i¤®¡° ¦¥¼ (¤¨¢. ®§ ·¥¿ ¢i¤®-

¡° ¦¥¿ ¢ ¯. 1.1.3. ¯¥°¥¤ ´®°¬³«¾¢ ¿¬  ª±i®¬¨ ZF8) f : I !
S
i2I Ai

² ª¨µ, ¹® f(i) 2 Ai ¤«¿ ¢±iµ i 2 I.
�ª±i®¬  ¢¨¡®°³ ±²¢¥°¤¦³Ä, ¹® ¤¥ª °²®¢¨© ¤®¡³²®ª ¥¯®°®¦¼®È °®-

¤¨¨ ¥¯®°®¦iµ ¬®¦¨ Ä ¥¯®°®¦i¬.

�ª¹® Ai = A ¤«¿ ¢±iµ i 2 I, ²® ±ª®°®·¥® ¯®§ ·¨¬® ¤¥ª °²®¢¨©

¤®¡³²®ª
Q

i2I Ai ·¥°¥§ A
I Æ  §¢¥¬® ¶¾ ¬®¦¨³ ¤¥ª °²®¢¨¬ ±²¥¯¥¥¬

¬®¦¨¨ A. �¥ª °²®¢¨© ¤®¡³²®ª A � � � � � A| {z }
n ° §i¢

=
Qn

i=1An ¯®§ · Ä²¼±¿

·¥°¥§ An. �¥ ¬®¦¨  ¢±iµ ¢¯®°¿¤ª®¢ ¨µ ¯®±«i¤®¢®±²¥© § n ¥«¥¬¥²i¢

¬®¦¨¨ A (¢¯®°¿¤ª®¢ ¨µ n-®ª ¬®¦¨¨ A).
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1.2. �i¤®¸¥¿

1.2.1. �§ ·¥¿ ²  ¯°¨ª« ¤¨ ¢i¤®¸¥¼

�§ ·¥¿ 1.5. �i °¨¬ ¢i¤®¸¥¿¬ R ¬i¦ ¬®¦¨ ¬¨ A i B  -

§¨¢ Ä²¼±¿ ¯i¤¬®¦¨  R ¤¥ª °²®¢®£® ¤®¡³²ª³ A� B.
n-¬i±¨¬ ¢i¤®¸¥¿¬ ¬i¦ ¬®¦¨ ¬¨ A1; : : : ; An  §¨¢ ¾²¼ ¯i¤-

¬®¦¨³ ¤¥ª °²®¢®£® ¤®¡³²ª³ A1 � � � � � An =
Qn

i=1Ai.

� ¢¨¯ ¤ª³, ª®«¨ A1 = � � � = An = A, ²® ª ¦³²¼ ¯°® n-¬i±¥ ¢i¤®-

¸¥¿   ¬®¦¨i A.

�¤¥¡Æ«¼¸®£® ¬¨ °®§£«¿¤ ²¨¬¥¬® ¡i °Æ ¢i¤®¸¥¿ (n = 2). � ¢¥-
¤¥¬® ¤¥ªi«¼ª  ¯°¨ª« ¤i¢ ¡i °¨µ ¢i¤®¸¥¼:

1) f(0; 1); (0; 3); (1; 2)g � f0; 1; 5g � f1; 2; 3g.
f(0; 1); (0; 3); (1; 2)g | ¡i °¥ ¢i¤®¸¥¿ ¬i¦ ¬®¦¨ ¬¨ f0; 1; 5g i f1; 2; 3g;

2) ¡³¤¼-¿ª  ¯i¤¬®¦¨  ¬®¦¨¨ R2 Ä ¡i °¨¬ ¢i¤®¸¥¿¬   ¬®¦¨i ¤i©±¨µ

·¨±¥«. �  °¨±. 1.4 §®¡° ¦¥® ¤¥ªi«¼ª  ² ª¨µ ¢i¤®¸¥¼. �¯°®¡³©²¥ ¢¯Æ§ ²¨ ±¥°¥¤
¨µ ¢Æ¤®¬Æ ¢Æ¤®¸¥¿ ¬Æ¦ ·¨±« ¬¨;

3) ¢i¤®¸¥¿   ±ªi·¥i© ¬®¦¨i A = fa1; : : : ; ang ¬®¦  ®¯¨±³¢ ²¨ ¬ ²°¨¶¿¬¨

 ¡® £° ´ ¬¨. Ǳ®¿±¨¬®   ¯°¨ª« ¤i ¿ª ¶¥ °®¡¨²¨. �¥µ © A = f0; 1; 2; 3g, R =

f(0; 1), (0; 3), (1; 2), (1; 3), (2; 2)g. �®¤i ¢i¤®¸¥¾ R ¬®¦  ¯®±² ¢¨²¨ ³ ¢i¤¯®¢i¤i±²¼

² ¡«¨¶¾ (¬ ²°¨¶¾ ¶¼®£® ¢i¤®¸¥¿)

0 1 2 3

0 0 1 0 1

1 0 0 1 1

2 0 0 1 0

3 0 0 0 0

� £ «®¬ ¢i¤®¸¥¾   ¬®¦¨i A = fa1; : : : ; ang ±² ¢«¿²¼ ³ ¢i¤¯®¢i¤i±²¼ ª¢ ¤° ²³
² ¡«¨¶¾ § n °¿¤ªi¢ i n ±²®¢¯¶i¢, ¯°¨·®¬³   ¯¥°¥²¨i i-£® °¿¤ª  i j-£® ±²®¢¯¶¿ ±²®-

È²¼ 1, ¿ª¹® (ai; aj) 2 R i 0 ¢ i¸®¬³ ¢¨¯ ¤ª³. �²¦¥, ¥«¥¬¥² ¬¨ ¬ ²°¨¶Æ ¢Æ¤®¸¥¿

Ä § ·¥¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·®È ´³ª¶ÆÈ FR ¯Æ¤¬®¦¨¨ R � A
2.

�¥ ¦ ¢i¤®¸¥¿ ¬®¦  §®¡° §¨²¨ ³ ¢¨£«¿¤i £° ´ , ²®¡²® ¬®¦¨¨ ²®·®ª   ¯«®-

¹¨i, ¤¥¿ªi § ¿ª¨µ §'Ä¤ i ±²°i«ª ¬¨. �®¡ ¡i °¥ ¢i¤®¸¥¿ §®¡° §¨²¨ £° ´®¬,

¬¨ ±² ¢¨¬® ³ ¢i¤¯®¢i¤i±²¼ ¥«¥¬¥² ¬ ¬®¦¨¨ A = fa1; : : : ; ang ¤¥¿ªi ²®·ª¨ ¯«®¹¨-

¨. �ª¹® (ai; aj) 2 R, ²® §'Ä¤³Ä¬® ²®·ª¨, ¢i¤¯®¢i¤i ¥«¥¬¥² ¬ ai i aj, ±²°i«ª®¾ §

ªi¶¥¬ ³ ²®·¶i, ¢i¤¯®¢i¤i© aj i § ¯®· ²ª®¬ ³ ²®·¶i, ¢i¤¯®¢i¤i© ai.

�¡'Ä¤ ¿ i ¯¥°¥²¨ ¤¢®µ ¢i¤®¸¥¼ ¬i¦ ¬®¦¨ ¬¨ A1; : : : ; An |

¶¥ ¢i¤¯®¢i¤® ®¡'Ä¤ ¿ ²  ¯¥°¥²¨ ¢i¤¯®¢i¤¨µ ¯i¤¬®¦¨ ¤¥ª °²®¢®-

£® ¤®¡³²ª³.
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-

6

s

x

y

O

1

-

6

s

x

y

O

1

-

6

s

x

y

O

1

-

6

s

x

y

O

1

s

jx+ yj � 1
0 � y � 1

x = y

x � y

�¨±. 1.4.

�ª¹® R1 � A�B i R2 � B�C | ¤¢  ¡i °Æ ¢i¤®¸¥¿, ²® ¬®¦ 

¢¨§ ·¨²¨ ¤®¡³²®ª ¢i¤®¸¥¼ R2 Æ R1. �®¡³²®ª R2 Æ R1 | ¶¥ ² ª 

¯i¤¬®¦¨  ¤¥ª °²®¢®£® ¤®¡³²ª³ A� C:

R2 ÆR1 = f(a; c) 2 A� C j 9b (a; b) 2 R1 ^ (b; c) 2 R2g:

�¥µ © R � A � B | ¡i °¥ ¢i¤®¸¥¿. �®¤i ®¡¥°¥¥ ¢i¤®¸¥-

¿ R�1 Ä ² ª®¾ ¯i¤¬®¦¨®¾ ¤¥ª °²®¢®£® ¤®¡³²ª³ B � A:

R
�1 = f(b; a) 2 B � A j (a; b) 2 Rg:

�«¿ ¡i °®£® ¢i¤®¸¥¿ R §°³·Æ¸¥ ¯¨± ²¨ aRb § ¬i±²¼ (a; b) 2 R.
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1.2.2. �i¤®¸¥¿ ¥ª¢i¢ «¥²®±²i

�§ ·¥¿ 1.6. �i¤®¸¥¿ R   ¬®¦¨i A  §¨¢ Ä²¼±¿ ¢i¤®¸¥-

¿¬ ¥ª¢i¢ «¥²®±²i, ¿ª¹® ¢®® ¬ Ä ² ªi ¢« ±²¨¢®±²i:

1) 8a 2 A (a; a) 2 R (°¥´«¥ª±¨¢i±²¼);

2) 8a; b 2 A (a; b) 2 R! (b; a) 2 R (±¨¬¥²°¨·i±²¼);

3) 8a; b; c 2 A (a; b) 2 R ^ (b; c) 2 R! (a; c) 2 R (²° §¨²¨¢i±²¼).

�i¤®¸¥¿ ¥ª¢i¢ «¥²®±²i ¤³¦¥ ¢ ¦«¨¢¥ ¢i¤®¸¥¿ ³ ¬ ²¥¬ ²¨¶i.
� ¢¥¤¥¬® ¤¥ªi«¼ª  ¯°¨ª« ¤i¢ ¢i¤®¸¥¼ ¥ª¢i¢ «¥²®±²i.

1. �¥µ © A | ¤®¢i«¼  ¬®¦¨ . Ǳ°¨©¬¥¬® (x; y) 2 R, ¿ª¹® x = y. �¥£ª® ¯¥°¥-

ª® ²¨±¿ ³ ²®¬³, ¹® ¢i¤®¸¥¿ x = y | °¥´«¥ª±¨¢¥, ±¨¬¥²°¨·¥ ²  ²° §¨²¨¢¥.

�²¦¥, °i¢i±²¼ Ä ¢i¤®¸¥¿¬ ¥ª¢i¢ «¥²®±²i. �®¬³ ¥ª¢i¢ «¥²i±²¼ ¬®¦  ¢¢ ¦ ²¨

³§ £ «¼¥¿¬ °i¢®±²i.

2. �¥µ © M | ¬®¦¨  ¢±iµ ®¯³ª«¨µ ¬®£®ª³²¨ªi¢   ¯«®¹¨i. �«¿ x; y 2 M

°®§£«¿¥¬® ² ªÆ 5 ¢i¤®¸¥¼:

a) xR1y ²®¤i i ²i«¼ª¨ ²®¤i, ª®«¨ ¬®£®ª³²¨ª¨ x ²  y ª®£°³¥²i;

¡) xR2y ²®¤i i ²i«¼ª¨ ²®¤i, ª®«¨ ¬®£®ª³²¨ª¨ x ²  y ¬ ¾²¼ ®¤ ª®¢³ ¯«®¹³;
¢) xR3y ²®¤i i ²i«¼ª¨ ²®¤i, ª®«¨ x ²  y ¬ ¾²¼ ®¤ ª®¢i ¯¥°¨¬¥²°¨;

£) xR4y ²®¤i i ²i«¼ª¨ ²®¤i, ª®«¨ ¢®¨ ¬ ¾²¼ ®¤ ª®¢i ªi«¼ª®±²i ±²®°i;

¤) xR5y ²®¤i i ²i«¼ª¨ ²®¤i, ª®«¨ x ²  y ¯®¤i¡i.

�±i ¢i¤®¸¥¿ R1; : : : ;R5 Ä ¢i¤®¸¥¿¬¨ ¥ª¢i¢ «¥²®±²i. � ³¢ ¦¨¬®, ¹® R5 � R4.

3. N| ¬®¦¨   ²³° «¼¨µ ·¨±¥«, R � N2

R = f(m;n) 2 N2 jm ¤i«¨²¼±¿   ng:

�i¤®¸¥¿ R ¥±¨¬¥²°¨·¥, ²®¬³ ¢®® ¥ Ä ¢i¤®¸¥¿¬ ¥ª¢i¢ «¥²®±²i.

�ª¹® R | ¢i¤®¸¥¿ ¥ª¢i¢ «¥²®±²i   ¬®¦¨i A, ²® § ¬i±²¼

(a; b) 2 R ¯°¨©¿²® ¯¨± ²¨ a�
R

b  ¡®, ¹¥ ª®°®²¸¥, a � b.

1.2.3. �®§¡¨²²¿ ²  ¢i¤®¸¥¿ ¥ª¢i¢ «¥²®±²i

�§ ·¥¿ 1.7. �ª¹® ¬®¦¨  A Ä ®¡'Ä¤ ¿¬ ±ªi·¥®È  ¡® ¥-

±ªi·¥®È ±i¬'È ¬®¦¨ fAigi2I, ¯°¨·®¬³ Ai

T
Aj = ; ¤«¿ i 6= j, ²®

ª ¦³²¼, ¹® § ¤ ¥ °®§¡¨²²¿ ¬®¦¨¨ A.

� ¢¥¤¥¬® ¤¥ªi«¼ª  ¯°¨ª« ¤i¢ °®§¡¨²²i¢.

1. �¥µ © Z| ¬®¦¨  ¶i«¨µ ·¨±¥«, 2Z= f0;�2;�4; : : : g | ¬®¦¨  ¯ °¨µ ·¨±¥«.
�®¤i 2Z

S
(Zn 2Z) | °®§¡¨²²¿ ¬®¦¨¨ Z. �¡'Ä¤ ¿

f0g
[
f1;�1g

[
f2;�2g

[
� � �
[
fn;�ng

[
: : :

Ä ² ª®¦ °®§¡¨²²¿¬ ¬®¦¨¨ Z.
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As

�¨±. 1.5.

2. R| ¬®¦¨  ¤i©±¨µ ·¨±¥«. Ai = f(x; y) 2R2 j x2 + y
2 = i

2g, ¤¥ i 2R, i � 0. �®¤i

R2 =
S
i2R;i�0 Ai | °®§¡¨²²¿ ¬®¦¨¨ R2 (¤¨¢. °¨±. 1.5).

�§ ·¥¿ 1.8. �¥µ © R | ¢i¤®¸¥¿ ¥ª¢i¢ «¥²®±²i   ¬®¦¨i

A i a 2 A. �®¦¨  a = fb 2 A j b�
R

ag  §¨¢ Ä²¼±¿ ±³¬i¦¨¬ ª« ±®¬

§ ¯°¥¤±² ¢¨ª®¬ a.

Ǳ°¨ª« ¤¨

1. �«¿ x; y 2Zx � y $ x� y ¤i«¨²¼±¿   5. �³¬i¦¨© ª« ± § ¯°¥¤±² ¢¨ª®¬ �12 ¶¥
¬®¦¨  ¶i«¨µ ·¨±¥«

�12 = f: : : ;�12;�7;�2; 3; 8; 13; 18; : : : g = f3 + 5k j k 2Zg:

2. �¥µ © M | ¬®¦¨  ²®·®ª ¯«®¹¨¨. �«¿ P;Q 2 M ±ª ¦¥¬®, ¹® P � Q, ¿ª¹®

¢i¤°i§ª¨ OP ²  OQ °i¢i, ¤¥ O | ´iª±®¢   ²®·ª  ¯«®¹¨¨. �¥£ª® ¯¥°¥ª® ²¨±¿,

¹® ² ª ¬¨ ®¤¥°¦³Ä¬® ¢i¤®¸¥¿ ¥ª¢i¢ «¥²®±²i   ¬®¦¨i ¢±iµ ²®·®ª ¯«®¹¨¨.

�  °¨±. 1.5 §®¡° ¦¥® ²°¨ ±³¬i¦i ª« ±¨ A0;A1 i Ap2 § ¯°¥¤±² ¢¨ª ¬¨ ¢i¤¯®¢i¤®
O;A i B.

�¥®°¥¬  1.6 (ª°¨²¥°i© °i¢®±²i ±³¬i¦¨µ ª« ±i¢).

a = a1 $ a � a1:
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�®¢¥¤¥¿. ())I¬¯«iª ¶i¿ a = a1 ! a � a1 ®·¥¢¨¤® ¢¨¯«¨¢ Ä §

®§ ·¥¼.

(()�®¢¥¤¥¬® ®¡¥°¥³ i¬¯«iª ¶i¾. �¥µ © b 2 a. �®¤i b � a. �«¥ a � a1.
�®¬³ §  ²° §¨²¨¢i±²¾ ¢i¤®¸¥¿ � ¬ Ä¬® b � a1. �²¦¥, b 2 a1 Æ ¬¨
¤®¢¥«¨, ¹® a � a1. � ª ± ¬® ¤®¢®¤¨²¼±¿ i ¯°®²¨«¥¦¥ ¢ª«¾·¥¿ a1 � a.
�²¦¥, a = a1.

�¥®°¥¬  1.7. �®¦¥ °®§¡¨²²¿ ¬®¦¨¨ A ®¤®§ ·® ¢¨§ · Ä ¤¥-

¿ª¥ ¢i¤®¸¥¿ ¥ª¢i¢ «¥²®±²i   ¶i© ¬®¦¨i. � ¢¯ ª¨, ¿ª¹®  

¬®¦¨i A § ¤ ® ¢i¤®¸¥¿ ¥ª¢i¢ «¥²®±²i, ²® ¢®® ¢¨§ · Ä °®§-

¡¨²²¿ ¬®¦¨¨ A, ¥«¥¬¥² ¬¨ ¿ª®£® Ä ±³¬i¦i ª« ±¨. �®ª°¥¬ , °Æ§Æ

±³¬Æ¦Æ ª« ±¨ ¯®¯ °® ¥ ¯¥°¥²¨ ¾²¼±¿.

�®¢¥¤¥¿. �ª¹® A =
S
i2I Ai | °®§¡¨²²¿ i a; b 2 A, ²® ±ª ¦¥¬®,

¹® a � b, ¿ª¹® i±³Ä i 2 I ² ª¥, ¹® a 2 Ai i b 2 Ai. �¥£ª® ¯¥°¥¢i°¨²¨,

¹® ² ª ®§ ·¥¥ ¢i¤®¸¥¿ Ä ¢i¤®¸¥¿¬ ¥ª¢i¢ «¥²®±²i.

� ¢¯ ª¨, ¥µ ©   ¬®¦¨i A § ¤ ® ¢i¤®¸¥¿ ¥ª¢i¢ «¥²®±²i �.
�®§£«¿¥¬® ¬®¦¨³ ¢±iµ ±³¬i¦¨µ ª« ±i¢. �°®§³¬Æ«®, ¹® ª®¦¨© ¥«¥-

¬¥² a ¬®¦¨¨ A ¬i±²¨²¼±¿ ³ ±³¬i¦®¬³ ª« ±i a. �®¬³ A =
S
a2A a.

�¡'Ä¤ ¿
S
a2A a § £ «®¬ ¥ Ä °®§¡¨²²¿¬, ²®¬³ ¹® ¤«¿ °i§¨µ a; a0 2 A

¬¨ ¬®¦¥¬® ¬ ²¨ a = a
0. �®¡ ®¤¥°¦ ²¨ °®§¡¨²²¿, °®§£«¿¥¬® ¬®¦¨³

¢±iµ °i§¨µ ±³¬i¦¨µ ª« ±i¢ i ¢ ª®¦®¬³ § ¨µ ¢¨¡¥°¥¬® ¯® ¯°¥¤±² ¢¨ª³

(¢¨ª®°¨±²®¢³Ä¬®  ª±i®¬³ ¢¨¡®°³). �¥µ © C | ¬®¦¨  ¯°¥¤±² ¢¨ªi¢

¢±iµ °i§¨µ ±³¬i¦¨µ ª« ±i¢, ²®¡²® ² ª  ¯i¤¬®¦¨  ¬®¦¨¨ A, ¹® ¤«¿

°i§¨µ a; b 2 C ¬ Ä¬® a 6= b i ¤«¿ ª®¦®£® ±³¬i¦®£® ª« ±³ a § ©¤¥²¼±¿

c 2 C, ¤«¿ ¿ª®£® c = a.

Ǳ¥°¥ª® Ä¬®±¿ ³ ²®¬³, ¹®
S
a2C a | °®§¡¨²²¿ ¬®¦¨¨ A. �«¿

¶¼®£® ¤®±² ²¼® ¯®ª § ²¨ ² ª¥: ¿ª¹® a; b 2 C i a 6= b, ²® a \ b = ;.
�¯° ¢¤i, ¿ª¡¨ i±³¢ ¢ ¥«¥¬¥² d 2 a \ b, ²® d � a i d � b, ²®¬³ a � b i

§  ª°¨²¥°iÄ¬ °i¢®±²i ±³¬i¦¨µ ª« ±i¢ a = b. �¤¥°¦ «¨ ±³¯¥°¥·i±²¼ §

¢¨¡®°®¬ ¬®¦¨¨ C. �®¬³
S
a2C

a Ä °®§¡¨²²¿¬ ¬®¦¨¨ A.

� ±«i¤®ª 1.1. �ª¹® ¤¢  ±³¬i¦i ª« ±¨ ¬ ¾²¼ ±¯i«¼¨© ¥«¥¬¥², ²®

¢®¨ §¡i£ ¾²¼±¿, ²®¡²® a \ b 6= ; ) a = b.

�§ ·¥¿ 1.9. �ª¹®   ¬®¦¨i A § ¤ ® ¢i¤®¸¥¿ ¥ª¢i¢ «¥²-

®±²i E, ²® ¬®¦¨  ¢±iµ ±³¬i¦¨µ ª« ±i¢ ¹®¤® E  §¨¢ Ä²¼±¿ ´ ª-

²®°-¬®¦¨®¾ ¬®¦¨¨ A §  ¢Æ¤®¸¥¿¬ E i ¯®§ · Ä²¼±¿ A=E.
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1.2.4. �³ª¶i® «¼i ¢i¤®¸¥¿ ²  ¢i¤®¡° ¦¥¿

�§ ·¥¿ 1.10. �i¤®¸¥¿ Rf 2 A�B  §¨¢ Ä²¼±¿ ´³ª¶i® «¼¨¬

¢i¤®¸¥¿¬ ¬i¦ ¬®¦¨ ¬¨ A i B, ¿ª¹® Rf § ¤®¢®«¼¿Ä ² ª³ ³¬®¢³:

(x; y1) 2 Rf ^ (x; y2) 2 Rf ! y1 = y2; ¤¥ x 2 A, y1; y2 2 B: (1.12)

�ª¹® Rf � A�B | ´³ª¶i® «¼¥ ¢i¤®¸¥¿, ²® ¯¨¸³²¼ y = f(x)

§ ¬i±²¼ (x; y) 2 Rf i ª ¦³²¼, ¹® § ¤   ´³ª¶i¿ f § ¬®¦¨¨ A ³ ¬®-

¦¨³ B. �²¦¥, §  ®§ ·¥¿¬ ¯®¿²²¿ ´³ª¶i® «¼®£® ¢i¤®¸¥¿ Rf

²  ¯®¿²²¿ ´³ª¶iÈ ¶¥ ¯°®±²® °i§i  §¢¨ ²iÄÈ ± ¬®È ¬®¦¨¨ Rf � A�B,
¹® § ¤®¢®«¼¿Ä ³¬®¢³ (1.12).

�§ ·¥¿ 1.11. �®¦¨³ D(f) = fx 2 A j 9y 2 B; y = f(x)g  §¨-
¢ ¾²¼ ®¡« ±²¾ ¢¨§ ·¥¿ ´³ª¶iÈ f , ¬®¦¨³ Imf = fy 2 B j 9x 2
A; y = f(x)g  §¨¢ ¾²¼ ®¡« ±²¾ § ·¥¼ ¶iÄÈ ´³ª¶iÈ.

�ª¹® y = f(x), ²® y  §¨¢ ¾²¼ ®¡° §®¬ ¥«¥¬¥²  x,   x | ¯°®®¡-

° §®¬ ¥«¥¬¥²  y.

�®¦¨  f�1(y) = fx 2 A j f(x) = yg  §¨¢ Ä²¼±¿ ¯®¢¨¬ ¯°®®¡° -

§®¬ ¥«¥¬¥²  y.

� ¯°¨ª« ¤, ¬®¦¨  f(x; sin x) j x 2 Rg Ä ´³ª¶i® «¼¨¬ ¢i¤®¸¥¿¬   ¬®-
¦¨i R. �®¬³ ¢i¤¯®¢i¤ Ä ´³ª¶i¿ f(x) = sin x. Ǳ®¢¨© ¯°®®¡° § ¤i©±®£® ·¨±«  0 ¤«¿

¶iÄÈ ´³ª¶iÈ | ¶¥ ¬®¦¨  f�k j k 2 Zg,   ¯®¢¨¬ ¯°®®¡° §®¬ ·¨±«  �3 Ä ¯®°®¦¿
¬®¦¨ .

�®¦¨  f(x; y) 2R2 j x2 + y
2 = 1g ¥ Ä ´³ª¶i® «¼¨¬ ¢i¤®¸¥¿¬, ²®¬³ ¹®,

 ¯°¨ª« ¤, ®¡¨¤¢i ¯ °¨ (0; 1) i (0;�1)  «¥¦ ²¼ ¶i© ¬®¦¨i, ®²¦¥, ³¬®¢  (1.12) ¥

¢¨ª®³Ä²¼±¿.

�§ ·¥¿ 1.12. �³ª¶i¿ f § ¬®¦¨¨ A ³ ¬®¦¨³ B  §¨¢ Ä²¼±¿

¢i¤®¡° ¦¥¿¬ § A ¢ B, ¿ª¹® D(f) = A.

�i¤®¡° ¦¥¿ f § ¬®¦¨¨ A ¢ ¬®¦¨³ B ¯®§ · ¾²¼

f : A! B:

�§ ·¥¿ 1.13. �i¤®¡° ¦¥¿ f : A! B  §¨¢ Ä²¼±¿:

1) i'Äª²¨¢¨¬, ¿ª¹® ¤«¿ ¢±iµ x1; x2 2 A § f(x1) = f(x2) ¢¨¯«¨¢ Ä

x1 = x2;

2) ±¾°'Äª²¨¢¨¬, ¿ª¹® Imf = B;

3) ¡iÄª²¨¢¨¬, ¿ª¹® ¢®® i'Äª²¨¢¥ i ±¾°'Äª²¨¢¥.
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Ǳ°¨ª« ¤¨

1. �³ª¶i¿ f § ¬®¦¨¨ R ¢ R, ¤«¿ ¿ª®È f(x) = x
�1 ¥ Ä ¢i¤®¡° ¦¥¿¬, ®±ªi«¼ª¨

D(f) 6= R. �¿ ´³ª¶i¿ Ä ¢i¤®¡° ¦¥¿¬ § ¬®¦¨¨ Rn f0g ³ ¬®¦¨³ Rn f0g. �¥
¢i¤®¡° ¦¥¿ ¡iÄª²¨¢¥.

2. �i¤®¡° ¦¥¿ f : N ! N, ¤«¿ ¿ª®£® f(n) = n
3 + 1 Ä i'Äª²¨¢¨¬,  «¥ ¥ ±¾°'Äª-

²¨¢¨¬.

3. �i¤®¡° ¦¥¿ f : R! R+ = fx 2 R j x � 0g, f(x) = x
2 ±¾°'Äª²¨¢¥, ¯°®²¥ ¥

i'Äª²¨¢¥.

1.2.5. �®¡³²®ª ¢i¤®¡° ¦¥¼

�§ ·¥¿ 1.14. �®¡³²ª®¬ ¢i¤®¡° ¦¥¼ f : A ! B i g : B ! C  §¨-

¢ Ä²¼±¿ ¢i¤®¡° ¦¥¿ g Æ f : A! C, ¤«¿ ¿ª®£® (g Æ f)(x) = g

�
f(x)

�
¤«¿

¡³¤¼-¿ª®£® x 2 A.

�¥®°¥¬  1.8. �¥µ © f : A ! B, g : B ! C, h : C ! D | ²°¨ ¢i¤®¡° -

¦¥¿. �®¤i

h Æ (g Æ f) = (h Æ g) Æ f:
I ª¸¥ ª ¦³·¨, ¤®¡³²®ª ¢i¤®¡° ¦¥¼  ±®¶i ²¨¢¨©.

�®¢¥¤¥¿. Ǳ®²°i¡® ¤®¢¥±²¨, ¹® 8 x 2 A �h Æ (g Æ f)�(x) = �(h Æ g) Æ
f

�
(x). � Ä¬® �

h Æ (g Æ f)�(x) = h

�
(g Æ f)(x)� = h

�
g

�
f(x)

��
;�

(h Æ g) Æ f�(x) = (h Æ g)�f(x)� = h

�
g

�
f(x)

��
:

Ǳ®°i¢¾¾·¨ ¶i ¤¢i ¨§ª¨ °i¢®±²¥©, ¡ ·¨¬®, ¹® ²¥®°¥¬³ ¤®¢¥¤¥®.

� ³¢ ¦¥¿ 1.2. � ¢¨¯ ¤ª³, ª®«¨ ¢¨§ ·¥i ®¡¨¤¢  ¤®¡³²ª¨ g Æ f i

f Æ g ¢i¤®¡° ¦¥¼ f i g, § £ «®¬ ¥ ¬®¦  ±²¢¥°¤¦³¢ ²¨, ¹® g Æ f =
f Æg, ²®¡²® ¤®¡³²®ª ¢i¤®¡° ¦¥¼ ¥ª®¬³² ²¨¢¨©. �®¡ ¯¥°¥ª® ²¨-

±¿ ³ ¶¼®¬³, °®§£«¿¥¬® ¢i¤®¡° ¦¥¿ f : R! R, f(x) = x+1 i g : R! R,
g(x) = 2x. �®¤i

(g Æ f)(x) = g(x+ 1) = 2x+ 2;

(f Æ g)(x) = f(2x) = 2x+ 1:

�®¬³ g Æ f 6= f Æ g.
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�¥®°¥¬  1.9. 1. �®¡³²®ª ¤¢®µ i'Äª²¨¢¨µ ¢i¤®¡° ¦¥¼ Ä i'Äª²¨¢-

¨¬ ¢i¤®¡° ¦¥¿¬.

2. �®¡³²®ª ¤¢®µ ±¾°'Äª²¨¢¨µ ¢i¤®¡° ¦¥¼ Ä ±¾°'Äª²¨¢¨¬ ¢i¤®¡° -

¦¥¿¬.

3. �®¡³²®ª ¤¢®µ ¡iÄª²¨¢¨µ ¢i¤®¡° ¦¥¼ | ¡iÄª²¨¢¥ ¢i¤®¡° ¦¥¿.

�®¢¥¤¥¿. 1. �¥µ © f : A ! B, g : B ! C | i'Äª²¨¢i ¢i¤®-

¡° ¦¥¿. �®¤i, ¿ª¹® (g Æ f)(x1) = (g Æ f)(x2) ¤«¿ x1; x2 2 A, ²®

g

�
f(x1)

�
= g

�
f(x2)

�
. �¢i¤±¨, §  i'Äª²¨¢i±²¾ ¢i¤®¡° ¦¥¿ g, ®¤¥°¦³-

Ä¬® f(x1) = f(x2), i, ®²¦¥, x1 = x2, ²®¬³ ¹® f i'Äª²¨¢¥. �¥ ®§ · Ä,

¹® ¢i¤®¡° ¦¥¿ g Æ f i'Äª²¨¢¥.

2. �¥µ © f : A ! B, i g : B ! C | ±¾°'Äª²¨¢i. Ǳ®ª ¦¥¬®, ¹® ¤«¿

ª®¦®£® z 2 C § ©¤¥²¼±¿ x 2 A, ¹® (gÆf)(x) = z. Ǳ¥°¥¤³±Æ¬ § ©¤¥²¼±¿

² ª¨© ¥«¥¬¥² y 2 B, ¹® g(y) = z. �¥ ¢¨¯«¨¢ Ä § ±¾°'Äª²¨¢®±²i ¢i¤®-

¡° ¦¥¿ g. �®¤i §  ±¾°'Äª²¨¢i±²¾ ¢i¤®¡° ¦¥¿ f ¤«¿ y § ©¤¥²¼±¿

² ª¨© x 2 A, ¹® f(x) = y. � °¥§³«¼² ²i g
�
f(x)

�
= z, ²®¡²® (g Æf)(x) = z

i ¤®¡³²®ª g Æ f ±¾°'Äª²¨¢¨©.

3. �¢¥°¤¦¥¿ ¯°® ¡iÄª²¨¢i±²¼ ¢¨¯«¨¢ Ä § ¹®©® ¤®¢¥¤¥¨µ ¤¢®µ

· ±²¨ ²¥®°¥¬¨.

1.2.6. �¤¨¨·¥ ²  ®¡¥°¥¥ ¢i¤®¡° ¦¥¿

�§ ·¥¿ 1.15. �i¤®¡° ¦¥¿ i : A ! A  §¨¢ Ä²¼±¿ ®¤¨¨·¨¬ ¢i-

¤®¡° ¦¥¿¬ ¬®¦¨¨ A, ¿ª¹® i(x) = x ¤«¿ ª®¦®£® ¥«¥¬¥²  x 2 A.
�¤¨¨·¥ ¢i¤®¡° ¦¥¿ ¬®¦¨¨ A ¯®§ · ¾²¼ 1A Æ · ±²®  §¨¢ ¾²¼

²®²®¦¨¬ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿¬.

�§ ·¥¿ 1.16. �i¤®¡° ¦¥¿ g : B ! A  §¨¢ Ä²¼±¿ ®¡¥°¥¨¬ ¤®

¢i¤®¡° ¦¥¿ f : A! B, ¿ª¹®

g Æ f = 1A i f Æ g = 1B :

�ª¹® g | ¢i¤®¡° ¦¥¿ ®¡¥°¥¥ ¤® f , ²® ¯¨¸³²¼ f�1 § ¬i±²¼ g.

Ǳ°¨ª« ¤¨

1. �¥µ © f : Rn f0g ! Rn f0g, f(x) = 1

x
. �®¤i f�1 = f , ²®¬³ ¹® (f Æ f)(x) =

f

�
1

x

�
= (x�1)�1. �¥ ®§ · Ä, ¹® f Æ f = 1Rnfog i ®¡¨¤¢i ³¬®¢¨ § ¤°³£®£® ®§ ·¥¿

¢¨ª®³¾²¼±¿.

2. �¥µ © A =
�
�

2
;
�

2

�
, B = R. �i¤®¡° ¦¥¿ f :

�
�

2
;
�

2

� ! R, f(x) = tg x i g : R!�
�

2
;
�

2

�
, g(x) = arctg x Ä ¢§ Ä¬® ®¡¥°¥i.
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�¥®°¥¬  1.10. �«¿ ¢i¤®¡° ¦¥¿ f : A! B i±³Ä ®¡¥°¥¥ ²®¤i i «¨¸¥

²®¤i, ª®«¨ f ¡iÄª²¨¢¥.

�®¢¥¤¥¿. ())�¥µ © g: B ! A ®¡¥°¥¥ ¢i¤®¡° ¦¥¿ ¤® f . Ǳ®ª -

¦¥¬®, ¹® f | ¡iÄª²¨¢¥.

�ª¹® f(x1) = f(x2), ²® i g
�
f(x1)

�
= g

�
f(x2)

�
, ²®¡²® (g Æ f)(x1) =

(gÆf)(x2)  ¡® x1 = x2, ®±ªi«¼ª¨ gÆf = 1A. �¥ ®§ · Ä, ¹® f | i'Äª²¨¢¥.

� «i ¬¨ ¬ Ä¬® f Æ g = 1B. �¥ ®§ · Ä, ¹® ¤«¿ ª®¦®£® y 2 B (f Æ
g)(y) = y  ¡® f

�
g(y)

�
= y. �«¥¬¥² x = g(y) Ä ¯°®®¡° §®¬ ¥«¥¬¥²  y

¹®¤® ¢i¤®¡° ¦¥¿ f , ²®¡²® f | ±¾°'Äª²¨¢¥.

(()�¥µ © f | ¡iÄª²¨¢¥. �  § ¤ ¨¬ ¢i¤®¡° ¦¥¿¬ f ¯®¡³¤³Ä¬® ¢i¤®-

¡° ¦¥¿ g : B ! A, ®§ ·¨¢¸¨

g(y) = x, f(x) = y: (1.13)

Ǳ¥°¥¢i°¨¬® ª®°¥ª²Æ±²¼ ¶¼®£® ¯° ¢¨« . �¥µ © Rg = f(y; x) 2 B � A j
g(y) = xg = f(y; x) 2 B �A j f(x) = yg. �ª¹® (y; x1) 2 Rg i (y; x2) 2 Rg,

²® f(x1) = f(x2) = y, ®²¦¥, x1 = x2, ²®¬³ ¹® f i'Äª²¨¢¥ ¢i¤®¡° ¦¥¿.

�¥ ®§ · Ä, ¹® Rg | ´³ª¶i® «¼¥ ¢i¤®¸¥¿. � ©¤¥¬® ®¡« ±²¼

¢¨§ ·¥¿ D(g) ´³ª¶iÈ g. D(g) = fy 2 B j 9x 2 A; g(y) = xg = fy 2 B j
9x 2 A; f(x) = yg = B § ¢¤¿ª¨ ²®¬³, ¹® f ±¾°'Äª²¨¢¥ ¢i¤®¡° ¦¥¿.

�¨ ¤®¢¥«¨, ¹® ¢i¤¯®¢i¤i±²¼ g, ¢¨§ ·¥  §  ¯° ¢¨«®¬ (1.13), Ä ¢i-

¤®¡° ¦¥¿¬. Ǳ®ª ¦¥¬®, ¹® g = f
�1. �° µ®¢³¾·¨ (1.13), ¬ Ä¬® ¤«¿

x 2 A, y 2 B
(g Æ f)(x) = g

�
f(x)

�
= g(y) = x;

(f Æ g)(y) = f

�
g(y)

�
= f(x) = y:

�¥ ®§ · Ä, ¹® g Æ f = 1A i f Æ g = 1B, ¹® i ²°¥¡  ¡³«® ¤®¢¥±²¨.

1.2.7. �°³¯  AutM

�¥µ ©M | ¤®¢i«¼  ¥¯®°®¦¿ ¬®¦¨ . Ǳ®§ ·¨¬® ·¥°¥§ AutM ¬®-

¦¨³ ¢±iµ ¡iÄª²¨¢¨µ ¢i¤®¡° ¦¥¼ ¬®¦¨¨ M ³ ±¥¡¥. �  ²¥®°¥¬®¾ 1.9

¤®¡³²®ª ¤¢®µ ¢i¤®¡° ¦¥¼ § AutM §®¢³  «¥¦¨²¼ ¤® AutM . �®¡³²®ª

¤®¢i«¼¨µ ²°¼®µ ¢i¤®¡° ¦¥¼ § AutM  ±®¶i ²¨¢¨© §  ²¥®°¥¬®¾ 1.8.

� «i 1M 2 AutM i ¤«¿ ¢i¤®¡° ¦¥¿ f 2 AutM i±³Ä ®¡¥°¥¥ ¢i¤®¡° -

¦¥¿ §  ²¥®°¥¬®¾ 1.10. � §®¬ ¶¥ ¢±¥ ®§ · Ä, ¹® ¬®¦¨  AutM Ä

£°³¯®¾ ¹®¤® ¤®¡³²ª³ ¢i¤®¡° ¦¥¼.
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� ¢¨¯ ¤ª³, ª®«¨ ¬®¦¨  M ¬ Ä n ¥«¥¬¥²i¢, £°³¯  AutM ¯®§ -

· Ä²¼±¿ ·¥°¥§ Sn. �°³¯  Sn ¢i¤i£° Ä ¢ ¦«¨¢³ °®«¼ ³ °i§¨µ °®§¤i« µ

 «£¥¡°¨ i ¤ «i ¬ ²¨¬¥¬®  £®¤³ ¢¨¢· ²¨ ÈÈ ¤¥² «¼i¸¥. �¿ £°³¯  · ±²®

¢¨±²³¯ Ä ¿ª Æ±²°³¬¥² ¤«¿ ¢¨¬Æ°¾¢ ¿ °Æ¢¿ ±¨¬¥²°¨·®±²Æ ²®£® ·¨

Æ¸®£® ®¡'Äª² , ²®¬³ ÈÈ  §¨¢ ¾²¼ ±¨¬¥²°¨·®¾ £°³¯®¾.

1.2.8. � ª²®°¨§ ¶i¿ ¢i¤®¡° ¦¥¼

Ǳ®ª ¦¥¬®, ¹® ª®¦¥ ¢i¤®¡° ¦¥¿ f : A! B ¬®¦  °®§ª« ±²¨ ¢ ¤®¡³-

²®ª ¤¢®µ ¢i¤®¡° ¦¥¼ | ±¾°'Äª²¨¢®£® ²  i'Äª²¨¢®£®.

�¨§ ·¨¬® §  ¤®¯®¬®£®¾ ¢i¤®¡° ¦¥¿ f ¢i¤®¸¥¿ Ef   ¬®-

¦¨i A

(x1; x2) 2 Ef , f(x1) = f(x2):

�¥£ª® ¯¥°¥ª® ²¨±¿ ¢ ²®¬³, ¹® ¢i¤®¸¥¿ Ef Ä ¢i¤®¸¥¿¬ ¥ª¢i¢ -

«¥²®±²i   ¬®¦¨i A. �¨ ¢¦¥ § Ä¬® (¤¨¢. ¯. 1.2.3.), ¹® ³ ² ª®-

¬³ ¢¨¯ ¤ª³ ¬®¦  °®§£«¿³²¨ ´ ª²®°-¬®¦¨³ A=Ef ¬®¦¨¨ A, ¹®

¢i¤¯®¢i¤ Ä ¢i¤®¸¥¾ Ef . Ǳ®§ ·¨¬® ¶¾ ´ ª²®°-¬®¦¨³ ·¥°¥§ e
A.

�«¥¬¥² ¬¨ ¬®¦¨¨ e
A Ä ±³¬i¦i ª« ±¨ x = fx0 2 A j f(x0) = f(x)g.e

A = fx j x 2 Ag:
Ǳ°¨©¬¥¬® ¤«¿ x 2 A p(x) = x. �¤¥°¦¨¬® ±¾°'Äª²¨¢¥ ¢i¤®¡° ¦¥¿

p : A ! e
A. �¨§ ·¨¬® ²¥¯¥° ¢i¤®¡° ¦¥¿ f : eA ! B ² ª, ¹® f(x) =

f(x). Ǳ¥°¥ª® Ä¬®±¼ ³ ²®¬³, ¹® f ¢i¤®¡° ¦¥¿. �«¿ ¶¼®£® ¬¨ ¯®¢¨-

i ¯¥°¥¢i°¨²¨ ² ª¥: ¿ª¹® x1 = x2, ²® f(x1) = f (x2). �¯° ¢¤i, ¿ª¹®

x1 = x2, ²® §  ª°¨²¥°iÄ¬ °i¢®±²i ±³¬i¦¨µ ª« ±i¢ (¤¨¢. ¯. 1.2.3.) i § 

 ¸¨¬ ®§ ·¥¿¬ ¥ª¢i¢ «¥²®±²i   ¬®¦¨i A ¬ Ä¬® f(x1) = f(x1) =

f(x2) = f(x2). �²¦¥, f Ä ¢i¤®¡° ¦¥¿¬.

Ǳ®ª ¦¥¬®, ¹® f i'Äª²¨¢¥. �¥µ © f (x1) = f(x2). �®¤i f(x1) = f(x2)

i ²®¬³ x1 = x2 §  ª°¨²¥°iÄ¬ °i¢®±²i ±³¬i¦¨µ ª« ±i¢.

� «¨¸ Ä²¼±¿ ¯¥°¥¢i°¨²¨, ¹® f = f Æp. �¯° ¢¤i, (f Æp)(x) = f

�
p(x)

�
=

f(x) = f(x).

�i¢i±²¼ ¢i¤®¡° ¦¥¼ f = f Æ p §®¡° ¦ ¾²¼ ³ ¢¨£«¿¤i ª®¬³² ²¨¢®È
¤i £° ¬¨.

A
//

f

��
p

>
>
>
>
>
>
>

B

e
A

??

ef

�
�
�
�
�
�
�
�
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�®¬³² ²¨¢Æ±²¼ ¶ÆÄÈ ¤Æ £° ¬¨ ®§ · Ä, ¹® f = ~
f Æ p.

1.2.9. �i¤®¸¥¿ ¯®°¿¤ª³

�§ ·¥¿ 1.17. �i °¥ ¢i¤®¸¥¿ R   ¬®¦¨i A  §¨¢ Ä²¼±¿

¢i¤®¸¥¿¬ ¯®°¿¤ª³, ¿ª¹® ¢®® § ¤®¢®«¼¿Ä ² ªi ¢« ±²¨¢®±²i:

1) 8x 2 A (x; x) 2 R (°¥´«¥ª±¨¢Æ±²¼);

2) 8x; y 2 A �
(x; y) 2 R^(y; x) 2 R�! x = y ( ²¨±¨¬¥²°¨·i±²¼);

3) 8x; y; z 2 A �
(x; y) 2 R ^ (y; z) 2 R� ! (x; z) 2 R (²° §¨²¨¢-

i±²¼).

�ª¹® R | ¢i¤®¸¥¿ ¯®°¿¤ª³   ¬®¦¨i A, ²® ¯¨¸³²¼ x � y

§ ¬i±²¼ (x; y) 2 R. x < y ®§ · Ä, ¹® x � y i x 6= y.

�®¦¨  A § § ¤ ¨¬   i© ¢i¤®¸¥¿¬ ¯®°¿¤ª³  §¨¢ Ä²¼±¿

· ±²ª®¢® ¢¯®°¿¤ª®¢ ®¾.

Ǳ°¨ª« ¤¨

1. �¥µ © 2M | ¬®¦¨  ¢±iµ ¯i¤¬®¦¨ ¬®¦¨¨ A. �«¿ A;B 2 2M ¯°¨©¬¥¬®

A � B, ¿ª¹® A � B, ²®¡²® A Ä ¯i¤¬®¦¨®¾ ¬®¦¨¨ B. �¥£ª® ¯¥°¥ª® ²¨±¿ ¢
²®¬³, ¹® ®¤¥°¦³Ä²¼±¿ ¢i¤®¸¥¿ ¯®°¿¤ª³.

2. �¢¨· ©¥ ¢¯®°¿¤ª³¢ ¿ (²®¡²® a � b ²®¤i i ²i«¼ª¨ ²®¤i, ª®«¨ b � a ¥¢i¤'Ä¬¥)

ª®¦®È § ·¨±«®¢¨µ ¬®¦¨ N;Z;Q;R Ä ¢i¤®¸¥¿¬ ¯®°¿¤ª³.

3. �  ¬®¦¨i N n f0g ¥³«¼®¢¨µ  ²³° «¼¨µ ·¨±¥« ¢¨§ ·¨¬® ¢i¤®¸¥¿ a � b,

¿ª¹® a Ä ¤i«¼¨ª®¬ b. � ª ¢¨§ ·¥¥ ¢i¤®¸¥¿ °¥´«¥ª±¨¢¥,  ²¨±¨¬¥²°¨·¥ i

²° §¨²¨¢¥. �®¬³ ¢®® Ä ¢i¤®¸¥¿¬ ¯®°¿¤ª³.

�§ ·¥¿ 1.18. � ±²ª®¢® ¢¯®°¿¤ª®¢   (A;�) ¬®¦¨   §¨¢ Ä²¼-

±¿ «ii©® ¢¯®°¿¤ª®¢ ®¾ ( ¡® « ¶¾£®¬), ¿ª¹® ¤«¿ ¤®¢i«¼¨µ x; y 2 A
¢¨ª®³Ä²¼±¿ ®¤  § ¤¢®µ ³¬®¢ x � y  ¡o y � x.

�¯®°¿¤ª®¢ i ¬®¦¨¨ § ¯°¨ª« ¤³ 2 Ä «ii©® ¢¯®°¿¤ª®¢ ¨¬¨,  

¬®¦¨¨ § ¯°¨ª« ¤i¢ 1 i 3 ¥ Ä «ii©® ¢¯®°¿¤ª®¢ ¨¬¨.

�§ ·¥¿ 1.19. �«¥¬¥² a · ±²ª®¢® ¢¯®°¿¤ª®¢ ®È ¬®¦¨¨ A  -

§¨¢ Ä²¼±¿ ¬ ª±¨¬ «¼¨¬, ¿ª¹® § a � b ¢¨¯«¨¢ Ä a = b. �«¥¬¥² b 2 A
 §¨¢ Ä²¼±¿  ©¡i«¼¸¨¬, ¿ª¹® a � b ¤«¿ ª®¦®£® a 2 A.

� «®£i·® ®§ · Ä¬® ¬ii¬ «¼¨© ²   ©¬¥¸¨© ¥«¥¬¥²¨: a |

¬ii¬ «¼¨©, ¿ª¹® § b � a ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® b = a i a |  ©¬¥¸¨©, ¿ª¹®

a � b ¤«¿ ª®¦®£® b 2 A.
� ±²ª®¢® ¢¯®°¿¤ª®¢   ¬®¦¨  A ¬®¦¥ ¬ ²¨ ªi«¼ª  ¬ ª±¨¬ «¼¨µ

 ¡® ªi«¼ª  ¬ii¬ «¼¨µ ¥«¥¬¥²i¢. �¥ «¥£ª® §°®§³¬i²¨ § ¯o¯¥°¥¤iµ ¯°¨-

ª« ¤i¢. �®¤®· ±, ¿ª¹® ¢ A i±³Ä  ©¡i«¼¸¨© ( ©¬¥¸¨©) ¥«¥¬¥², ²®



34 ����Å� 1. ������� �� �I��������

¢i Ä¤¨¨©. �¯° ¢¤i, ¿ª¹®,  ¯°¨ª« ¤, a1 i a2 ¤¢   ©¡i«¼¸¨µ ¥«¥¬¥²¨

¬®¦¨¨ A, ²® ¬ Ä¬® a1 � a2 i a2 � a1, ²®¬³ a1 = a2 §   ²¨±¨¬¥²°¨·-

i±²¾ ¢i¤®¸¥¿ ¯®°¿¤ª³.

1.3. � ¢ª®«® «¥¬¨ �®° 

1.3.1. �i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ i ¬®¦¨¨ © ®°¤¨ «¼Æ ·¨±« 

�§ ·¥¿ 1.20. �i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®¾ ¬®¦¨®¾  §¨¢ Ä²¼±¿ «i-

i©® ¢¯®°¿¤ª®¢   ¬®¦¨ , ª®¦  ¥¯®°®¦¿ ¯i¤¬®¦¨  ¿ª®È ¬ Ä

 ©¬¥¸¨© ¥«¥¬¥².

Ǳ°¨ª« ¤¨

1. �®¦¨   ²³° «¼¨µ ·¨±¥« N Ä ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®¾ ¬®¦¨®¾ ¹®¤® §¢¨· ©-

®£® ¢¯®°¿¤ª³¢ ¿.

2. �®¦  ±ªi·¥  ¬®¦¨  A § n ¥«¥¬¥²i¢ ¬®¦¥ ¡³²¨ ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®¾ n!

±¯®±®¡ ¬¨. �¯° ¢¤i, ¡³¤¼-¿ª¥ ¡iÄª²¨¢¥ ¢i¤®¡° ¦¥¿ f : f1; 2; 3; : : : ; ng ! A § ¶i«-

ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®È ¹®¤® §¢¨· ©®£® ¯®°¿¤ª³ ¬®¦¨¨ f1; 2; 3; : : : ; ng ³ ¬®¦¨³ A
¢¨§ · Ä ¯®°¿¤®ª   ¬®¦¨i A ² ª¨©, ¹® ¤«¿ a; b 2 A a � b ²®¤i i ²i«¼ª¨ ²®¤i,

ª®«¨ f
�1(a) � f

�1(b).

3. �®¦¨  ¤i©±¨µ ·¨±¥« R ¥ Ä ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®¾ ¹®¤® §¢¨· ©®£® ¯®°¿¤ª³.

� ¯°¨ª« ¤, i²¥°¢ « (0; 1) ¥ ¬ Ä  ©¬¥¸®£® ¥«¥¬¥² .

4. �i¤®¸¥¿ ¯®°¿¤ª³   ¬®¦¨i A ¢¨§ · Ä ¢i¤®¸¥¿ ¯®°¿¤ª³   ª®¦i© ¯i¤-

¬®¦¨i ¬®¦¨¨ A. �®¬³ ª®¦  ¯i¤¬®¦¨  ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®È ¬®¦¨¨ Ä
¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®¾ ¬®¦¨®¾.

� «i, ¿ª¹® f : B ! A i'Äª²¨¢¥ ¢i¤®¡° ¦¥¿ i A | ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤-

ª®¢   ¬®¦¨ , ²® i B ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢³Ä²¼±¿: b1 � b2 ²®¤i i ²i«¼-

ª¨ ²®¤i, ª®«¨ f(b1) � f(b2). �®ª°¥¬ , §¢i¤±¨ ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® ª®¦  ¥

¡i«¼¸, i¦ §«i·¥  ¬®¦¨  A (²®¡²® ² ª  ¬®¦¨  A, ¤«¿ ¿ª®È i±³Ä

i'Äª²¨¢¥ ¢i¤®¡° ¦¥¿ § A ³ ¬®¦¨³ N  ²³° «¼¨µ ·¨±¥«) ¬®¦¥

¡³²¨ ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®¾.

Ǳi§i¸¥ ¬¨ ¯®¡ ·¨¬®, ¹® §  ª±i®¬¨ ¢¨¡®°³ ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹®   ª®¦i©

¬®¦¨i ¬®¦  § ¤ ²¨ ¢i¤®¸¥¿ ¯®°¿¤ª³, ¹®¤® ¿ª®£® ¢®  ±² Ä ¶i«-

ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®¾.

�®§£«¿¥¬® ¢i¤®¡° ¦¥¿ ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ¨µ ¬®¦¨, ¿ªi §¡¥°i-

£ ¾²¼ ¢i¤®¸¥¿ ¯®°¿¤ª³.

�§ ·¥¿ 1.21. �¥µ © (A1;�1) i (A2;�2) | · ±²ª®¢® ¢¯®°¿¤ª®¢ i

¬®¦¨¨. �i¤®¡° ¦¥¿ f : A1 ! A2  §¨¢ Ä²¼±¿ ¬®°´i§¬®¬ ¢¯®°¿¤-
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ª®¢ ¨µ ¬®¦¨ A1 i A2, ¿ª¹® § ²®£®, ¹® x1 < x2, ¢¨¯«¨¢ Ä f(x1) <

f(x2).

� ³¢ ¦¥¿ 1.3. �®°´i§¬ ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ¨µ ¬®¦¨ Ä i'Äª²¨¢-

¨¬ ¢i¤®¡° ¦¥¿¬.

�§ ·¥¿ 1.22. �¢i ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ i ¬®¦¨¨ A1 i A2  §¨¢ -

¾²¼±¿ ¯®¤i¡¨¬¨, ¿ª¹® i±³Ä ¡iÄª²¨¢¨© ¬®°´i§¬ f : A1 ! A2.

�°®§³¬i«®, ¹® ª®¦  ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢   ¬®¦¨  A ¯®¤i¡  ±®-

¡i: 1A | ¡iÄª²¨¢¨© ¬®°´i§¬ A ¢ ±¥¡¥. �ª¹® A1 i A2 ²  A2 i A3 ¯®¤i¡i

i f : A1 ! A2, g : A2 ! A3 ¡iÄª²¨¢i ¬®°´i§¬¨, ²® i g Æ f : A1 ! A3

¡iÄª²¨¢¨© ¬®°´i§¬.

�§ ·¥¿ 1.23. �« ± ¢±iµ ¬®¦¨, ¯®¤i¡¨µ ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ i©

¬®¦¨i A,  §¨¢ ¾²¼ ¯®°¿¤ª®¢¨¬ ²¨¯®¬ ¬®¦¨¨ A. Ǳ®°¿¤ª®¢i ²¨-

¯¨ ¹¥  §¨¢ ¾²¼ ®°¤¨ «¼¨¬¨ ( ¡® ²° ±´ÆÆ²¨¬¨) ·¨±« ¬¨. �®¡

§ ¤ ²¨ ¿ª¥-¥¡³¤¼ ®°¤¨ «¼¥ ·¨±«®, ¤®±² ²¼® § § ·¨²¨ ¿ª³-¥¡³¤¼

¶Æ«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ³ ¬®¦¨³.

Ǳ®°¿¤ª®¢¨© ²¨¯ ¯®°®¦¼®È ¬®¦¨¨ §  ®§ ·¥¿¬ ¤®°i¢¾Ä 0. Ǳ®-

°¿¤ª®¢¨© ²¨¯ ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®È ¹®¤® §¢¨· ©®£® ¯®°¿¤ª³ ¬®¦¨¨

¯¥°¸¨µ n ¤®¤ ²¨µ  ²³° «¼¨µ ·¨±¥« f1; 2; 3 : : : ; ng ®²®²®¦¾¾²¼ §  -
²³° «¼¨¬ ·¨±«®¬ n. Ǳ®°¿¤ª®¢¨© ²¨¯ ¬®¦¨¨ N = f0, 1, 2; : : : ; n; : : :g
¯®§ · ¾²¼ !. Ǳ®°¿¤ª®¢i ²¨¯¨ ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ¨µ ¬®¦¨ A;B;C; :::

¯°¨©¿²® ¯®§ · ²¨ ¬ «¨¬¨ ¡³ª¢ ¬¨ £°¥¶¼ª®£®  «´ ¢i²³ �; �; ; : : : . I-

ª®«¨ §°³·® ¯®§ · ²¨ ¯®°¿¤ª®¢¨© ²¨¯ ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®È ¬®¦¨-

¨ A ·¥°¥§ eA.
� ² ª¨µ ¯®§ ·¥¿µ ²¢¥°¤¦¥¿ ¯°® ¯®¤i¡i±²¼ ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ -

¨µ ¬®¦¨ A i B § ¯¨±³Ä²¼±¿ ² ª: eA = e
B.

�¥¬  1.1. �¥µ © f | ¬®°´i§¬ ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®È ¬®¦¨¨ A ¢ ±¥-

¡¥. �®¤i f(x) � x ¤«¿ ¢±iµ x 2 A.

�®¢¥¤¥¿. �ª¹® ¢ A i±³¾²¼ ¥«¥¬¥²¨ x, ¤«¿ ¿ª¨µ f(x) < x, ²® ±¥-

°¥¤ ¨µ i±³Ä  ©¬¥¸¨© ¥«¥¬¥² x1, f(x1) < x1. �«¿ x0 = f(x1) ®±² ¿

¥°i¢i±²¼ ¯¥°¥¯¨¸¥²¼±¿ ³ ¢¨£«¿¤i x0 < x1. �¢i¤±¨ ¬ Ä¬® f(x0) < f(x1),

²®¡²® f(x0) < x0. �¤¥°¦   ±³¯¥°¥·i±²¼ § ¢¨¡®°®¬ x1 § ¢¥°¸³Ä ¤®¢¥-

¤¥¿ «¥¬¨.
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�§ ·¥¿ 1.24. �¥µ © A | ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢   ¬®¦¨  i x 2 A.
�®¦¨  A(x) = fx0 2 A j x0 < xg  §¨¢ Ä²¼±¿ ¢i¤°i§ª®¬ ¬®¦¨¨ A,

¢i¤°i§ ¨¬ ¥«¥¬¥²®¬ x.

�¥®°¥¬  1.11. �¥ i±³Ä ¬®°´i§¬³ ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®È ¬®¦¨¨ A ³

¢i¤°i§®ª ¿ª®È-¥¡³¤¼ ¯i¤¬®¦¨¨ A0 � A.
�®¢¥¤¥¿. �®¢®¤¨¬® ¢i¤ ±³¯°®²¨¢®£®. �ª¹® f : A ! A

0(x) ¿ª¨©-
¥¡³¤¼ ¬®°´i§¬, ²® f(x) 2 A0(x), ®²¦¥, f(x) < x, ¹® ±³¯¥°¥·¨²¼ «¥¬i 1.1.

� ±«i¤®ª 1.2. �¢  °i§¨µ ¢i¤°i§ª¨ ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®È ¬®¦¨¨ ¥

¬®¦³²¼ ¡³²¨ ¯®¤i¡¨¬¨.

�®¢¥¤¥¿. �¥µ © A(x) i A(x0) | ¤¢  °i§Æ ¢i¤°i§ª¨ ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤-

ª®¢ ®È ¬®¦¨¨ A. �®¤i,  ¯°¨ª« ¤, x < x
0 i A(x) Ä ¢i¤°i§ª®¬ A(x0).

� «¨¸ Ä²¼±¿ § ±²®±³¢ ²¨ ²¥®°¥¬³ 1.11.

�¥®°¥¬  1.12. I±³Ä ¥ ¡i«¼¸¥, i¦ ®¤¨ ¬®°´i§¬ § ®¤ÆÄÈ ¶i«ª®¬ ¢¯®-

°¿¤ª®¢ ®È ¬®¦¨¨ ¢ i¸³.

�®¢¥¤¥¿. �i¤ ±³¯°®²¨¢®£®. �¥µ © f; g : A ! A
0 | ¤¢  ¬®°´i§¬¨.

I±³Ä ¥«¥¬¥² a 2 A ² ª¨©, ¹® b = f(a) 6= g(a) = b
0. �¥µ ©,  ¯°¨ª-

« ¤, b < b
0. �±ªi«¼ª¨ ¯°¨ ª®¦®¬³ ¬®°´i§¬i ¢i¤°i§®ª A(x) ¬®¦¨¨ A

¯¥°¥µ®¤¨²¼ ³ ¢i¤°i§®ª B(y) ¬®¦¨¨ B, ¤¥ y = f(x), ²® ¢i¤°i§®ª A(a)

¬®¦¨¨ A ¯®¤i¡¨© ¤® ¢i¤°i§ªÆ¢ B(b) i B(b0). �¢i¤±¨ ¢¨¯«¨¢ Ä, ¢±³¯¥-

°¥·  ±«i¤ª³ § ²¥®°¥¬¨ 1.11, ¹® ¢i¤°i§ª¨ B(b) i B(b0) ¯®¤i¡i. �¤¥°¦  
±³¯¥°¥·i±²¼ ¤®¢®¤¨²¼ ²¥®°¥¬³ 1.12.

� ±«i¤®ª 1.3. Ã¤¨¨¬ ¯®¤i¡¨¬ ¢i¤®¡° ¦¥¿¬ ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®È

¬®¦¨¨ ¢ ±¥¡¥ Ä ®¤¨¨·¥ ¢i¤®¡° ¦¥¿.

�¥®°¥¬  1.13. �ª¹® ¬®¦¨¨ A i B ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ i, ²® ¢®¨

 ¡® ¯®¤i¡i,  ¡® A ¯®¤i¡  ¤® ¢i¤°i§ª³ ¬®¦¨¨ B,  ¡® B ¯®¤i¡  ¤®

¢i¤°i§ª³ ¬®¦¨¨ A.

�®¢¥¤¥¿. �®§i¡'Ä¬® ¤®¢¥¤¥¿ ¶iÄÈ ²¥®°¥¬¨   ªi«¼ª  ª°®ªi¢.

1. � §¢¥¬® ¥«¥¬¥² a ¬®¦¨¨ A ®°¬ «¼¨¬, ¿ª¹® i±³Ä ¥«¥¬¥²

b 2 B ² ª¨©, ¹® ¢i¤°i§ª¨ A(a) i B(b) ¯®¤i¡i. Ǳ°¨ª« ¤®¬ ®°¬ «¼®£®

¥«¥¬¥²  ¬®¦¨¨ A ¬®¦¥ ¡³²¨  ©¬¥¸¨© ¥«¥¬¥² a0 2 A. �¯° ¢-

¤i, ¿ª¹® b0  ©¬¥¸¨© ¥«¥¬¥² ¬®¦¨¨ B, ²® A(a0) = B(b0) = ;,  
¯®°®¦¿ ¬®¦¨  ¯®¤i¡  ±®¡i §  ®§ ·¥¿¬.
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�¥µ © M | ¬®¦¨  ¢±iµ ®°¬ «¼¨µ ¥«¥¬¥²i¢ ¬®¦¨¨ A. Ǳ®ª -

¦¥¬®, ¹®M = A  ¡®M §¡Æ£ Ä²¼±¿ § ¤¥¿ª¨¬ ¢i¤°i§ª®¬ A(m) ¬®¦¨¨ A.

Ǳ¥°¥¤³±Æ¬, ¿ª¹® a1 < a2 i a2 | ®°¬ «¼¨© ¥«¥¬¥², ²® i a1 |

®°¬ «¼¨©. �¯° ¢¤i, ¤«¿ a2 i±³Ä b2 2 B, ¤«¿ ¿ª®£® ¢i¤°i§ª¨ A(a2)

i B(b2) ¯®¤i¡i. �®¤i ¢i¤°i§®ª A(a2)(a1) = A(a1) ¯®¤i¡¨© ¤¥¿ª®¬³ ¢i¤°i§-

ª³ B(b2)(b1) = B(b1). �²¦¥, a1 | ®°¬ «¼¨© ¥«¥¬¥².

�¥µ ©M 6= A i m|  ©¬¥¸¨© ¥«¥¬¥² ¬®¦¨¨ AnM . Ǳ®ª ¦¥¬®,

¹® M = A(m). �ª¹® a 2 M , ²® a < m, ¡® ¢¨¯ ¤®ª m � a ¥¬®¦«¨¢¨©

§  ¢¨¡®°®¬ m i §  ®§ ·¥¿¬ M . �®¬³ a 2 A(m) i M � A(m).
�ª¹® ¦ a 2 A(m), ²® §®¢³ a < m, ²®¬³ a =2 A nM , ®²¦¥, a 2 M i

A(m) �M . � °¥§³«¼² ²i ¬¨ ¯®ª § «¨, ¹® M = A(m), ¿ª¹® M 6= A.

2. �®§£«¿¥¬® ¬®¦¨³ B. � «®£i·® °®§£«¿¥¬® ¬®¦¨³ N ®°-

¬ «¼¨µ ¥«¥¬¥²i¢ ¬®¦¨¨ B (²®¡²® ² ª¨µ b 2 B, ¤«¿ ¿ª¨µ i±³Ä a 2 A,
¹® ¢i¤°i§ª¨ ¬®¦¨ A(a) i B(b) ¯®¤i¡i). � ª ± ¬® ¿ª i ¤«¿ ¬®¦¨¨ M

¯®ª §³Ä¬®, ¹® N = B  ¡® N = B(n), ¤¥ B(n) | ¤¥¿ª¨© ¢i¤°i§®ª ¬®¦¨-

¨ B.

3. Ǳ®ª ¦¥¬®, ¹® ¬®¦¨¨ M i N ¯®¤i¡i. �¥µ © a 2 M . �¥ ®§ -

· Ä, ¹® i±³Ä b 2 N ² ª¨©, ¹® ¢i¤°i§ª¨ A(a) i B(b) ¯®¤i¡i. � §¢¥¬®

¥«¥¬¥²¨ a i b ¢i¤¯®¢i¤¨¬¨. �ª¡¨ i±³¢ ¢ ¹¥ i b0 2 N ² ª¨©, ¹® b0 6= b

i ¢i¤°i§ª¨ A(a) i B(b0) ¡³«¨ ¡ ¯®¤i¡¨¬¨, ²® ¤¢  °i§¨µ ¢i¤°i§ª¨ B(b)

i B(b0) ¬®¦¨¨ B ¡³«¨ ¡ ¯®¤i¡¨¬¨, ¹® ±³¯¥°¥·¨«® ¡  ±«i¤ª³ § ²¥®°¥-

¬¨ 1.11. �²¦¥, ¤«¿ ª®¦®£® a 2 M i±³Ä Ä¤¨¨© ² ª¨© ¥«¥¬¥² b 2 N ,

¹® A(a) i B(b) ¯®¤i¡i. � «®£i·® ¤«¿ ª®¦®£® b 2 B i±³Ä Ä¤¨¨©

² ª¨© ¥«¥¬¥² a 2 A, ¹® A(a) i B(b) ¯®¤i¡i. �¥ ®§ · Ä, ¹®, §i±² -

¢¨¢¸¨ ª®¦®¬³ ¥«¥¬¥²³ a 2 M ¢i¤¯®¢i¤¨© ©®¬³ ¥«¥¬¥² b 2 N , ¬¨

®¤¥°¦³Ä¬® ¡iÄª²¨¢¥ ¢i¤®¡° ¦¥¿ h : M ! N .

Ǳ¥°¥ª® Ä¬®±¼ ³ ²®¬³, ¹® ¶¥ ¢i¤®¡° ¦¥¿ h §¡¥°i£ Ä ¯®°¿¤®ª. �¥-

µ © a1; a2 2 M , a1 < a2, b1 = h(a1), b2 = h(a2). Ǳ®²°i¡® ¤®¢¥±²¨, ¹®

b1 < b2. �i¤°i§®ª A(a2) ¯®¤i¡¨© ¤® ¢i¤°i§ª  B(b2), ¯°¨ ¶¼®¬³ ¢i¤°i§®ª

A(a2)(a1) = A(a1) ¯®¤i¡¨© ¤® ¤¥¿ª®£® ¢i¤°i§ª  B(b2)(b
0) = B(b0). � ¬®-

¦¨i B Ä «¨¸¥ ®¤¨ ¢i¤°i§®ª ¯®¤i¡¨© ¤® ¢i¤°i§ª  A(a1),   ± ¬¥ B(b1).

�²¦¥, b1 = b
0 i b1 < b2, ²®¬³ ¹® b1 = b

0 2 B(b2). �¥ § ¢¥°¸³Ä ¤®¢¥¤¥¿
¯®¤i¡®±²i ¬®¦¨ M i N .

4. �£i¤® § ¤®¢¥¤¥¨¬ «®£i·® ¬®¦«¨¢i ·®²¨°¨ ¢¨¯ ¤ª¨:

1) M = A, N = B;

2) M = A(m), N = B;

3) M = A, N = B(n);
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4) M = A(m), N = B(n).

�±² i© ¢¨¯ ¤®ª ¥¬®¦«¨¢¨©, ¡®, §  ¤®¢¥¤¥®¾ ¯®¤i¡i±²¾ ¬®-

¦¨M i N , ¢i ®§ · ¢ ¡¨, ¹® m ®°¬ «¼¨© ¥«¥¬¥², ®²¦¥, m 2 A(m),
¹® ¥¬®¦«¨¢®.

� «¨¸ ¾²¼±¿ ¯¥°¸i ²°¨ ¢¨¯ ¤ª¨. �° µ®¢³¾·¨ ²°¥²i© ª°®ª ¤®¢¥¤¥-

¿ ²¥®°¥¬¨, ¢®¨ ¿ª° § i ®§ · ¾²¼ ²¥, ¹® ±´®°¬³«¼®¢ ® ¢ ²¥®°¥¬i:

1) A i B ¯®¤i¡i;

2) B ¯®¤i¡  ¤® ¢i¤°i§ª  A;

3) A ¯®¤i¡  ¤® ¢i¤°i§ª  B.

1.3.2. Ǳ®°Æ¢¿¿ ®°¤¨ «¼¨µ ·¨±¥«

� ¯. 1.3.1. ¢¦¥ §£ ¤³¢ «®±¿ ®§ ·¥¿ ®°¤¨ «¼®£® ·¨±« . � £ ¤ Ä-

¬® ¹¥ ° §, ¹® § ¤ ²¨ ®°¤¨ «¼¥ ·¨±«® (¯®°¿¤ª®¢¨© ²¨¯) � ®§ · Ä

§ ¤ ²¨ ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ³ ¬®¦¨³ A. �¾ ¬®¦¨³  §¨¢ ²¨¬¥¬®

¬®¦¨®¾ ²¨¯³ �. � ²³° «¼i ·¨±«  0; 1; : : : ; n; : : : ¬¨ ®²®²®¦¾Ä¬® §

®°¤¨ «¼¨¬¨ ·¨±« ¬¨,   ± ¬¥ 0 § ¤ Ä²¼±¿ ¯®°®¦¼®¾ ¬®¦¨®¾,  ²³-

° «¼¥ ·¨±«® n § ¤ Ä²¼±¿ ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®¾ ¬®¦¨®¾ f1; 2; : : : ; ng
§i §¢¨· ©¨¬ ¯®°¿¤ª®¬.

�¥®°¥¬  1.13 § ¯. 1.3.1. ¤ Ä §¬®£³ ¯®°i¢¾¢ ²¨ ¤¢  ®°¤¨ «¼i ·¨±«  �

i �.

�§ ·¥¿ 1.25. �¥µ © � i � | ®°¤¨ «¼i ·¨±« . � ¦³²¼, ¹® � < �,

¿ª¹® ¿ª -¥¡³¤¼ (i, ®²¦¥, ª®¦ ) ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢   ¬®¦¨  ²¨-

¯³ � ¯®¤i¡  ¤® ¤¥¿ª®£® ¢i¤°i§ª  ¿ª®È-¥¡³¤¼ (i, ®²¦¥, ª®¦®È) ¶i«ª®¬

¢¯®°¿¤ª®¢ ®È ¬®¦¨¨ ²¨¯³ �.

� � � ®§ · Ä � < �  ¡® � = �.

�¥®°¥¬  1.14. �«¿ ¤®¢i«¼¨µ ®°¤¨ «¼¨µ ·¨±¥« � i � ¯° ¢¨«¼  ®¤ 

i ²i«¼ª¨ ®¤  § ²°¼®µ ¬®¦«¨¢®±²¥©: � < �, � = �, � > �.

�®¢¥¤¥¿. �¥ ¡¥§¯®±¥°¥¤i©  ±«i¤®ª § ²¥®°¥¬¨ 1.13.

�¥®°¥¬  1.15. �ª¹® �; � i  ² ªi ®°¤¨ «¼i ·¨±« , ¹® � < � i � < ,

²® � < .

�®¢¥¤¥¿. �¥µ © A, B i C | ¬®¦¨¨ ²¨¯i¢ �; � i . �®¤i A ¯®¤i¡ 

¤® ¢i¤°i§ª  ¬®¦¨¨ B, B ¯®¤i¡  ¤® ¢i¤°i§ª  ¬®¦¨¨ C. �®¬³ A

¯®¤i¡  ¤® ¢i¤°i§ª  ¬®¦¨¨ C, ¹® © ¤®¢®¤¨²¼ ²¥®°¥¬³ 1.15.
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�¥®°¥¬  1.16. �®¦¨  W (�) ¢±iµ ®°¤¨ «¼¨µ ·¨±¥«, ±²°®£® ¬¥-

¸¨µ ¢i¤ �, Ä ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®¾ ¬®¦¨®¾.

�®¢¥¤¥¿. �¥µ © A| ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢   ¬®¦¨  ²¨¯³ �. �i±² -

¢¨¬® ª®¦®¬³ ¥«¥¬¥²®¢Æ a 2 A ¯®°¿¤ª®¢¨© ²¨¯ ¢i¤°i§ª  A(a). �¤¥°¦¨-

¬® ¬®¦¨³ W (�) ¢±iµ ¯®°¿¤ª®¢¨µ ²¨¯i¢ (®°¤¨ «¼¨µ ·¨±¥«) ¬¥¸¨µ

¢i¤ � i ¢i¤®¡° ¦¥¿ ¬®¦¨ f : A ! W (�). �i¤®¡° ¦¥¿ f ¡iÄª²¨¢¥

i §¡¥°i£ Ä ¯®°¿¤®ª.

�¥®°¥¬  1.17. �³¤¼-¿ª  ¬®¦¨  A, ¹® ±ª« ¤ Ä²¼±¿ § ®°¤¨ «¼¨µ

·¨±¥«, Ä ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®¾.

�®¢¥¤¥¿. �  ²¥®°¥¬®¾ 1.14 ¬®¦¨  A Ä «ÆÆ©® ¢¯®°¿¤ª®¢ ®¾.

�¥µ © A0 � A i a0 2 A0. �ª¹® a0 |  ©¬¥¸¨© ¥«¥¬¥² ¢ A0, ²® ¤®¢®¤¨²¨
i·®£®. � i¸®¬³ ¢¨¯ ¤ª³, W (a0) \ A0 6= ;. �±ªi«¼ª¨ §  ¯®¯¥°¥¤¼®¾

²¥®°¥¬®¾ W (a0) ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢   ¬®¦¨ , ²® W (a0) \ A0 ¬i±²¨²¼
 ©¬¥¸¨© ¥«¥¬¥² a. �¥© ¥«¥¬¥² a i Ä, ®·¥¢¨¤®,  ©¬¥¸¨¬ ¥«¥¬¥-

²®¬ ¬®¦¨¨ A0.

1.3.3. �³¬  Æ ¤®¡³²®ª ®°¤¨ «¼¨µ ·¨±¥«

�¥µ © ¬ Ä¬® ¤¢  ®°¤¨ «¼¨µ ·¨±«  � i �. �¥ ®§ · Ä, ¹® ¬ Ä¬® ¤¢i

¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ i ¬®¦¨¨ A i B ²¨¯i¢ ¢i¤¯®¢i¤® � i �. �¢ ¦ ²¨¬¥-

¬®, ¹® A \B = ;. �®§£«¿¥¬® ¬®¦¨³ A [B i ¢¢¥¤¥¬®   i© ¯®°¿¤®ª

² ª: ¥«¥¬¥²¨ ¬®¦¨ A i B §¡¥°i£ ¾²¼ ±¢i© ¯®°¿¤®ª; ª°i¬ ²®£®, ¤«¿

ª®¦®£® a 2 A i ¤«¿ ª®¦®£® b 2 B ¯°¨©¬¥¬® a < b. �¥£ª® ¯¥°¥ª® -

²¨±¿ ¢ ²®¬³, ¹® ¬®¦¨  A [ B ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢   ¹®¤® ²i«¼ª¨ ¹®

¢¨§ ·¥®£® ¯®°¿¤ª³. �¯° ¢¤i, ¥µ © ; 6= C � A [ B. Ǳ®ª ¦¥¬®, ¹® C
¬i±²¨²¼  ©¬¥¸¨© ¥«¥¬¥². �ª¹® C \A 6= ;, ²®  ©¬¥¸¨© ¥«¥¬¥² ¢

C \A ¡³¤¥  ©¬¥¸¨¬ ¢ C, ¿ª¹® ¦ C\A = ;, ²® C\B 6= ; i  ©¬¥¸¨©
¥«¥¬¥² ¬®¦¨¨ C\B ¡³¤¥  ©¬¥¸¨¬ ¥«¥¬¥²®¬ ¬®¦¨¨ C. Ǳ®§ -

·¨¬® ¯®°¿¤ª®¢¨© ²¨¯ ¬®¦¨¨ A[B ·¥°¥§ �+ � i  §¢¥¬® ©®£® ±³¬®¾

®°¤¨ «¼¨µ ·¨±¥« � i �.

�®§£«¿¥¬® ¬®¦¨³ A � B i ¢¢¥¤¥¬®   i© ¯®°¿¤®ª ² ª: (a; b) <

(a0; b0) ¿ª¹® b < b
0  ¡® b = b

0 Æ a < a
0. �¨¿¢«¿Ä²¼±¿, ¹® ¬®¦¨  A � B

Ä ¶Æ«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®¾ ¹®¤® ¶¼®£® ¯®°¿¤ª³. �¯° ¢¤Æ, ¥µ © C ¥¯®-

°®¦¿ ¯Æ¤¬®¦¨  ¬®¦¨¨ A � B. �®¢¥¤¥¬®, ¹® ¢ ¬®¦¨Æ C Æ±³Ä

 ©¬¥¸¨© ¥«¥¬¥². �®¦¨  B0 ¤°³£¨µ ª®¬¯®¥² ¥«¥¬¥²Æ¢ ¬®¦¨-

¨ C Ä ¯Æ¤¬®¦¨®¾ ¬®¦¨¨ B. �±ªÆ«¼ª¨ B0 | ¶Æ«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢  ,
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²® ¢ Æ© Æ±³Ä  ©¬¥¸¨© ¥«¥¬¥² b0. �¥¯¥° °®§£«¿¥¬® ¯Æ¤¬®¦¨³

C
0 � C: C0 = f(a; b0) j (a; b0) 2 Cg. �¥µ © A0 | ¬®¦¨  ¯¥°¸¨µ ª®¬-

¯®¥² ¬®¦¨¨ C0. �®¦¨  A0 ¬ Ä  ©¬¥¸¨© ¥«¥¬¥², ¡® A ¶Æ«ª®¬

¢¯®°¿¤ª®¢   ¬®¦¨ . �·¥¢¨¤®, ¹® ¥«¥¬¥² (a0; b0) Ä  ©¬¥¸¨¬ ¥«¥-

¬¥²®¬ ¬®¦¨¨ C0 Æ ¬®¦¨¨ C. �²¦¥, A � B ¶Æ«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢  

¬®¦¨ .

Ǳ®§ ·¨¬® ¯®°¿¤ª®¢¨© ²¨¯ ¬®¦¨¨ A�B ·¥°¥§ � �� i  §¢¥¬® ©®£®
¤®¡³²ª®¬ ®°¤¨ «¼¨µ ·¨±¥« � i �.

Ǳ°¨ª« ¤¨

1. �¥µ © A ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢   ¬®¦¨  ²¨¯³ �. fbg | ®¤®¥«¥¬¥²  ¬®¦¨ ,

b 2 A. �®¤i ®°¤¨ «¼¥ ·¨±«® �+1 | ¶¥ ¯®°¿¤ª®¢¨© ²¨¯ ¬®¦¨¨ A[fbg, ¤¥ a < b

¤«¿ ª®¦®£® a 2 A.

2. �®ª°¥²Æ¸¥. �¥µ © N| ¬®¦¨   ²³° «¼¨µ ·¨±¥«. �®¤i N ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ -
  ¹®¤® §¢¨· ©®£® ¯®°¿¤ª³ ¬®¦¨ . � £ ¤ Ä¬®, ¹® ÈÈ ²¨¯ ¯®§ · ¾²¼ ·¥°¥§ !.

�°¤¨ «¼¥ ·¨±«® ! + 1 § ¤ Ä²¼±¿ ¬®¦¨®¾ N[ f g = f0; 1; : : : ; n; : : : ; ag, ¤¥ fag
| ¤®¢i«¼  ®¤®¥«¥¬¥²  ¬®¦¨  i §  ®§ ·¥¿¬ n < a ¤«¿ ¡³¤¼-¿ª®£® n 2 N.
�°¤¨ «¼¥ ·¨±«® 1+! § ¤ Ä²¼±¿,  ¯°¨ª« ¤, ¬®¦¨®¾ ¶i«¨µ ·¨±¥« i§ §¢¨· ©¨¬

¯®°¿¤ª®¬ f�1; 0; 1; 2; : : : ; n; : : : g = f�1g [N:�®¦¨¨ f�1g [N ²  N ¯®¤i¡i (¢i¤®-

¡° ¦¥¿ x 7! x+1 ¡iÄª²¨¢¥ i §¡¥°i£ Ä ¯®°¿¤®ª),   ¬®¦¨¨ N i N[fag ¥ ¯®¤i¡i
(¢ N[fag i±³Ä  ©¡i«¼¸¨© ¥«¥¬¥²,   ¢ N ² ª®£® ¥«¥¬¥²  ¥¬ Ä). �¥ ®§ · Ä, ¹®

1 + ! = ! 6= !+ 1. �²¦¥, ¤®¤ ¢ ¿ ®°¤¨ «¼¨µ ·¨±¥« ¥ª®¬³² ²¨¢¥.

3. �¥µ © N| ¬®¦¨   ²³° «¼¨µ ·¨±¥« Æ A = f0; 1g: �®¤Æ
N�A = f(0; 0); (1; 0); : : : ; (n; 0); : : : ; (0; 1); (1; 1); : : : ; (n; 1); : : : g;

¤¥ ¯®°¿¤®ª ³ ´Æ£³°¨µ ¤³¦ª µ ¢Æ¤¯®¢Æ¤ Ä ¢¯®°¿¤ª³¢ ¾ ¬®¦¨¨ N�A. �¿ ¬®-

¦¨  ¯®¤Æ¡  ¶Æ«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ Æ© ¬®¦¨Æ f1; 3; : : : ; 2n� 1; : : : ; 2; 4; : : : ; 2n; : : : g,
  ®°¤¨ «¼¥ ·¨±«® ! � 2 Ä ¯®°¿¤ª®¢¨¬ ²¨¯®¬ § ¤ ®È ¬®¦¨¨.

A�N= f(0; 0); (1; 0); (0; 1); (1; 1); (0; 2); (1; 2); : : : ; (0; n); (1; n); : : : g
² ª®¦ Ä ¶Æ«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®¾ ¬®¦¨®¾, ¿ª  ¬ Ä ¯®°¿¤ª®¢¨© ²¨¯ 2 �!. �®¦¨¨

A �N ²  N ¯®¤i¡i,   ¬®¦¨¨ N i N� A ¥ ¯®¤i¡i (¢ N� A i±³Ä ¥«¥¬¥², ¿ª¨©
¥ Ä  ©¬¥¸¨¬ Æ ¥ ¬ Ä ¯®¯¥°¥¤¼®£®,   ¢ A� N ª®¦¥ (¥  ©¬¥¸¨©) ¥«¥¬¥²

¬ Ä ¯®¯¥°¥¤Æ©. �¥ ®§ · Ä, ¹® 2 � ! 6= ! � 2. �²¦¥, ¬®¦¥¿ ®°¤¨ «¼¨µ ·¨±¥«

² ª®¦ ¥ª®¬³² ²¨¢¥.

�¥®°¥¬  1.18. �¥µ © � | ®°¤¨ «¼¥ ·¨±«®. �®¤i �+1 > � i ¥ i±³Ä

¦®¤®£® ®°¤¨ «¼®£® ·¨±«  �0 ² ª®£®, ¹® � < �
0
< �+ 1.

�®¢¥¤¥¿. �ª¹® A | ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢   ¬®¦¨  ²¨¯³ �, ²®

§ ¤ ²¨ ·¨±«® �+1 ®§ · Ä § ¤ ²¨ ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ³, ¿ª ³ ¯°¨ª« ¤i 1,

¬®¦¨³ A[fbg. Ǳ®§ ·¨¬® ¶¾ ¬®¦¨³ A0. �®¤i A = A
0(b) | ¢i¤°i§®ª

¢ A0, ²®¬³ � < � + 1. �®¦¥ ®°¤¨ «¼¥ ·¨±«® � < � + 1 Ä ¯®°¿¤ª®¢¨¬
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²¨¯®¬ ¤¥¿ª®£® ¢i¤°i§ª  A0(x) ¬®¦¨¨ A0. �ª¹® x = b, ²® � = �, ¿ª¹®

¦ x < b, ²® A0(x) = A(x) i � < �.

�§ ·¥¿ 1.26. �°¤¨ «¼¥ ·¨±«® �  §¨¢ Ä²¼±¿ ¥£° ¨·¨¬, ¿ª¹®

i±³Ä ² ª¥ ®°¤¨ «¼¥ ·¨±«® �, ¹® � = �+1. � i¸®¬³ ¢¨¯ ¤ª³ ·¨±«® �

 §¨¢ Ä²¼±¿ £° ¨·¨¬.

� ¯°¨ª« ¤, ®°¤¨ «¼i ·¨±«  1; 2; : : : ; n; !+ 1 Ä ¥£° ¨·¨¬¨,   ®°-

¤¨ «¼i ·¨±«  0, !, ! � 2; : : : | £° ¨·i.

1.3.4. �° ±´ii²  i¤³ª¶i¿

1. �®¢¥¤¥¿ ¬¥²®¤®¬ i¤³ª¶iÈ. �¥µ © § ¤ ® ¤¥¿ª³ ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®-

¢ ³ ¬®¦¨³ A i ¤¥¿ª¥ ²¢¥°¤¦¥¿ P (x), ¹® § «¥¦¨²¼ ¢i¤ §¬i®£®

¥«¥¬¥²  x ¬®¦¨¨ A.

�¥®°¥¬  1.19. �ª¹® ²¢¥°¤¦¥¿ P (x) Æ±²¨¥ ¤«¿  ©¬¥¸®£® ¥«¥-

¬¥²  a0 ¬®¦¨¨ A i, ¿ª¹® § ²®£®, ¹® P (a) Æ±²¨¥ ¤«¿ ¢±iµ ¥«¥¬¥-

²i¢ a 2 A ² ª¨µ, ¹® a < a
0 2 A, ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® Æ±²¨¥ i P (a0), ²® P (x)

Æ±²¨¥ ¤«¿ ¢±iµ ¥«¥¬¥²i¢ x 2 A.
�®¢¥¤¥¿. �ª¹® i±³¾²¼ ¥«¥¬¥²¨ x 2 A, ¤«¿ ¿ª¨µ P (x) µ¨¡¥,

²® ±¥°¥¤ ¶¨µ ¥«¥¬¥²i¢ i±³Ä  ©¬¥¸¨© x0, ²®¬³ ¹® ¬®¦¨  A ¶i«ª®¬

¢¯®°¿¤ª®¢  . �±ªi«¼ª¨ P (x) Æ±²¨¥ ¤«¿ ¢±iµ ¥«¥¬¥²i¢ x 2 A, ¿ªi ¬¥¸i
¢i¤ x0, ²® Æ±²¨¥ i P (x0). �¤¥°¦   ±³¯¥°¥·i±²¼ ¤®¢®¤¨²¼ ²¥®°¥¬³.

�ª¹® ³ ¶i© ²¥®°¥¬i ¬®¦¨³ A § ¬Æ¨²¨ ¬®¦¨®¾ N ( ²³° «¼¨µ

·¨±¥« §i §¢¨· ©¨¬ ¯®°¿¤ª®¬), ²® ®¤¥°¦¨¬® §¢¨· ©¨© ¬¥²®¤ ¬ ²¥¬ ²¨·-

®È i¤³ª¶iÈ. �®¬³ ²¥®°¥¬  1.19 Ä ³§ £ «¼¥¿¬ ¬¥²®¤³ ¬ ²¥¬ ²¨·®È

i¤³ª¶iÈ   ¢¨¯ ¤®ª ¤®¢i«¼¨µ ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ¨µ ¬®¦¨.

Ǳ°¨ª« ¤

�®§£«¿¥¬® ¯®±«i¤®¢i±²¼ �i¡® ··i fungn2N
u0 = 1; u1 = 1; u2 = u0 + u1; : : : ; un = un�2 + un�1; : : : : (1.14)

�±¼ ¤¥ªi«¼ª  ¯¥°¸¨µ ·«¥i¢ ¶iÄÈ ¯®±«i¤®¢®±²i 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; : : : :

�®¢¥¤¥¬® ¬¥²®¤®¬ ¬ ²¥¬ ²¨·®È i¤³ª¶iÈ ² ª³ °Æ¢Æ±²¼:

u0 + u2 + u4 + � � �+ u2n = u2n+1: (1.15)

�«¿ n = 0 ¶¿ °Æ¢Æ±²¼  ¡¨° Ä ¢¨£«¿¤³ u0 = u1. �¥µ © °Æ¢Æ±²¼ ¢Æ°  ¤«¿ ¢±iµ  ²³-

° «¼¨µ ·¨±¥«, ¬¥¸¨µ ¢i¤ n. �®¤i, §®ª°¥¬ , ¢Æ°  °Æ¢Æ±²¼

u0 + u2 + u4 + � � �+ u2n�2 = u2n�1: (1.16)
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Ǳ®ª ¦¥¬®, ¹® ²®¤Æ °Æ¢Æ±²¼ (1.15) ¢Æ°  i ¤«¿  ²³° «¼®£® ·¨±«  n. � Ä¬®

u0 + u2 + � � �+ u2n�2 + u2n = u2n�1 + u2n = u2n+1:

�³² ¯¥°¸  °i¢i±²¼ ¢¨¯«¨¢ Ä § (1.16), ¤°³£  § ®§ ·¥¿ (1.14) ¯®±«i¤®¢®±²i �i¡® ·-

·i. �Æ¢Æ±²¼ (1.15) ¤®¢¥¤¥®.

� ³¢ ¦¥¿ 1.4. � ¶¼®¬³ ¯°¨ª« ¤i ¬¨ ¥ ²i«¼ª¨ ¬ Ä¬® ¤®¢¥¤¥¿ ¬¥-

²®¤®¬ ¬ ²¥¬ ²¨·®È i¤³ª¶iÈ,   © ²¥, ¹®  §¨¢ ¾²¼ À¯®¡³¤®¢®¾ § 

i¤³ª¶iÄ¾Á. �®¡ § ¤ ²¨ ¯®±«i¤®¢i±²¼ �i¡® ··i (1.14), ¬¨ § ¤ «¨ ¤¢ 

ÈÈ ¯¥°¸i ·«¥¨ u0 i u1,   ¢±i i¸i ·«¥¨ ®¤¥°¦ «¨ §  ¤®¯®¬®£®¾ À°¥ª³°¥-

²®£® ±¯i¢¢i¤®¸¥¿Á un = un�2 + un�1.

�¥²®¤ À¯®¡³¤®¢¨ §  i¤³ª¶iÄ¾Á ²¥¦ ³§ £ «¼¾Ä²¼±¿   ¤®¢i«¼i ¶i«-

ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ i ¬®¦¨¨.

2. Ǳ®¡³¤®¢  ¬¥²®¤®¬ i¤³ª¶iÈ. �¥µ © A | ¤¥¿ª  ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤-

ª®¢   ¬®¦¨  i ¥µ ©  ¬ ²°¥¡  ¯®±² ¢¨²¨ ³ ¢i¤¯®¢i¤i±²¼ ª®¦®¬³

¥«¥¬¥²®¢Æ x 2 A ¤¥¿ª¨© ®¡'Äª² f(x). �¢ ¦ ²¨¬¥¬®, ¹® ¬ Ä¬® ¤«¿ ¶¼®-

£® À°¥ª³°¥²¥ ±¯i¢¢i¤®¸¥¿Á, ¿ª¥ ®¤®§ ·® ¢¨§ · Ä ®¡'Äª² f(b),

¿ª ²i«¼ª¨ ¢¨§ ·¥i ®¡'Äª²¨ f(a) ¤«¿ ¢±iµ a < b. Ǳ°¨ª« ¤®¬ ² ª®£®

°¥ª³°¥²®£® ±¯i¢¢i¤®¸¥¿ ¬®¦¥ ±«³£³¢ ²¨ °i¢i±²¼ un = un�2+un�1,
§  ¤®¯®¬®£®¾ ¿ª®È ®¤¥°¦³Ä¬® ¯®±«i¤®¢i±²¼ �i¡® ··i.

�¥®°¥¬  1.20. �¥µ © A | ¶Æ«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢   ¬®¦¨ , M | ¤®-

¢Æ«¼  ¬®¦¨ , a0 |  ©¬¥¸¨© ¥«¥¬¥² ¬®¦¨¨ Ai, m0 2M . Å±³Ä

«¨¸¥ ®¤  ´³ª¶Æ¿ f : A!M , ¹® ¬ Ä ² ªÆ ¢« ±²¨¢®±²Æ:

a) f(a0) = m0;

¡) ®¡° § f(b) ¥«¥¬¥²  b 2 A ®¤®§ ·® ¢¨§ · Ä²¼±¿ ®¡° § ¬¨ f(a)

¥«¥¬¥²Æ¢ a, ¤«¿ ¿ª¨µ a < b.

�®¢¥¤¥¿. �®¢¥¤¥¬® ±¯®· ²ª³ Ä¤¨i±²¼ ´³ª¶iÈ f . �ª¹® i±³¾²¼

¤¢i ´³ª¶iÈ f i g, ¹® § ¤®¢®«¼¿¾²¼ ³¬®¢¨ ²¥®°¥¬¨, ²® i±³¾²¼ ¥«¥¬¥-

²¨ x ¬®¦¨¨ A, ¤«¿ ¿ª¨µ f(x) 6= g(x). �¥µ © b |  ©¬¥¸¨© § ² ª¨µ

¥«¥¬¥²i¢. �®¤i ¤«¿ ¢±iµ a < b ¬ Ä¬® f(a) = g(a), §¢i¤±¨ ¬¨ ¯®¢¨i ¬ ²¨,

¹® i f(b) = g(b). �¤¥°¦   ±³¯¥°¥·i±²¼ ¤®¢®¤¨²¼ Ä¤¨i±²¼ ´³ª¶iÈ f .

�®¢¥¤¥¬®, ¹® ´³ª¶i¿ f i±³Ä. �«¿ ¶¼®£® °®§£«¿¥¬® ¢i¤°i§ª¨ A(a) =

fx 2 A j x < ag. Ǳ®ª ¦¥¬®, ¹®   ª®¦®¬³ ¢i¤°i§ª³ A(a) i±³Ä ´³ª-

¶i¿ f , ¿ª  § ¤®¢®«¼¿Ä ³¬®¢¨ ²¥®°¥¬¨. �¥µ © ¶¥ ¢¦¥ ¤®¢¥¤¥® ¤«¿ ¢±iµ

a
0
< a. �®§£«¿¥¬® ¤¢  ¢¨¯ ¤ª¨.
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1. �i¤°i§®ª A(a) ¬ Ä  ©¡i«¼¸¨© ¥«¥¬¥² c. �i¤ª¨¤ ¾·¨ ©®£®, ®¤¥°-

¦¨¬® ¢i¤°i§®ª A(c),   ¿ª®¬³ f i±³Ä §  ¯°¨¯³¹¥¿¬ i¤³ª¶iÈ. �®¤i

§ ·¥¿ f(c) ®¤®§ ·® ¢¨§ · Ä²¼±¿ § ·¥¿¬¨ f   ¢i¤°i§ª³ A(c).

2. �i¤°i§®ª A(a) ¥ ¬ Ä  ©¡i«¼¸®£® ¥«¥¬¥² . �®¤i ª®¦¨© ¥«¥¬¥²

c 2 A(a)  «¥¦¨²¼ ¤¥¿ª®¬³ ¬¥¸®¬³ ¢i¤°i§ª³ A(a1), ¤¥ c < a1 < a. f

i±³Ä   ¶¼®¬³ ¢i¤°i§ª³ A(a1), ²®¬³ § ·¥¿ f(c) ²¥¦ ¢¨§ ·¥¥.

�²¦¥, ´³ª¶i¿ f ¢¨§ ·¥    ¢±iµ ¢i¤°i§ª µ ¬®¦¨¨ A. �ª¹® A

¥ ¬ Ä  ©¡i«¼¸®£® ¥«¥¬¥² , ²® ª®¦¨© ¥«¥¬¥² § A  «¥¦¨²¼ ¤¥¿ª®¬³

¢i¤°i§ª³ i ¢ ¶¼®¬³ ¢¨¯ ¤ª³ ¢±¥ ¤®¢¥¤¥®. �ª¹® ¦ A ¬ Ä  ©¡i«¼¸¨©

¥«¥¬¥² m, ²® f ¢¨§ ·¥®   ¢i¤°i§ª³ A(m), ²®¬³ f(x) ¢¨§ ·¥® i ¤«¿

x = m.

1.3.5. �¬®¢  i¤³ª²¨¢®±²i

�  ¤¥¿ª¨µ ³¬®¢ ¬®¦  ³§ £ «¼¨²¨ °¥§³«¼² ²¨ ¯. 1.3.4.   ¸¨°¸¨©

ª« ± ¢¯®°¿¤ª®¢ ¨µ ¬®¦¨. �´®°¬³«¾Ä¬® ¤«¿ · ±²ª®¢® ¢¯®°¿¤ª®¢ -

¨µ ¬®¦¨ ² ª¥ ²¢¥°¤¦¥¿.

1. �¬®¢  i¤³ª²¨¢®±²i. �ª¹® ¢±i ¬ii¬ «¼i ¥«¥¬¥²¨ · ±²ª®¢®

¢¯®°¿¤ª®¢ ®È ¬®¦¨¨ A ¬ ¾²¼ ¤¥¿ª³ ¢« ±²¨¢i±²¼ P Æ ¿ª¹® § ¯° ¢¨«¼-

®±²Æ ¢« ±²¨¢®±²i P ¤«¿ ¢±iµ ¥«¥¬¥²i¢, ¬¥¸¨µ ¢i¤ ¤¥¿ª®£® ¥«¥¬¥² 

a 2 A, ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® P ¯° ¢¨«¼  i ¤«¿ a, ²® ¢±i ¥«¥¬¥²¨ ¬®¦¨¨ A

¬ ¾²¼ ¢« ±²¨¢i±²¼ P .

�´®°¬³«¾Ä¬® ¹¥ ¤¢i ¢« ±²¨¢®±²i, ¿ªÆ ¬®¦³²¼ § ¤®¢®«¼¿²¨ · ±²ª®-

¢® ¢¯®°¿¤ª®¢ i ¬®¦¨¨.

2. �¬®¢  ¬ii¬ «¼®±²i. �®¦  ¥¯®°®¦¿ ¯i¤¬®¦¨  B · ±²-

ª®¢® ¢¯®°¿¤ª®¢ ®È ¬®¦¨¨ A ¬i±²¨²¼ µ®· ®¤¨ ¬ii¬ «¼¨© ¥«¥¬¥².

3. �¬®¢  ®¡°¨¢³ ±¯ ¤¨µ « ¶¾£i¢. �®¦¨© ±¯ ¤¨© « ¶¾£

¥«¥¬¥²i¢ · ±²ª®¢® ¢¯®°¿¤ª®¢ ®È ¬®¦¨¨ ±² ¡i«i§³Ä²¼±¿. �¥ ®§ · Ä

² ª¥: ¿ª¹® a1 � a2 � � � � � an � : : : ±¯ ¤¨© « ¶¾£ ¥«¥¬¥²i¢ ¬®¦¨-

¨ A, ²® i±³Ä ² ª¨© i¤¥ª± n, ¹® an = an+1 = an+2 = : : : .

�¥®°¥¬  1.21. �¬®¢¨ i¤³ª²¨¢®±²i, ¬ii¬ «¼®±²i ²  ®¡°¨¢³

±¯ ¤¨µ « ¶¾£i¢ ¥ª¢i¢ «¥²i, ²®¡²® § ª®¦®È ³¬®¢¨ ¢¨¯«¨¢ ¾²¼ ¤¢i

i¸i.

�®¢¥¤¥¿. �®¢®¤¨¬® ²¥®°¥¬³ §  ±µ¥¬®¾ 2:) 1:) 3:) 2:

2:) 1. �¥µ © B | ¯Æ¤¬®¦¨  · ±²ª®¢® ¢¯®°¿¤ª®¢ ®È ¬®¦¨¨ A,

¥«¥¬¥²¨ ¿ª®È ¥ ¬ ¾²¼ ¢« ±²¨¢®±²Æ P . �¥µ © a | ¬ÆÆ¬ «¼¨© ¥«¥¬¥²
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¬®¦¨¨ B. �±Æ ¥«¥¬¥²¨ ¬®¦¨¨ A, ¹® ¬¥¸Æ Æ¦ a, ¬ ¾²¼ ¢« ±²¨-

¢Æ±²¼ P , ²®¬³ Æ ¥«¥¬¥² a ¯®¢¨¥ ¬ ²¨ ¶¾ ¢« ±²¨¢Æ±²¼. �¤¥°¦   ±³-

¯¥°¥·Æ±²¼ § ±¢Æ¤·³Ä, ¹® ¢±Æ ¥«¥¬¥²¨ ¬®¦¨¨ A ¬ ¾²¼ ¢« ±²¨¢Æ±²¼ P .

1:) 3. � ±²®±³Ä¬® ³¬®¢³ i¤³ª²¨¢®±²i ¤® ² ª®È ¢« ±²¨¢®±²i P : ¥«¥-

¬¥² a 2 A ¬ Ä ¢« ±²¨¢i±²¼ P , ¿ª¹® ª®¦¨© ±¯ ¤¨© « ¶¾£ ¥«¥¬¥²i¢,

¹® ¯®·¨ Ä²¼±¿ § a, ±² ¡i«i§³Ä²¼±¿. �¾ ¢« ±²¨¢i±²¼ ¬ ¾²¼, ®·¥¢¨¤®,

¢±i ¬ii¬ «¼i ¥«¥¬¥²¨ ¬®¦¨¨ A. � «i ¥µ © ¢±i ¥«¥¬¥²¨, ¿ªi ¬¥¸i

¢i¤ ¥«¥¬¥²  a, ¬ ¾²¼ ¢« ±²¨¢i±²¼ P . � ¶¼®¬³ ¢¨¯ ¤ª³ ª®¦¨© ¬¥¸¨©,

Æ¦ a, ·«¥ ª®¦®£® ±¯ ¤®£® « ¶¾£ , ¹® ¯®·¨ Ä²¼±¿ § a, ¬ Ä ¢« ±-

²¨¢i±²¼ P , ²®¬³ ¥«¥¬¥² a ¬ Ä ¢« ±²¨¢i±²¼ P . � ³¬®¢¨ i¤³ª²¨¢®±²i

®¤¥°¦³Ä¬®, ¹® ¢« ±²¨¢i±²¼ P § ¤®¢®«¼¿¾²¼ ¢±i ¥«¥¬¥²¨ ¬®¦¨¨ A,

²®¡²® ³ ¬®¦¨i A ±² ¡i«i§³Ä²¼±¿ ª®¦¨© ±¯ ¤¨© « ¶¾£ ¥«¥¬¥²i¢.

3:) 2. �ª¡¨ ¿ª -¥¡³¤¼ ¯i¤¬®¦¨  B � A ¥ ¬ «  ¡ ¬ÆÆ¬ «¼®£®

¥«¥¬¥² , ²® ¬¨ ¬®£«¨ ¡ ¯®¡³¤³¢ ²¨ ±¯ ¤¨© « ¶¾£ a1 > a2 > � � � >
an > : : : , ¿ª¨© ¥ ±² ¡i«i§³Ä²¼±¿.

1.3.6. �ª±i®¬  ¢¨¡®°³ ²  ²¥®°¥¬  �¥°¬¥«®

� £ ¤ Ä¬®, ¹®  ª±i®¬  ¢¨¡®°³ ±²¢¥°¤¦³Ä, ¹® ¤«¿ ª®¦®È ¥¯®°®¦¼®È

°®¤¨¨ ¥¯®°®¦iµ ¬®¦¨ i±³Ä ´³ª¶i¿, ¿ª  ª®¦i© ¬®¦¨i A ¶iÄÈ

°®¤¨¨ ±² ¢¨²¼ ³ ¢i¤¯®¢i¤i±²¼ ¤¥¿ª¨© ¥«¥¬¥² f(A) 2 A.
�¨ ¢¦¥ ¡ ·¨«¨, ¿ª¹® ¬®¦¨  A Ä ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®¾, ²®, §®-

ª°¥¬ , ¬®¦  ¤®¢®¤¨²¨ ¬¥²®¤®¬ ²° ±´ii²®È i¤³ª¶iÈ ²¢¥°¤¦¥¿, ¿ªÆ

§ «¥¦ ²¼ ¢i¤ ¥«¥¬¥²i¢ ¬®¦¨¨ A,   ² ª®¦ ¡³¤³¢ ²¨ §  ¤®¯®¬®£®¾ i-

¤³ª¶iÈ ´³ª¶iÈ, ¢¨§ ·¥i   A. �®¬³ §°³·® ¬ ²¨ ² ª¨© ¯®°¿¤®ª  

¬®¦¨i A, ¹®¤® ¿ª®£® ¢®  Ä ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®¾.

�¥®°¥¬  �¥°¬¥«® £ ° ²³Ä, ¹® ª®¦³ ¬®¦¨³ ¬®¦  ¶i«ª®¬ ¢¯®-

°¿¤ª³¢ ²¨. �  ¦ «¼, ¦®¤¥ ¤®¢¥¤¥¿ ¶iÄÈ ²¥®°¥¬¨ ¥ ¬i±²¨²¼ ª®ª°¥²-

®È ¯®¡³¤®¢¨ ² ª®£® ¯®°¿¤ª³; ¤®¢®¤¨²¼±¿ «¨¸¥ i±³¢ ¿ ¯®²°i¡®£®

¢¯®°¿¤ª³¢ ¿.

�¥®°¥¬  1.22 (�¥°¬¥«®). �®¦³ ¥¯®°®¦¾ ¬®¦¨³ ¬®¦  ¶i«-

ª®¬ ¢¯®°¿¤ª³¢ ²¨.

�®¢¥¤¥¿. �¥µ © A | ¥¯®°®¦¿ ¬®¦¨ . �¨¡¥°¥¬®, ¢¨ª®°¨±²®-

¢³¾·¨  ª±i®¬³ ¢¨¡®°³, ¯® ¥«¥¬¥²³ f(B) ³ ª®¦i© ¥¯®°®¦i© ¯i¤¬®-

¦¨i B � A. � §¢¥¬® ¯i¤¬®¦¨³ C � A µ®°®¸®¾, ¿ª¹® C ¬®¦  ¶i«-

ª®¬ ¢¯®°¿¤ª³¢ ²¨ ² ª, ¹® ¤«¿ ª®¦®£® a 2 C a = f

�
A nC(a)�, ¤¥ C(a)
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| ¢i¤°i§®ª ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®È ¬®¦¨¨ C, C(a) = fx 2 C j x < ag.
�®°®¸i ¬®¦¨¨ i±³¾²¼. � ª®¾ Ä ®¤®¥«¥¬¥²  ¬®¦¨  f(A).

�¥µ © ¤ «i C1 i C2 | ¤¢i µ®°®¸i ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ i ¯i¤¬®¦¨¨. C1

i C2 ¬i±²¿²¼ ±¯i«¼¨©  ©¬¥¸¨© ¥«¥¬¥² f(A). �®¤i ¢®¨ ¬ ¾²¼ i ±¯i«¼-

¨©  ©¡i«¼¸¨© ¢i¤°i§®ª C. �i¤°i§®ª C §¡i£ Ä²¼±¿ § C1  ¡® § C2. �ª¡¨

¶¥ ¡³«® ¥ ² ª, ²® §  ®§ ·¥¿¬ µ®°®¸®È ¯i¤¬®¦¨¨ ¢i¤°i§®ª C ¢¨§ -

· ¢±¿ ¡ i ¢ C1 i ¢ C2 ¥«¥¬¥²®¬ f(A n C), ²®¤i, ¤®¤ ¢¸¨ ¤® C ¥«¥¬¥²

f(A n C), ¬¨ ®¤¥°¦ «¨ ¡ ¡i«¼¸¨© ±¯i«¼¨© ¢i¤°i§®ª.

�²¦¥, § ¤¢®µ µ®°®¸¨µ ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ¨µ ¯i¤¬®¦¨ ®¤  Ä

¢i¤°i§ª®¬ i¸®È. �¢i¤±¨ ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® ®¡'Ä¤ ¿ E ¢±iµ µ®°®¸¨µ ¯i¤-

¬®¦¨ Ä µ®°®¸®¾ ¯i¤¬®¦¨®¾.

� «¨¸ Ä²¼±¿ ¯¥°¥¢i°¨²¨, ¹® ®¡'Ä¤ ¿ E §¡i£ Ä²¼±¿ § A. �ª¹®

A 6= E, ²® ¬¨ ¬®£«¨ ¡ ®¤¥°¦ ²¨ ¡i«¼¸³ i¦ E, µ®°®¸³ ¯i¤¬®¦¨³,

¤®«³·¨¢¸¨ ¤® E ¥«¥¬¥² f(AnE), ¢¢ ¦ ¾·¨ ¶¥© ¥«¥¬¥² ¡i«¼¸¨¬ §  ¢±i

¥«¥¬¥²¨ § E. �¥ ±³¯¥°¥·¨²¼ ®§ ·¥¾ ¬®¦¨¨ E i § ¢¥°¸³Ä ¤®¢¥-

¤¥¿.

� ³¢ ¦¥¿ 1.5. � ²¥®°¥¬¨ �¥°¬¥«® ¢¨¯«¨¢ Ä  ª±i®¬  ¢¨¡®°³.

�¯° ¢¤i, ¥µ © fXigi2I | ¥¯®°®¦¿ °®¤¨  ¥¯®°®¦iµ ¬®¦¨.

�  ²¥®°¥¬®¾ �¥°¬¥«® ª®¦³ ¬®¦¨³ Xi ¬®¦  ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª³¢ ²¨.

�®¬³ ¢ ª®¦i© ¬®¦¨i Xi i±³Ä  ©¬¥¸¨© ¥«¥¬¥² xi. �³ª¶i¿ ¢¨¡®-

°³ f ±² ¢¨²¼ ³ ¢i¤¯®¢i¤i±²¼ ª®¦i© ¬®¦¨i Xi ¥«¥¬¥² f(Xi) = xi.

1.3.7. �ª±i®¬  ¢¨¡®°³ ²  «¥¬  �®° 

� ¦«¨¢¨¬ Æ §°³·¨¬ ´ ª²®¬, ¿ª¨© ¢¨ª®°¨±²®¢³¾²¼ ¢  «£¥¡°i, Ä «¥¬ 

�®° . �ª ¯®¡ ·¨¬®, ¢®  ¥ª¢Æ¢ «¥²   ª±Æ®¬Æ ¢¨¡®°³. �«¿ ²®£® ¹®¡

±´®°¬³«¾¢ ²¨ «¥¬³ �®° , ¢¢¥¤¥¬® ¹¥ ®¤¥ ®§ ·¥¿.

�§ ·¥¿ 1.27. �®¤¨  B ¯i¤¬®¦¨ ¬®¦¨¨ A  §¨¢ Ä²¼±¿ i¤³ª-

²¨¢®¾, ¿ª¹® ®¡'Ä¤ ¿ ¥«¥¬¥²i¢ ¤®¢i«¼®£® « ¶¾£  (¹®¤® ¢ª«¾-

·¥¿) ¯i¤¬®¦¨ ¬®¦¨¨ B  «¥¦¨²¼ ¤® B (¯°¨£ ¤ Ä¬®, ¹® « ¶¾-

£®¬  §¨¢ ¾²¼ «ii©® ¢¯®°¿¤ª®¢ ³ ¬®¦¨³).

�¥¬  1.2. �ª¹® °®¤¨  B ¥¯®°®¦iµ ¯i¤¬®¦¨ ¬®¦¨¨ A i¤³ª-

²¨¢ , ²® ¢®  ¬i±²¨²¼ ¬ ª±¨¬ «¼¨© ¥«¥¬¥², ²®¡²® ¯i¤¬®¦¨-

³ M , ¿ª  ¥ ¬i±²¨²¼±¿ ¢ ¦®¤i© ¬®¦¨i § B, ¢i¤¬ii© ¢i¤ M .
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�®¢¥¤¥¿. � ³¢ ¦¨¬® ² ª¥: ¿ª¹® ¯i¤¬®¦¨  A1 ¬®¦¨¨ B ¥ Ä

¬ ª±¨¬ «¼¨¬ ¥«¥¬¥²®¬, ²® ¬®¦  § ©²¨ ¯i¤¬®¦¨³ A2 2 B ² ª³,

¹® A1 � A2. �ª¹® A2 ¥ Ä ¬ ª±¨¬ «¼¨¬, ²® i±³Ä A3 2 B, ¹® A1 �
A2 � A3. I ² ª ¤ «i. �®¡²®, ¬¨ ¬ Ä¬® ±¯° ¢³ § « ¶¾£ ¬¨ ¯i¤¬®¦¨.

1. �¯®· ²ª³ ¯®ª ¦¥¬®, ¹® § ²¥®°¥¬¨ �¥°¬¥«® ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® ª®¦¨©

« ¶¾£ ¯i¤¬®¦¨ ¬®¦¨¨ A ¬i±²¨²¼±¿ ¢ ¤¥¿ª®¬³ ¬ ª±¨¬ «¼®¬³ « -

¶¾§Æ. �¥µ © C ¤¥¿ª¨© « ¶¾£ ¢ A. �ª¹® C = 2A, ²® ¤®¢®¤¨²¨ i·®£®. �

i¸®¬³ ¢¨¯ ¤ª³, °®§£«¿¥¬® ¬®¦¨³ D = 2AnC. �  ²¥®°¥¬®¾ �¥°¬¥«®

¬®¦¨³ D ¬®¦  ¶i«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª³¢ ²¨. � «i ¢¨ª®°¨±² Ä¬® ¯®¡³¤®¢³

§  i¤³ª¶iÄ¾. �¥°¥¬®  ©¬¥¸¨© ¥«¥¬¥² d0 ¬®¦¨¨ D. �ª ¦¥¬®, ¹®

d0  «¥¦¨²¼ ¤® ¯¥°¸®£® ª« ±³, ¿ª¹® ¤«¿ ª®¦®£® x 2 C ¬ Ä¬® x � d0

 ¡® d0 � x, i ¤® ¤°³£®£® ª« ±³, ¿ª¹® i±³Ä x 2 C, ¤«¿ ¿ª®£® x 6� d0 i

d0 6� x. �±i ¥«¥¬¥²¨ « ¶¾£  C ²¥¦  «¥¦ ²¼ ¤® ¯¥°¸®£® ª« ±³.

�¥µ © d 2 D i ¢±i ¥«¥¬¥²¨ d0 2 D, d0 < d ¢¦¥  «¥¦ ²¼ ¤® ¯¥°¸®£®

 ¡® ¤°³£®£® ª« ±³. �ª ¦¥¬®, ¹® ¥«¥¬¥² d  «¥¦¨²¼ ¤® ¯¥°¸®£® ª« ±³,

¿ª¹® ¤«¿ ª®¦®£® ¥«¥¬¥²  x, ¿ª¨© ¢¦¥  «¥¦¨²¼ ¤® ¯¥°¸®£® ª« ±³,

¬ Ä¬® x � d  ¡® d � x. � i¸®¬³ ¢¨¯ ¤ª³, ±ª ¦¥¬®, ¹® d  «¥¦¨²¼ ¤®

¤°³£®£® ª« ±³.

�¨ª®°¨±²®¢³¾·¨ ²¥®°¥¬³ ¯°® ¯®¡³¤®¢³ §  i¤³ª¶iÄ¾, ¬®¦¥¬® ¢¢ ¦ -

²¨, ¹® ª®¦¨© ¥«¥¬¥² ¬®¦¨¨ 2A  «¥¦¨²¼ ¤® ¯¥°¸®£®  ¡® ¤°³£®£®

ª« ±i¢.

�«¥¬¥²¨ ¯¥°¸®£® ª« ±³ ³²¢®°¾¾²¼ « ¶¾£, ¿ª¨© §  ¯®¡³¤®¢®¾ ¬ ª-

±¨¬ «¼¨©.

2. �®§£«¿¥¬® ¡³¤¼-¿ª³ ¯i¤¬®¦¨³ X i¤³ª²¨¢®È ¬®¦¨¨ B. � -

¶¾£, ¹® ±ª« ¤ Ä²¼±¿ § ®¤®£® ¥«¥¬¥²  X , §  ¤®¢¥¤¥®¾ · ±²¨®¾ «¥-

¬¨, ¬i±²¨²¼±¿ ¢ ¬ ª±¨¬ «¼®¬³ « ¶¾§i C. �®§£«¿¥¬® ¬®¦¨³M , ¹®

®¡'Ä¤³Ä ¢±i ¥«¥¬¥²¨ « ¶¾£  C. �·¥¢¨¤®, M Ä ¬ ª±¨¬ «¼¨¬ ¥«¥¬¥-

²®¬ ¬®¦¨¨ B. �¯° ¢¤Æ, ¿ª¡¨ i±³¢ ¢ ¥«¥¬¥²M1 2 B,M1 )M , ²®M1

¬®¦  ¡³«® ¡ ¤®«³·¨²¨ ¤® « ¶¾£  C i ®¤¥°¦ ²¨ ¡i«¼¸¨© « ¶¾£.

� ³¢ ¦¥¿ 1.6. �®¦  ¯®ª § ²¨, i ¶¥ ¥ ¤³¦¥ ¢ ¦ª®, ¹® § «¥¬¨

�®°  ¢¨¢®¤¨²¼±¿  ª±i®¬  ¢¨¡®°³, ²®¡²® «¥¬  �®°  Ä ¥ª¢i¢ «¥²®¾

¤®  ª±i®¬¨ ¢¨¡®°³. � ¶iª ¢«¥®¬³ ·¨² ·¥¢Æ ¯°®¯®³Ä¬® § §¨°³²¨ ¤®

ª¨£ [15], [17].
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� ²³° «¼Æ ·¨±« , Æ¤³ª¶Æ¿

²  ¯®²³¦Æ±²¼

�®£ ±²¢®°¨¢ ¶Æ«Æ ·¨±« ,
¢±¥ °¥¸²  | °®¡®²  «¾¤¨¨.

�. �°®¥ª¥°

2.1. � ²³° «¼Æ ·¨±« 

� ª ± ¬® ¿ª Æ ³ ¢¨¯ ¤ª³ ²¥®°ÆÈ ¬®¦¨, ±²°®£¥ ¢¢¥¤¥¿  ²³° «¼¨µ

·¨±¥« ¬®¦  ¢¨ª® ²¨ «¨¸¥  ª±Æ®¬ ²¨·®.

2.1.1. �ª±Æ®¬¨ Ǳ¥ ®

�§ ·¥¿ 2.1. �®¦¨   ²³° «¼¨µ ·¨±¥« | ¶¥ ¬®¦¨  N, ¤«¿

¿ª®È Æ±³Ä ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ d : N! N; ¿ª¥ ¬ Ä ² ªÆ ¢« ±²¨¢®±²Æ ( ª±Æ®¬¨
Ǳ¥ ®):

P1) ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ d Æ'Äª²¨¢¥;

P2) Æ±³Ä ¥«¥¬¥² 0 2 N, ² ª¨© ¹® d(a) 6= 0 ¤«¿ ª®¦®£® ¥«¥¬¥² 

a 2 N;
P3) ¿ª¹® S � N { ¯Æ¤¬®¦¨  ¬®¦¨¨ N, ¯°¨·®¬³ 0 2 S Æ ¤«¿ ª®¦-

®£® a 2 S ©®£® ®¡° § d(a) ²¥¦ Ä ¥«¥¬¥²®¬ ¬®¦¨¨ S, ²®

S = N:

�ª±Æ®¬³ P3  §¨¢ ¾²¼  ª±Æ®¬®¾ ¬ ²¥¬ ²¨·®È Æ¤³ª¶ÆÈ. �Æ¤®¡° ¦¥-

¿ d  §¨¢ ¾²¼ ´³ª¶ÆÄ¾  ±²³¯®±²Æ. �°³·® ¯¨± ²¨ a
0 § ¬Æ±²¼ d(a).

00 ¤ «Æ ¯®§ · ²¨¬¥¬® 1.

47
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�  ª±Æ®¬ Ǳ¥ ® ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® N = f0; 00 = 1; 000; : : : ; 0
00���0

; : : :g; ¤¥
0
00���0 = d(d(: : :d(0) : : :) («Æ¢®°³· n ¸²°¨µÆ¢, ¯° ¢®°³· n ° §Æ¢ § ±²®±®-

¢   ´³ª¶Æ¿ d).

�¢Æ¤±¨ «¥£ª® ¢¨¢¥±²¨ ² ª¥: ª®«¨ ¬ Ä¬® ¤¢Æ ¬®¦¨¨ N1 Æ N2, ¿ªÆ

§ ¤®¢®«¼¿¾²¼  ª±Æ®¬¨ Ǳ¥ ®, ²® Æ±³Ä ¡ÆÄª²¨¢¥ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ § ¬®-

¦¨¨ N1   ¬®¦¨³ N2. �«¥¬¥²¨ ¤®¢Æ«¼®È ¬®¦¨¨, ¿ª  § ¤®¢®«¼¿Ä

 ª±Æ®¬¨ Ǳ¥ ®,  §¨¢ ²¨¬¥¬®  ²³° «¼¨¬¨ ·¨±« ¬¨.

2.1.2. �±®¶i ²¨¢i±²¼ ¤®¤ ¢ ¿  ²³° «¼¨µ ·¨±¥«

�®¤ ¢ ¿  ²³° «¼¨µ ·¨±¥« ¢¨§ · ¾²¼ À§  Æ¤³ª¶ÆÄ¾Á.

�§ ·¥¿ 2.2. �¥µ © a; b 2 N: �®¤Æ i) a+ 0 = a; ii) a+ b
0 = (a+ b)0:

�¢¥°¤¦¥¿ 2.1. �®¤ ¢ ¿  ²³° «¼¨µ ·¨±¥«  ±®¶Æ ²¨¢¥, ²®¡²®

(a+ b) + c = a+ (b+ c) 8a; b; c 2 N:

�®¢¥¤¥¿. �¥µ © S = fc 2 N j (a + b) + c = a + (b + c) 8a; b 2 Ng:
�®¤Æ 0 2 S, ¡® (a+ b) + 0 = a+ (b+ 0) = a+ b:

�®¢¥¤¥¬® ² ª¥: ª®«¨ c 2 S; ²® © c0 2 S: �ª¹® c 2 S, ²® (a + b) + c =

a+(b+c). �¢Æ¤±¨ ®¤¥°¦³Ä¬® ((a+b)+c)0 = (a+(b+c))0, Æ, ¢¨ª®°¨±²®¢³¾·¨
³¬®¢³ ii) § ®§ ·¥¿ ¤®¤ ¢ ¿  ²³° «¼¨µ ·¨±¥«, ¬ Ä¬®

(a+ b) + c
0 = ((a+ b) + c)0 = (a+ (b+ c))0 = a+ (b+ c)0 = a+ (b+ c

0):

�®¬³ (a+b)+c0 = a+(b+c0) Æ c 2 S: �   ª±Æ®¬®¾ P3 ¬®¦¨  S §¡Æ£ Ä²¼±¿

§ ¶Æ«®¾ ¬®¦¨®¾ N, Æ ¶¥ § ¢¥°¸³Ä ¤®¢¥¤¥¿.

2.1.3. �®¬³² ²¨¢i±²¼ ¤®¤ ¢ ¿  ²³° «¼¨µ ·¨±¥«

�¢¥°¤¦¥¿ 2.2. a0 = a + 1 = 1 + a 8a 2 N:

�®¢¥¤¥¿. �¥µ © S = fa 2 N j a0 = a + 1 = 1 + ag. �¯®· ²ª³

¯¥°¥¢Æ°¨¬®, ¹® 0 2 S: �¯° ¢¤Æ, 00 = (0+0)0 = 0+00 = 0+1; 00 = 1 = 1+0:

�ª¹® a 2 S, ²® (a0)0 = (a+ 1)0 = ((a + 1) + 0)0 = a
0 + 00 = a

0 + 1; (a0)0 =
(1 + a)0 = 1 + a

0
: �²¦¥, a0 2 S,   ²®¬³, §   ª±Æ®¬®¾ P3 ²¢¥°¤¦¥¿

¤®¢¥¤¥¥.
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�¢¥°¤¦¥¿ 2.3. �®¦¥¿  ²³° «¼¨µ ·¨±¥« ª®¬³² ²¨¢¥, ²®¡-

²®

a+ b = b+ a 8a; b 2 N:
�®¢¥¤¥¿. �®§Æ¡'Ä¬® ¤®¢¥¤¥¿   ¤¢Æ · ±²¨¨. 1. �¯®· ²ª³ ¤®-

¢¥¤¥¬®, ¹® a + 0 = 0 + a ¤«¿ ª®¦®£® a 2 N. �«¿ ¶¼®£® °®§£«¿-

¥¬® ¬®¦¨³ S = fa 2 N j a + 0 = 0 + ag: � ®§ ·¥¿ ¤®¤ ¢ -

¿ ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® 0 2 S: �®±¨²¼ ¯¥°¥¢Æ°¨²¨, ¹® © a
0 2 S: �¯° ¢¤Æ,

0 + a
0 = (0 + a)0 = (a+ 0)0 = a + 00 = a+ 1 = a

0 = a
0 + 0:

2. �¥µ © T = fb 2 N j a+ b = b+ ag: �  ¯¥°¸®¾ · ±²¨®¾ ¤®¢¥¤¥¿

0 2 T . Ǳ¥°¥¢Æ°¨¬®, ¹® § b 2 T ¢¨¯«¨¢ Ä b0 2 T: � Ä¬®

a+ b
0 = (a+ b)0 = (b+ a)0 = b+ a

0 = b+ (1 + a) = (b+ 1) + a = b
0 + 1:

�   ª±Æ®¬®¾ P3 T = N Æ ²¢¥°¤¦¥¿ ¤®¢¥¤¥¥.

2.1.4. �®¦¥¿  ²³° «¼¨µ ·¨±¥«

�®¦¥¿  ²³° «¼¨µ ·¨±¥«, ¿ª Æ ¤®¤ ¢ ¿, ¢¨§ · Ä²¼±¿ À§  Æ¤³ª-

¶ÆÄ¾Á.

�§ ·¥¿ 2.3. �ª¹® a; b 2 N; ²® §  ®§ ·¥¿¬

i) a0 = 0;

ii) ab0 = ab+ a:

�¢¥°¤¦¥¿ 2.4 ¯°®¯®³Ä¬® ¤®¢¥±²¨ ± ¬®±²Æ©®.

�¢¥°¤¦¥¿ 2.4. 1) a(b+ c) = ab+ ac 8a; b; c 2 N;
2) a(bc) = (ab)± 8a; b; c 2 N;
3) ab = ba 8a; b 2 N:

2.1.5. �Æ®¬ �¼¾²® 

�ª Æ«¾±²° ¶Æ¾ ¬¥²®¤³ ¬ ²¥¬ ²¨·®È Æ¤³ª¶ÆÈ  ¢¥¤¥¬® ¤®¢¥¤¥¿ ´®°-

¬³«¨ ¡Æ®¬  �¼¾²® .

�«¿ k; n 2 N ¯°¨©¬¥¬® §  ®§ ·¥¿¬

n! = 1 � 2 � � � � � n; C
k
n =

n!

k!(n� k)! ; 0! = 1:
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�¢¥°¤¦¥¿ 2.5.

C
k
n + C

k�1
n = C

k
n+1:

�®¢¥¤¥¿.

n!

k!(n� k)! +
n!

(k � 1)!(n� k + 1)!
=

=
n!

(k � 1)!(n� k)!
�1
k

+
1

n � k + 1

�
=

(n+ 1)!

k!(n+ 1� k)! :

�¢¥°¤¦¥¿ 2.6. �¥µ © a; b | ¥«¥¬¥²¨ ¤®¢Æ«¼®£® ª®¬³² ²¨¢®£®

ªÆ«¼¶¿ R (§®ª°¥¬ , ¤Æ©±Æ ·¨±« ), n |  ²³° «¼¥ ·¨±«®. �®¤Æ

(a+ b)n =

nX
k=0

C
k
na

n�k
b
k
:

�®¢¥¤¥¿. �¥µ © S | ¬®¦¨  ²¨µ  ²³° «¼¨µ ·¨±¥« n, ¤«¿ ¿ª¨µ

´®°¬³«  ¯° ¢¨«¼ . �®¤Æ 0 2 S; ¡® (a+ b)0 = 1 = C
0
0a

0
b
0
: Ǳ°¨¯³±²¨¬®,

¹® n 2 S Æ ¤®¢¥¤¥¬®, ¹® © n+ 1 2 S: � Ä¬®

(a+ b)n+1 = (a+ b)n(a+ b) =
� nX
k=0

C
k
na

n�k
b
k
��
a+ b

�
=

nX
k=0

C
k
na

n+1�k
b
k+

+

nX
k=0

C
k
na

n�k
b
k+1 = a

n+1 +

nX
k=0

(Ck
n + C

k�1
n )an+1�k

b
k + b

n+1 =

C
0
n+1 +

nX
k=0

C
k
n+1a

n+1�k
b
k + C

n+1
n+1b

n+1 =

n+1X
k=0

C
k
n+1a

n+1�k
b
k
:

�¢¥°¤¦¥¿ ¤®¢¥¤¥¥.

2.1.6. �°¨ª³²¨ª Ǳ ±ª «¿

�¨ª®°¨±²®¢³¾·¨ ´®°¬³«³ Ck
n+1 = C

k
n + C

k�1
n ; ¡ ·¨¬®, ¹® ª®¥´Æ¶ÆÄ²¨

C
k
n ³ ´®°¬³«Æ ¡Æ®¬  �¼¾²®  Ä ¥«¥¬¥² ¬¨ n-£® °¿¤ª  ²°¨ª³²¨ª ,

¿ª¨©  §¨¢ ¾²¼ ²°¨ª³²¨ª®¬ Ǳ ±ª «¿.
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1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 25 21 7 1

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

2.1.7. �¥ª³°¥²Æ ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ ²  °¥ª³°¥²Æ ®§ ·¥¿

� ®§ ·¥¿ ¬®¦¨¨  ²³° «¼¨µ ·¨±¥« ¬¨ ¡ ·¨¬®, ¹® ¶¥ ¯®±«Æ¤®¢-

Æ±²¼, ¿ª  ¯®·¨ Ä²¼±¿ § ³«¿, ª®¦¨©  ±²³¯¨© ÈÈ ·«¥ ¤®°Æ¢¾Ä ¯®¯¥-

°¥¤¼®¬³, §¡Æ«¼¸¥®¬³   ®¤¨¨¶¾. Å ª¸¥ ª ¦³·¨, ¶¿ ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼

¶Æ«ª®¬ ¢¨§ · Ä²¼±¿ ³¬®¢ ¬¨

a0 = 0; an = an�1 + 1 ¤«¿ n > 1: (2.1)

� £ «¼Æ ·«¥¨ ¯®±«Æ¤®¢®±²¥© f2n; n 2 Ng ²  fn!; n 2 Ng ²¥¦ ®¡·¨±«¾-

¾²¼ §  ¯° ¢¨«®¬, ±µ®¦¨¬   (2.1). �«¿ ¯¥°¸®È § ¶¨µ ¯®±«Æ¤®¢®±²¥©

a0 = 1; an = 2an�1;

¤«¿ ¤°³£®È

a0 = 1; an = nan�1:

� ¶¨µ ¢¨¯ ¤ª µ ¬ Ä¬® ¯°®±²Æ ´®°¬³«¨ ¤«¿ ®¡·¨±«¥¿ an: �®§£«¿¥¬®

¹¥ ®¤¨ ¯°¨ª« ¤.

a0 = a1 = 1; an = an�1 + an�2; ¤«¿ n � 2: (2.2)

Ǳ®±«Æ¤®¢Æ±²¼ (2.2) | ¶¥ ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ ·¨±¥« �Æ¡® ··Æ, ¯°® ¿ª³ ¢¦¥

©¸«®±¿ ° Æ¸¥.
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�§ ·¥¿ 2.4. � ¦³²¼, ¹® ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ fa0; a1; : : : ; an; : : :g ¥«¥¬¥-
²Æ¢ ¤¥¿ª®È ¬®¦¨¨ ®§ ·¥  °¥ª³°¥²®, ¿ª¹®:

(1) § ´Æª±®¢   ¤¥¿ª  ±ªÆ·¥  ¯Æ¤¬®¦¨  ·«¥Æ¢ ¶ÆÄÈ ¯®±«Æ¤®¢-

®±²Æ (§¤¥¡Æ«¼¸®£®, ¤¥ªÆ«¼ª  ¯¥°¸¨µ ·«¥Æ¢);

(2) Æ¸Æ ·«¥¨ ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ ®¤®§ ·® ¢¨§ · ¾²¼±¿ §  ¯¥¢¨¬

¯° ¢¨«®¬ § ¯®¯¥°¥¤Æµ ·«¥Æ¢.

�®©®  ¢¥¤¥¥ ®§ ·¥¿ Ä ¤³¦¥ § £ «¼¨¬ Æ ¥ ¤³¦¥ ·Æ²ª¨¬. �®§-

£«¿¥¬® ®¤¨ · ±²ª®¢¨© ¢¨¯ ¤®ª ¶¼®£® ®§ ·¥¿.

�§ ·¥¿ 2.5. �¥µ © A { ¤¥¿ª¥ ªÆ«¼¶¥. � ¦³²¼, ¹® ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼

fa0; a1; : : : ; an; : : :g ¥«¥¬¥²Æ¢ ªÆ«¼¶¿ A Ä «ÆÆ©®¾ °¥ª³°¥²®¾ ¯®±«Æ-

¤®¢Æ±²¾, ¿ª¹® Æ±³Ä  ²³° «¼¥ ·¨±«® m Æ ¥«¥¬¥²¨ c0; c1; : : : ; cm�1 2
A ² ªÆ, ¹® ¤«¿ n � m

an = c0an�m + c1an�m+1 + � � �+ cm�1an�1 =
m�1X
i=0

cian�m+i: (2.3)

�¢¥°¤¦¥¿ 2.7. �ª¹® ªÆ«¼¶¥ A Ä ¯®«¥¬, ²® ¬®¦¨  ¢±Æµ ¯®±«Æ¤®¢-

®±²¥©, ¿ªÆ § ¤®¢®«¼¿¾²¼ ³¬®¢¨ (2.3) (¯°¨ ´Æª±®¢ ¨µ ci) Ä m-¢¨¬Æ°-

¨¬ «ÆÆ©¨¬ ¯°®±²®°®¬. �ª¹® A = Fq { ±ªÆ·¥¥ ¯®«¥ § q ¥«¥¬¥²Æ¢,

²® ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¢±Æµ ¯®±«Æ¤®¢®±²¥© (2.3) ¤®°Æ¢¾Ä qm.

�®¢¥¤¥¿. �ª¹® ¥ ´Æª±³¢ ²¨ ¯¥°¸Æ m ·«¥Æ¢ «ÆÆ©®È °¥ª³°¥²®È

¯®±«Æ¤®¢®±²Æ Æ °®§£«¿¤ ²¨ ¢±Æ ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ, ·«¥¨ ¿ª¨µ § ¤®¢®«¼¿¾²¼

°Æ¢¿¿

Xn =

m�1X
i=0

ciXn�m+i; (2.4)

²® §°®§³¬Æ«®, ¹® ±³¬  ¤¢®µ °®§¢'¿§ªÆ¢ °Æ¢¿¿ (2.3) Ä §®¢³ °®§¢'¿§ª®¬

¶¼®£® °Æ¢¿¿. � «®£Æ·¥ ²¢¥°¤¦¥¿ ¯° ¢¨«¼¥ Æ ¤«¿ ¤®¡³²ª³ °®§-

¢'¿§ª³   ±ª «¿°. �¥£ª® ¯¥°¥ª® ²¨±¿ ¢ ²®¬³, ¹® ¬®¦¨  °®§¢'¿§ªÆ¢

°Æ¢¿¿ (2.3) Ä «ÆÆ©¨¬ ¯°®±²®°®¬ ¹®¤® ¶¨µ ®¯¥° ¶Æ©. �®¦¨© °®§¢'¿-

§®ª fa0; a1; : : : ; an; : : :g ®¤®§ ·® ¢¨§ · Ä²¼±¿ ¢¥ª²®°®¬ (a0; a1; : : : ;

am�1) 2 Am. �¢Æ¤±¨ ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® ¢¨¬Æ°Æ±²¼ ¯°®±²®°³ °®§¢'¿§ªÆ¢ °Æ¢-

¿¿ (2.3) ¤®°Æ¢¾Ä m: �«¿ § ¢¥°¸¥¿ ¤®¢¥¤¥¿ § «¨¸ Ä²¼±¿ § ³¢ -

¦¨²¨, ¹® Æ±³Ä qm ¢¥ª²®°Æ¢ (a0; a1; : : : ; am�1) 2 Fmq .
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�¯° ¢ . � ³¬®¢ µ ¯®¯¥°¥¤¼®£® ²¢¥°¤¦¥¿ ¤®¢¥±²¨ ² ª¥: ª®«¨ ªÆ«¼-

¶¥ A = Fq Ä ¯®«¥¬ § q ¥«¥¬¥²Æ¢, ²® ª®¦  «ÆÆ©  °¥ª³°¥²  ¯®±«Æ¤®¢-

Æ±²¼ Ä ¯¥°Æ®¤¨·®¾.

�§ ·¥¿ 2.6. Ǳ®«Æ®¬ f(X) = X
m�cm�1Xm�1� : : :�c1X�c0  §¨-

¢ Ä²¼±¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·¨¬ ¯®«Æ®¬®¬ «ÆÆ©®È °¥ª³°¥²®È ¯®±«Æ¤®¢-

®±²Æ (2.3).

� ¦«¨¢Æ±²¼ ¯®¿²²¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·®£® ¯®«Æ®¬  ¯®«¿£ Ä ¢ ²®¬³,

¹® Æ®¤Æ ª®°¨±® § ²¨ ²Æ °®§¢'¿§ª¨ °Æ¢¿¿ (2.4), ¿ªÆ ¬ ¾²¼ ¢¨£«¿¤

(1; �; �2; : : : ; �n; : : :):

�¢¥°¤¦¥¿ 2.8. Ǳ®±«Æ¤®¢Æ±²¼ (1; �; �2; : : : ; �n; : : :) ²®¤Æ © «¨¸¥

²®¤Æ Ä °®§¢'¿§ª®¬ °Æ¢¿¿ (2.4), ª®«¨ � Ä ª®°¥¥¬ ¢Æ¤¯®¢Æ¤®£® µ -

° ª²¥°¨±²¨·®£® ¯®«Æ®¬ .

�®¢¥¤¥¿. �®±² ²¼® ¯Æ¤±² ¢¨²¨ ¢ (2.4) Xn = �
n. �¤¥°¦¨¬®

�
n =

m�1X
i=0

ci�
n�m+i

:

�®§¤Æ«¨¢¸¨ ®¡¨¤¢Æ · ±²¨¨ ¶ÆÄÈ °Æ¢®±²Æ   �n�m, ¬ Ä¬®

�
m =

m�1X
i=0

ci�
i
;

²®¡²® � Ä ª®°¥¥¬ µ ° ª²¥°¨±²¨·®£® ¯®«Æ®¬ . �¡¥°¥¥ ²¢¥°¤¦¥¿

®¤¥°¦³Ä¬® ¤®¬®¦¥¿¬ ®±² ¼®È °Æ¢®±²Æ   �n�m:
Ǳ°¨ª« ¤¨

1. �«¿ ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ �Æ¡® ··Æ µ ° ª²¥°¨±²¨·¨© ¯®«Æ®¬ ¬ Ä ¢¨£«¿¤ X
2 �X � 1:

�®£® ª®°¥¿¬¨ Ä �1;2 = (1 �p5)=2. �¥ª²®°¨ (1; �1) Æ (1; �2) «ÆÆ©® ¥§ «¥¦Æ, ¡®

det

�
1 �2

1 �1

�
= 1 6= 0: �®¬³

an = c

�1 +p5
2

�
n

+ d

�1�p5
2

�
n

;

¤¥ c;d 2 C | § £ «¼¨© ¢¨£«¿¤ ¢±Æµ ¯®±«Æ¤®¢®±²¥© ª®¬¯«¥ª±¨µ ·¨±¥«, ¿ªÆ § -
¤®¢®«¼¿¾²¼ °Æ¢¿¿ �Æ¡® ··Æ an = an�1 + an�2: �«¿ ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ �Æ¡® ··Æ

(1; 1; 2; 3; 5; 8; : : : ) ®¤¥°¦¨¬® c+ d = 1; c�1 + d�2 = 1: �®§¢'¿§ ¢¸¨ ¶¾ ±¨±²¥¬³ °Æ¢-

¿¼, ¡ ·¨¬®, ¹® c = �1=

p
5; d = ��2=

p
5. �²¦¥, § £ «¼¨© ·«¥ ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ

�Æ¡® ··Æ ¬ Ä ¢¨£«¿¤

an =
1p
5

��1 +p5
2

�
n+1 �

�1�p5
2

�
n+1�

:
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2.2. Ǳ®²³¦Æ±²¼ ¬®¦¨

2.2.1. �Æ¢®¯®²³¦Æ ¬®¦¨¨

�§ ·¥¿ 2.7. �¢Æ ¬®¦¨¨ A Æ B  §¨¢ ¾²¼ °Æ¢®¯®²³¦¨¬¨, ¿ª-

¹® Æ±³Ä ¡ÆÄª²¨¢¥ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ f : A! B:

�ª¹® ¬®¦¨¨ A Æ B °Æ¢®¯®²³¦Æ, ²® ¶¥ ¯®§ · ¾²¼ ² ª: jAj = jBj:
�¢¥°¤¦¥¿ 2.9. 1) jAj = jAj; 2) jAj = jBj =) jBj = jAj;

3) jAj = jBj; jBj = jCj =) jAj = jCj.
�®¢¥¤¥¿. Ǳ¥°¸¥ ²¢¥°¤¦¥¿ ®¤¥°¦³Ä¬® § ¡ÆÄª²¨¢®±²Æ ®¤¨¨·®-

£® ¢Æ¤®¡° ¦¥¿. Ǳ° ¢¨«¼Æ±²¼ ¤°³£®£® ²¢¥°¤¦¥¿ ¢¨¯«¨¢ Ä § ²®£®

´ ª²³, ¹® ¤«¿ ¡ÆÄª²¨¢®£® ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ Æ±³Ä ®¡¥°¥¥ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿,

¿ª¥ ²¥¦ Ä ¡ÆÄª²¨¢¨¬. � °¥¸²Æ, ¤®¡³²®ª ¤¢®µ ¡ÆÄª²¨¢¨µ ¢Æ¤®¡° ¦¥¼

Ä ¡ÆÄª²¨¢¨¬, ²®¡²® ¬ Ä¬® ²¢¥°¤¦¥¿ 3.

Ǳ°¨ª« ¤¨

1. �¥µ © A = [0; 1]; B = [a; b] ¤¢  Æ²¥°¢ «¨ ¢R:�®§£«¿¥¬® ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ f : A! B,
¤¥ f(x) = a+(b�a)x: �«¿ ¶¼®£® ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ Æ±³Ä ®¡¥°¥¥ f�1(x) = x�a

b�a : �¢Æ¤±¨

¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® ª®¦Æ ¤¢  Æ²¥°¢ «¨ ¢ R°Æ¢®¯®²³¦Æ.

2. �¥µ © A =
�� �=1; �=2

�
;B =R. �Æ¤®¡° ¦¥¿ f(x) = tg(x) Ä ¡ÆÄª²¨¢¨¬ ¢Æ¤®¡° -

¦¥¿¬ ¶¨µ ¬®¦¨. �®¬³ ¢®¨ °Æ¢®¯®²³¦Æ.

3. A = f0; 1; 4; 9; : : : g = fn2 j n 2 Ng: �Æ¤®¡° ¦¥¿ f : N! A; f(n) = n
2 ¡ÆÄª²¨¢¥,

²®¬³ jAj = jNj:

2.2.2. �«Æ·¥Æ ¬®¦¨¨

�§ ·¥¿ 2.8. �®¦¨³ A  §¨¢ ¾²¼ §«Æ·¥®¾, ¿ª¹® jAj = jNj:
�ª¹® ¬®¦¨  A §«Æ·¥ , ²® ÈÈ ¬®¦  § ¯¨± ²¨ ³ ¢¨£«¿¤Æ ¯®±«Æ¤®¢-

®±²Æ A = fa0; a1; : : : ; an; : : :g; ¤¥ ai = f(i); f : N ! A { ¡ÆÄª²¨¢¥

¢Æ¤®¡° ¦¥¿.

Ǳ°¨ª« ¤¨

1. �®¦¨  Z§«Æ·¥ . �®¡ ¤®¢¥±²¨ ¶¥, °®§£«¿¥¬® ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ f : N! Z; ¤¥

f(0) = 0 Æ f(2k � 1) = k; f(2k) = �k ¤«¿ k 2 N n f0g. �¥£ª® ¯¥°¥ª® ²¨±¿, ¹®

¢Æ¤®¡° ¦¥¿ f ¡ÆÄª²¨¢¥: ®±®¡«¨¢® ¤®¡°¥ ¢¨¤® ¶¥, ¿ª¹® § ¯¨± ²¨ f ³ ¢¨£«¿¤Æ
² ¡«¨¶Æ �

0 1 2 3 4 5 6 7 : : :

0 1 �1 2 �2 3 �3 4 : : :

�
;

¢ ¿ªÆ© ¥«¥¬¥²¨ ¨¦¼®£® °¿¤ª  Ä ®¡° § ¬¨ ¯°¨ ¢Æ¤®¡° ¦¥Æ f ¥«¥¬¥²Æ¢ ¢¥°µ¼®-

£® °¿¤ª .
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2. �®¦¨  Q+ =
n
a

b
j a 2 N; b 2 N n f0g

o
§«Æ·¥ . �®¡ ¯¥°¥ª® ²¨±¿ ¢ ¶¼®¬³,

°®§£«¿¥¬® ¢Æ¤®¡° ¦¥¿, ¿ª¥ ¡³¤³¾²¼ ² ª: ¬®¦¨³ Q+ ¯¥°¥«Æ·³¾²¼ §  ¯° ¢¨«®¬,

¿ª¥ §®¡° ¦¥¥ ¨¦·¥ §  ¤®¯®¬®£®¾ ±²°Æ«®ª

0 ! 1

1
! 2

1

3

1
! 4

1

. % . %
1

2

2

2

3

2

4

2

# % . % .
1

3

2

3

3

3

4

3

. % . %
1

4

2

4

3

4

4

4

# % . % .
1

5
: : : : : : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

� ª ¯¥°¥¡¨° ¾²¼ ³±Æ ° ¶Æ® «¼Æ ·¨±« , ¯°®¯³±ª ¾·¨   ª®¦®¬³ ª°®¶Æ ²Æ, ¿ªÆ

¢¦¥ ²° ¯«¿«¨±¿ ° Æ¸¥. � °¥§³«¼² ²Æ ®¤¥°¦³Ä¬®, ¹® ¬®¦¨³ Q+ ¬®¦  § ¯¨± ²¨ ³

¢¨£«¿¤Æ ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ fa0; a1; : : : ; an; : : : g:
3. �®¦¨  Q ¢±Æµ ° ¶Æ® «¼¨µ ·¨±¥« §«Æ·¥ . �¯° ¢¤Æ, ¬¨ ¹®©® ¡ ·¨«¨, ¹®

Æ±³Ä ¡ÆÄª²¨¢¥ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ f : N ! Q+ = fao; a1; : : : ; an; : : : g: �Æ¤®¡° ¦¥¿
g : Q+! Q; ¤«¿ ¿ª®£® g(a2k) = ak Æ g(a2k+1) = �ak, ¡ÆÄª²¨¢¥. �®¬³ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿
g Æ f : N! Q ¡ÆÄª²¨¢¥ Æ jNj= jQj:

2.2.3. �«Æ·¥Æ ®¡'Ä¤ ¿ §«Æ·¥¨µ ¬®¦¨

�¢¥°¤¦¥¿ 2.10. �¡'Ä¤ ¿ A =
S
i2I Ai ±ªÆ·¥®È  ¡® §«Æ·¥®È

°®¤¨¨ ±ªÆ·¥¨µ  ¡® §«Æ·¥¨µ ¬®¦¨ fAigi2I Ä ±ªÆ·¥®¾  ¡® §«Æ-

·¥®¾ ¬®¦¨®¾.

�®¢¥¤¥¿. �¥µ © P1 { ¬®¦¨  ¢±Æµ ¯°®±²¨µ ·¨±¥«. �Æ¤®¬®, ¹® ¶¿

¬®¦¨  ¥±ªÆ·¥ , ²®¬³ ¢®  §«Æ·¥  (¡® ª®¦  ¥±ªÆ·¥  ¯Æ¤¬®-

¦¨  §«Æ·¥®È ¬®¦¨¨ Ä §«Æ·¥®¾ ¬®¦¨®¾). �«¿ ª®¦®£® n � 1

°®§£«¿¥¬® ¯Æ¤¬®¦¨¨ Pn = fxn j x 2 P1g: �®¦¨¨ Pn ¯®¯ °® ¥

¯¥°¥²¨ ¾²¼±¿ Æ Ä §«Æ·¥¨¬¨.

�ª¹® ¬®¦¨¨ An ¯®¯ °® ¥ ¯¥°¥²¨ ¾²¼±¿ (²®¡²® An \ Am = ;;
8n;m 2 I; n 6= m), ²® Æ±³Ä ¡ÆÄª²¨¢¥ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ § ¬®¦¨¨ An  

¯Æ¤¬®¦¨³ ¬®¦¨¨ Pn; ²®¬³ Æ±³Ä ¡ÆÄª²¨¢¥ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ § ¬®¦¨¨

A   ¯Æ¤¬®¦¨³ ¬®¦¨¨ N: �°®§³¬Æ«®, ¹® ¶¿ ®±² ¿ ¯Æ¤¬®¦¨  Ä

±ªÆ·¥®¾  ¡® §«Æ·¥®¾ ¬®¦¨®¾.

�ª¹® ±¥°¥¤ An Æ±³¾²¼ ¬®¦¨¨ § ¥¯®°®¦Æ¬¨ ¯¥°¥²¨ ¬¨, ²® °®§-

£«¿¥¬® ¬®¦¨¨ A01 = A1; A
0
2 = A2 n A01; : : : ; A

0
n = An n (A01 [ : : : [

A
0
n�1); : : : :
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�®¦¨¨ A0n { ±ªÆ·¥Æ  ¡® §«Æ·¥Æ, ¯®¯ °® ¥ ¯¥°¥²¨ ¾²¼±¿ Æ

A =
S
n2I A

0
n: �²¦¥, Æ ¢ ¶¼®¬³ ¢¨¯ ¤ª³ ¬®¦¨  A Ä ±ªÆ·¥®¾  ¡®

§«Æ·¥®¾.

2.2.4. �¥®°¥¬  � ²®° -�¥°¸²¥© 

�¥®°¥¬  2.1. �¥µ © A B { ¬®¦¨¨ ¤«¿ ¿ª¨µ Æ±³¾²¼ Æ'Äª²¨¢Æ ¢Æ¤®-

¡° ¦¥¿ f : A! B Æ g : B ! A: �®¤Æ jAj = jBj:
�®¢¥¤¥¿. Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ±¯®· ²ª³, ¹® B � A: �®§£«¿¥¬® ¬®¦¨³

C = A n B Æ ¬®¦¨¨ f(C); f(f(C)) = f
2(C); : : : ; f(f(: : :(f(C) : : :) =

f
n(C); : : : ; ®±ªÆ«¼ª¨ f Æ'Äª²¨¢¥, ²® ¶Æ ¬®¦¨¨ ¥ ¯¥°¥²¨ ¾²¼±¿.

�¥µ © D = [1n=1f
n(C) Æ E = B nD: �®¤Æ A = C [ E [D Æ ¬®¦¨¨

C;E Æ D ¯®¯ °® ¥ ¯¥°¥²¨ ¾²¼±¿. �®¡° §¨¬® ±µ¥¬ ²¨·® ¢±Æ ¢¢¥¤¥Æ

 ¬¨ ¬®¦¨¨.

Bz }| {
f(C) f

2(C) � � � fn(C) � � �| {z }
D

E C

| {z }
A

�®§£«¿¥¬® ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ h : A! B

h(a) =

(
f(a); ¿ª¹® a 2 C [D;
a; ¿ª¹® a 2 E:

Å'Äª²¨¢Æ±²¼ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ h ¢¨¯«¨¢ Ä § Æ'Äª²¨¢®±²Æ ®¤¨¨·®£® ¢Æ¤®-

¡° ¦¥¿ ²  ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ f . � Æ¸®£® ¡®ª³, § ®§ ·¥¼ ¬®¦¨ C;D Æ E

²  ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ h ¢¨¯«¨¢ Ä ±¾°'Äª²¨¢Æ±²¼, ®²¦¥, Æ ¡ÆÄª²¨¢Æ±²¼ ¢Æ¤®-

¡° ¦¥¿ h. �²®¦, ²¥®°¥¬  �¥°¸²¥© -� ²®°  ¤®¢¥¤¥  ³ ¢¨¯ ¤ª³

B � A:
�ª¹® B ¥ Ä ¯Æ¤¬®¦¨®¾ ¬®¦¨¨ A, ²® °®§£«¿¥¬® ¬®¦¨³ B0 =

g(B) � A: �Æ¤®¡° ¦¥¿ e = g Æ f : A ! B
0 Ä ¤®¡³²ª®¬ Æ'Äª²¨¢¨µ

¢Æ¤®¡° ¦¥¼, ²®¬³ ¢®® Æ'Äª²¨¢¥, Æ §  ¤®¢¥¤¥¨¬ ¢¨¹¥, jAj = jB0j: �«¥
jB0j = jBj, ²®¬³ © jAj = jBj: �¥®°¥¬  ¤®¢¥¤¥ .

2.2.5. Ǳ®°Æ¢¿¿ ¯®²³¦®±²¥©. Ǳ®²³¦Æ±²¼ c

�§ ·¥¿ 2.9. �¥µ © A Æ B | ¤¢Æ ¬®¦¨¨. � ¦³²¼, ¹® ¯®²³¦-

Æ±²¼ ¬®¦¨¨ A Ä ¬¥¸®¾ ¢Æ¤ ¯®²³¦®±²Æ ¬®¦¨¨ B, Æ § ¯¨±³¾²¼
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¶¥ jAj < jBj; ¿ª¹® jAj 6= jBj Æ Æ±³Ä ¯Æ¤¬®¦¨  B1 � B, ¤«¿ ¿ª®È

jAj = jB1j: �®¦¨³ A  §¨¢ ¾²¼ ¥§«Æ·¥®¾, ¿ª¹® jNj< jAj:
�¥®°¥¬  2.2. �®¦¨  ¢±Æµ ¤Æ©±¨µ ·¨±¥« § Æ²¥°¢ «³ [0; 1] ¥§«Æ·¥-

 .

�®¢¥¤¥¿. �ª¹® � 2 [0; 1], ²® � ¬®¦  § ¯¨± ²¨ ³ ¢¨£«¿¤Æ ¥±ªÆ-

·¥®£® ¤¥±¿²ª®¢®£® ¤°®¡³ � = 0; a0a1 : : : ak : : : ; ak 2 f0; 1; : : : ; 9g: �®-
¬®¢¨¬®±¿ ¥ ¢¨ª®°¨±²®¢³¢ ²¨ ³ § ¯¨± µ ¤Æ©±¨µ ·¨±¥« ³ ¢¨£«¿¤Æ ¥-

±ªÆ·¥®£® ¤¥±¿²ª®¢®£® ¤°®¡³ ¥±ªÆ·¥®È ªÆ«¼ª®±²Æ ¤¥¢'¿²®ª ¯Æ¤°¿¤.

�¼®£® ¬®¦  ¤®¬®£²¨±¿, § ¬Æ¨¢¸¨, ª®«¨ ¯®²°Æ¡®, ¥±ªÆ·¥³ ªÆ«¼-

ªÆ±²¼ ¤¥¢'¿²®ª ¥±ªÆ·¥®¾ ªÆ«¼ªÆ±²¾ ³«Æ¢ ( ¯°¨ª« ¤, 0; 87546999::=

0; 87547000 : : :). �¨¸¥ ·¨±«® 1 = 0; 999 : : : § ¯¨±³¢ ²¨¬¥¬® § ¢¨ª®°¨±-

² ¿¬ ¥±ªÆ·¥®È ªÆ«¼ª®±²Æ ¤¥¢'¿²®ª.

�®¦¨  ¤Æ©±¨µ ·¨±¥« § Æ²¥°¢ «³ [0; 1] °Æ¢®¯®²³¦  ¬®¦¨Æ ¤¥-

±¿²ª®¢¨µ ¤°®¡Æ¢ 0; a0a1 : : : ak : : : ; ¿ªÆ § ¯¨± Æ § ¢° µ³¢ ¿¬ ¹®©® §°®¡-

«¥®£® § ±²¥°¥¦¥¿ ¹®¤® ¤¥¢'¿²®ª.

�¥¯¥° ¬Æ°ª³Ä¬® ¢Æ¤ ±³¯°®²¨¢®£®. �ª¹® jNj = j[0; 1]j; ²® ¢±Æ ¡¥§

¢¨¿²ª³ ·¨±«  § ¢Æ¤°Æ§ª  [0; 1] ¬®¦  °®§¬Æ±²¨²¨ ³ ¢¨£«¿¤Æ ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ

�o; �1; : : : ; �n; : : : ; ¤¥

�0 = 0; a00a01a02 : : : a0n : : : ;

�1 = 0; a10a11a12 : : : a1n : : : ;

�2 = 0; a20a21a22 : : : a2n : : : ;

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ;
�n = 0; an0an1an2 : : :ann : : : ;

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
�®§£«¿¥¬® ·¨±«® � = 0; a0a1a2 : : :an : : : ; ¤¥ ai 6= aii: �¥ ·¨±«® ¥

²° ¯«¿Ä²¼±¿ ±¥°¥¤ �o; �1; : : : ; �n; : : : ; ¡® n-¨© ¤¥±¿²ª®¢¨© § ª ·¨±«  �n
¥ ¤®°Æ¢¾Ä an: �¤¥°¦   ±³¯¥°¥·Æ±²¼ § ±¢Æ¤·³Ä, ¹® j[0; 1]j 6= jNj:

�«¿ § ¢¥°¸¥¿ ¤®¢¥¤¥¿ ²¥®°¥¬¨ § «¨¸¨«®±¿ § § ·¨²¨ ¯Æ¤¬®-

¦¨³ ¬®¦¨¨ [0; 1]; ¿ª  °Æ¢®¯®²³¦  ¬®¦¨Æ N: � ª®¾ ¯Æ¤¬®¦¨®¾

Ä,  ¯°¨ª« ¤, ¬®¦¨  B = f2�n j n 2 Ng � [0; 1]: �²¦¥, jNj < j[0; 1]j Æ
²¥®°¥¬  ¤®¢¥¤¥ .

�¢¥°¤¦¥¿ 2.11. j[0; 1]j= jRj:
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�®¢¥¤¥¿. �¨ ¢¦¥ § Ä¬®, ¹® j(��=2; �=2)j= jRj. � Æ¸®£® ¡®ª³, §

²¥®°¥¬¨ �¥°¸²¥© -� ²®°  «¥£ª® ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® j(��=2; �=2)j= j[0; 1]j:
�¯° ¢¤Æ, ¬®¦¨  [0; 1] Ä ¯Æ¤¬®¦¨®¾ ¬®¦¨¨ (��=2; �=2) © Æ±³Ä

Æ'Äª²¨¢¥ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ f : (��=2; �=2) ! [0; 1] ( ¯°¨ª« ¤, f(x) =

x=� + 1=2). �®¬³ ¬®¦¨¨ [0; 1] Æ R °Æ¢®¯®²³¦Æ.

�§ ·¥¿ 2.10. �®¦¨¨, ¿ªÆ °Æ¢®¯®²³¦Æ ¬®¦¨Æ ¤Æ©±¨µ ·¨±¥«

R,  §¨¢ ¾²¼ ¬®¦¨ ¬¨ ¯®²³¦®±²Æ ª®²¨³³¬. Ǳ®²³¦Æ±²¼ ª®-

²¨³³¬³ ¯®§ · ¾²¼ ¡³ª¢®¾ c:

� ³¢ ¦¥¿ 2.1. �. � ²®° ³ 1878 °. ±´®°¬³«¾¢ ¢ £Æ¯®²¥§³ ¯°® ²¥,

¹® ª®¦  ¥±ªÆ·¥  ¯Æ¤¬®¦¨  ¬®¦¨¨ ¤Æ©±¨µ ·¨±¥« °Æ¢®¯®²³-

¦  ®¤Æ© § ¬®¦¨ R  ¡® N (ÈÈ  §¨¢ ¾²¼ £Æ¯®²¥§®¾ ª®²¨³³¬³).

�¾ £Æ¯®²¥§³ ¯°®²¿£®¬ ¤®¢£®£® · ±³ ¥ ¢¤ ¢ «®±¿ Æ ¤®¢¥±²¨, Æ ±¯°®±-

²³¢ ²¨. �¨¸¥ ³ 1963 °.  ¬¥°¨ª ±¼ª¨© ¬ ²¥¬ ²¨ª Ǳ.�¦.�®¥ ¤®¢Æ¢,

¹® £Æ¯®²¥§³ ª®²¨³³¬³ (¿ª Æ ÈÈ § ¯¥°¥·¥¿) ¥ ¬®¦  ¢¨¢¥±²¨ §  ª-

±Æ®¬ ²¥®°ÆÈ ¬®¦¨. �¥  ¤§¢¨· ©® ¶Æª ¢  ²¥¬ , ¿ªÆ© ¬¨,   ¦ «¼,

¥ ¬®¦¥¬® ¯°¨¤Æ«¨²¨ ¤®±² ²¼®È ³¢ £¨.

2.2.6. Å±³¢ ¿ ¿ª § ¢£®¤® ¢¥«¨ª¨µ ¯®²³¦®±²¥©

Ǳ°¨£ ¤ Ä¬®, ¹® 2A ®§ · Ä ¬®¦¨³ ¢±Æµ ¯Æ¤¬®¦¨ ¬®¦¨¨ A:

�¥®°¥¬  2.3. jAj < j2Aj:

�®¢¥¤¥¿. �¯®· ²ª³ ¤®¢¥¤¥¬® ¢Æ¤ ±³¯°®²¨¢®£®, ¹® jAj 6= j2Aj:
�¥µ © jAj = j2Aj: �®¤Æ Æ±³Ä ¡ÆÄª²¨¢¥ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ f : A ! 2A: �®§-

£«¿¥¬® ¬®¦¨³ B = fx 2 A j x =2 f(x)g: �±ªÆ«¼ª¨ f { ±¾°'Äª²¨¢¥

¢Æ¤®¡° ¦¥¿, ²® Æ±³Ä b 2 A, ¤«¿ ¿ª®£® f(b) = B: �ª¹® b 2 B, ²® § 

®§ ·¥¿¬ ¬®¦¨¨ B ¬ Ä¬® b =2 f(b) = B: �ª¹® ¦ b =2 f(b) = B; ²®

§®¢³ §  ®§ ·¥¿¬ ¬®¦¨¨ B ¬ Ä¬® b 2 f(b) = B: � ®¡®µ ¢¨¯ ¤ª µ

¯°¨µ®¤¨¬® ¤® ±³¯¥°¥·®±²Æ. �²¦¥, jAj 6= j2Aj:
�¥¯¥° °®§£«¿¥¬® ¯Æ¤¬®¦¨³ B = ffxg 2 2A jx 2 Ag: �Æ¤®¡° ¦¥¿

g : A! B; g(x) = fxg Ä ¡ÆÄª²¨¢¨¬, ²®¬³ jAj < j2Aj Æ ²¥®°¥¬  ¤®¢¥¤¥ .
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2.3. �«¥¬¥²¨ ª®¬¡Æ ²®°¨ª¨

2.3.1. �¡'Ä¤ ¿ ±ªÆ·¥¨µ ¬®¦¨

�«¿ ±ªÆ·¥®È ¬®¦¨¨ A ¯®§ ·¨¬® ·¥°¥§ jAj ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¥«¥¬¥²Æ¢ ¬®-
¦¨¨ A. �°®§³¬Æ«®, ¹® ¤«¿ ¤¢®µ ±ªÆ·¥¨µ ¬®¦¨ A Æ B ¯° ¢¨«¼Æ

°Æ¢®±²Æ jA�Bj = jAj � jBj Æ jA [ Bj = jAj+ jBj; ¿ª¹® A \B = ;:
�«¿ ±ªÆ·¥¨µ ¬®¦¨ A1; : : : ; An ¬ Ä¬® ² ª³ ´®°¬³«³.

�¥®°¥¬  2.4.

jA1[: : :[Anj =
nX
i=1

jAij�
X
i<j

jAi\Aj j+: : :+(�1)k�1
X

i1<:::<ik

jAi1\: : :\Aik j+

+ : : :+ (�1)n�1jA1 \ : : :\ Anj:

�®¢¥¤¥¿. �¥®°¥¬³ ¤®¢®¤¨¬® ¬¥²®¤®¬ ¬ ²¥¬ ²¨·®È Æ¤³ª¶ÆÈ. �¥-

µ © n = 2 Æ jA1j = p; jA2j = q; jA1\A2j = r: �®¤Æ A1[A2 = (A1n(A1\A2))[
(A2n(A1\A2))[(A1\A2), ¯°¨·®¬³ ¬®¦¨¨ A1n(A1\A2)); A2n(A1\A2)

²  A1\A2 ¯®¯ °® ¥ ¯¥°¥²¨ ¾²¼±¿. �®¬³ jA1[A2j = p�r+q�r+r =
p+ q � r = jA1j+ jA2j � jA1 \A2j:

Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® n � 2 Æ ²¥®°¥¬  ¤®¢¥¤¥  ¤«¿ n ¬®¦¨. �®¢¥¤¥¬®,

¹® ²®¤Æ ¢®  ¯° ¢¨«¼  Æ ¤«¿ n+ 1 ¬®¦¨¨. � Ä¬®

jA1 [ : : :[ An [ An+1j = j(A1 [ : : :[ An) [ An+1j =

= jA1 [ : : : [Anj+ jAn+1j � j(A1 [ : : :[An) \An+1j =

=

nX
i=1

jAij �
X
i<j

jAi \Aj j+ : : :+ (�1)k�1
X

i1<:::<ik

jAi1 \ : : :\Aik j+ : : :+

+(�1)n�1jA1 \ : : :\Anj �
nX
i=1

jAi \ An+1j+

+(�1)k�1
X

i1<:::<ik�1

jAi1 \ : : :\Aik�1 \An+1j+

+ : : :+ (�1)njA1 \ : : :\An+1j =
n+1X
i=1

jAij �
X

1�i<j�n+1

jAi \Aj j+ : : :+
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(�1)k�1
X

1�i1<:::<ik�n+1

jAi1 \ : : :\ Aik j+ : : :+ (�1)njA1 \ : : :\An+1j:

�¥®°¥¬  ¤®¢¥¤¥ .

Ǳ°¨ª« ¤
�  ³ª®¢®-¤®±«Æ¤®¬³ Æ±²¨²³²Æ ¯° ¶¾¾²¼ 67 ±¯Æ¢°®¡Æ²¨ªÆ¢. � ¨µ ´° ¶³§¼ª®¾

¬®¢®¾ ¢®«®¤Æ¾²¼ 20 ±¯Æ¢°®¡Æ²¨ªÆ¢,  £«Æ©±¼ª®¾ { 47, Æ¬¥¶¼ª®¾ { 35,  £«Æ©±¼ª®¾
²  ´° ¶³§¼ª®¾ { 12,  £«Æ©±¼ª®¾ ²  Æ¬¥¶¼ª®¾ { 23, Æ¬¥¶¼ª®¾ ²  ´° ¶³§¼ª®¾ {

11,   ²°¼®¬  ¬®¢ ¬¨ ¢®«®¤Æ¾²¼ 5 ±¯Æ¢°®¡Æ²¨ªÆ¢. �ªÆ«¼ª¨ ±¯Æ¢°®¡Æ²¨ªÆ¢ ¥ ¢®«®¤ÆÄ

¦®¤®¾ § ¶¨µ ²°¼®µ ¬®¢?
�¥µ © x { ªÆ«¼ªÆ±²¼ ±¯Æ¢°®¡Æ²¨ªÆ¢, ¿ªÆ ¥ § ¾²¼ ¦®¤®È § ²°¼®µ ¬®¢, A1;A2;A3 {

¬®¦¨¨ ±¯Æ¢°®¡Æ²¨ªÆ¢, ¿ªÆ § ¾²¼ ¢Æ¤¯®¢Æ¤®  £«Æ©±¼ª³, ´° ¶³§¼ª³  ¡® Æ¬¥¶¼ª³

¬®¢³. �®¤Æ, § c²®±®¢³¾·¨ ¤®¢¥¤¥³ ´®°¬³«³ ¯°¨ n = 3, ®¤¥°¦¨¬® 67� x = 47 + 35 +
20� 23� 12� 11 + 5 = 61; x = 6:

� ³¢ ¦¥¿ 2.2. �®¢¥¤¥³ ´®°¬³«³ · ±²®  §¨¢ ¾²¼ ´®°¬³«®¾

¢ª«¾·¥¼ Æ ¢¨ª«¾·¥¼.

2.3.2. Ǳ¥°¥±² ®¢ª¨

�§ ·¥¿ 2.11. Ǳ¥°¥±² ®¢ª®¾ ±ªÆ·¥®È ¬®¦¨¨ A  §¨¢ ¾²¼

¡ÆÄª²¨¢¥ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ ¬®¦¨¨ A ¢ ±¥¡¥.

�Æ¤®¡° ¦¥¿ f ¬®¦¨¨ A = fa1; : : : ; ang ¢ ±¥¡¥ ¬®¦  § ¯¨± ²¨ ³

¢¨£«¿¤Æ ² ¡«¨¶Æ § ¤¢®µ °¿¤ªÆ¢

f =

�
a1 a2 : : : an

ai1 ai2 : : : ain

�
;

¤¥ aik | ®¡° § ¥«¥¬¥²  ak ¯°¨ ¢Æ¤®¡° ¦¥Æ f: �ª¹® f | ¯¥°¥±² ®¢ª ,

²® ai1 ; ai2 ; : : : ; ain | ¢±Æ °Æ§Æ ¥«¥¬¥²¨ ¬®¦¨¨ A, ²®¡²® ¨¦Æ© °¿¤®ª

 ¸®È ² ¡«¨¶Æ Ä À¯¥°¥±² ®¢ª®¾Á ¥«¥¬¥²Æ¢ ¬®¦¨¨ A.

�¥µ © Pn | ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¢±Æµ ¯¥°¥±² ®¢®ª ¬®¦¨¨ § n ¥«¥¬¥²Æ¢.

�¢¥°¤¦¥¿ 2.12. Pn = n!:

�®¢¥¤¥¿. �®±² ²¼® ¯Æ¤° µ³¢ ²¨ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¢±Æµ ¬®¦«¨¢¨µ ² ¡«¨¶¼�
a1 a2 : : : an

ai1 ai2 : : : ain

�
:

�ª¹® ¬¨ § ¯¨±³Ä¬® ² ª³ ² ¡«¨¶¾, ²® ¤«¿ § ¯¨±³ ¥«¥¬¥²  ai1 ¬ Ä¬® n

¬®¦«¨¢®±²¥©, ¤«¿ § ¯¨±³ ¥«¥¬¥²  ai2 | n � 1 ¬®¦«¨¢Æ±²¼ Æ ².¤., ¤«¿



2.3. �������� ����Å�������� 61

§ ¯¨±³ ¥«¥¬¥²  ain Æ±³Ä «¨¸¥ ®¤  ¬®¦«¨¢Æ±²¼. � §®¬ ®¤¥°¦³Ä¬® n �
(n� 1) � � � � � 2 � 1 = n! ¬®¦«¨¢®±²¥©.

Ǳ°¨ª« ¤
�ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ±¥¬¥°® ¤Æ²¥© ¬®¦  °®§± ¤¨²¨   ª °³±¥«Æ?

�² ²¨ ¢ ¸¥°¥£³ ¬®¦  7! = 5040 ±¯®±®¡ ¬¨. �®§± ¤¦³¾·¨ ¤Æ²¥©   ª °³±¥«Æ,

¢ ¦«¨¢¥ «¨¸¥ ÈµÄ ¢§ Ä¬¥ °®§¬Æ¹¥¿. �®¬³ ¯¥°¥±² ®¢ª¨, ¿ªÆ ¯¥°¥µ®¤¿²¼ ®¤ 

¢ Æ¸³, ¯°¨ °³µ®¬Æ© ª °³±¥«Æ ²°¥¡  ¢¢ ¦ ²¨ ®¤ ª®¢¨¬¨. � ª®¦®È ¯¥°¥±² ®¢ª¨

¬®¦  ®¤¥°¦ ²¨ ¹¥ 6 §  ¤®¯®¬®£®¾ ®¡¥°² ¿. �®¬³ Æ±³Ä 5040:7=720 ±¯®±®¡Æ¢.

2.3.3. �®§¬Æ¹¥¿

�§ ·¥¿ 2.12. Å'Äª²¨¢¥ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ k-¥«¥¬¥²®È ¬®¦¨¨ A

¢ n-¥«¥¬¥²³ ¬®¦¨³ B  §¨¢ ¾²¼ °®§¬Æ¹¥¿¬ § n ¯® k.

�ª¹® A = fa1; : : : ; akg; B = fb1; : : : ; bng; ²® Æ'Äª²¨¢¥ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿
f : A! B ¬®¦  § ¤ ²¨ §  ¤®¯®¬®£®¾ ² ¡«¨¶Æ

f =

�
a1 a2 : : : ak

bi1 bi2 : : : bik

�
; ¤¥ bis = f(as): (2.5)

�®§¬Æ¹¥¿ ¶Æ«ª®¬ ¢¨§ · Ä²¼±¿ § ¤ ¿¬ ¨¦¼®£® °¿¤ª  ¶ÆÄÈ ² ¡«¨¶Æ

¯°¨ § ´Æª±®¢ ®¬³ ¢¥°µ¼®¬³ °¿¤ª³.

Ǳ®§ ·¨¬® ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¢±Æµ °®§¬Æ¹¥¼ § n ¯® k ·¥°¥§ Ak
n:

�¢¥°¤¦¥¿ 2.13. Ak
n =

n!
(n�k)! :

�®¢¥¤¥¿. � ¢¯®°¿¤ª®¢ Æ© ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ bi1 ; bi2; : : : ; bik § k °Æ§¨µ

¥«¥¬¥²Æ¢ ¬®¦¨¨ B ¤«¿ ¥«¥¬¥²  bi1 ¬ Ä¬® n ¬®¦«¨¢®±²¥©, ²®¤Æ ¤«¿

¥«¥¬¥²  bi2 ¬ Ä¬® n�1 ¬®¦«¨¢Æ±²¼ Æ ².¤., ¤«¿ ¥«¥¬¥²  bik ¬ Ä¬® n�k+1
¬®¦«¨¢Æ±²¼. �±¼®£® n � (n� 1) � � � � � (n� k + 1) = n!

(n�k)! ¬®¦«¨¢®±²¥©.

Ǳ°¨ª« ¤
� ·¥¬¯Æ® ²Æ �ª° È¨ § ´³²¡®«³ ¡¥°³²¼ ³· ±²¼ 16 ª®¬ ¤. Ǳ¥°¸Æ ²°¨ ¯°¨§®¢Æ

¬Æ±¶¿ ¬®¦³²¼ ¡³²¨ °®§¯®¤Æ«¥Æ 14 � 15 � 16 = 3360 ±¯®±®¡ ¬¨.

2.3.4. �¯®«³ª¨

�§ ·¥¿ 2.13. �¯®«³ª®¾ § n ¯® k  §¨¢ ¾²¼ k-¥«¥¬¥²³ ¯Æ¤¬®-

¦¨³ n-¥«¥¬¥²®È ¬®¦¨¨.

Ǳ®§ ·¨¬® ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¢±Æµ ±¯®«³ª § n ¯® k ·¥°¥§ �k
n:
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�¢¥°¤¦¥¿ 2.14.

C
k
n =

A
k
n

Pk
=

n!

k!(n� k)! :

�®¢¥¤¥¿. �®§£«¿¥¬® ¡³¤¼-¿ª¥ °®§¬Æ¹¥¿ § n ¯® k, ²®¡²® Æ'Äª²¨¢¥

¢Æ¤®¡° ¦¥¿ f : A1 ! A; ¤¥ jA1j = k; jAj = n: �¡° § f(A1) Ä ±¯®«³-

ª®¾. �¢  °Æ§¨µ °®§¬Æ¹¥¿ f Æ g ¢¨§ · ¾²¼ ²³ ± ¬³ ±¯®«³ª³, ¿ª¹®

f(A1) = g(A1): �Æ¤®¡° ¦¥¿ ~g : A1 ! f(A1), ¤«¿ ¿ª®£® ~g(x) = g(x), ² 

¤®¡³²®ª ¢Æ¤®¡° ¦¥¼ ~g�1 Æ f : A1 ! A1 Ä ¡ÆÄª²¨¢¨¬¨ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿-

¬¨. �²¦¥, ~g�1 Æ f | ¯¥°¥±² ®¢ª  ¬®¦¨¨ A1: �¢Æ¤±¨ ®¤¥°¦³Ä¬®, ¹®

ªÆ«¼ªÆ±²¼ °Æ§¨µ ±¯®«³ª § n ¯® k ¤®°Æ¢¾Ä ªÆ«¼ª®±²Æ °®§¬Æ¹¥¼ § n ¤® k,

°®§¤Æ«¥Æ©   ªÆ«¼ªÆ±²¼ ³±Æµ ¯¥°¥±² ®¢®ª § k ¥«¥¬¥²Æ¢, ²®¡²® ¤®°Æ¢¾Ä
Ak
n

Pk
= n!

k!(n�k)! :

Ǳ°¨ª« ¤
�ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  ¯®±² ¢¨²¨   ¸ µ®¢Æ© ¤®¸¶Æ ²°¨ ²³°¨? �·¥¢¨¤®,

±¯®±®¡Æ¢ ² ª®È °®§±² ®¢ª¨ Æ±³Ä ±²Æ«¼ª¨, ±ªÆ«¼ª¨ Ä ±¯®±®¡Æ¢ ¢¨¡®°³ ²°¼®µ ¯®«Æ¢ ±¥°¥¤

64 ¯®«Æ¢ ¸ µ®¢®È ¤®¸ª¨, ²®¡²® C3
64 =

64!

3!61!
= 62�63�64

6
= 41664 °Æ§¨µ ±¯®±®¡Æ¢.

2.3.5. �®§¬Æ¹¥¿ § ¯®¢²®°¥¿¬¨

�¥µ © B = fb1; : : : ; bkg Æ A = fa1; : : : ; ang | ¤¢Æ ¬®¦¨¨. �®§£«¿¥¬®

¢Æ¤®¡° ¦¥¿ f : A! B: Ǳ®§ ·¨¬® ni = jf�1(bi)j | ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¥«¥¬¥-

²Æ¢ ¬®¦¨¨ A, ¿ªÆ ¢Æ¤®¡° ¦ ¾²¼±¿ ¢ ¥«¥¬¥² bi. � ®§ ·¥¿ ¢Æ¤®¡° -

¦¥¿ ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® ¯°®®¡° §¨ f
�1(bi) °Æ§¨µ ¥«¥¬¥²Æ¢ bi ¯®¯ °® ¥

¯¥°¥²¨ ¾²¼±¿. �¢Æ¤±¨ ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® n1 + � � �+ nk = n: � ³¢ ¦¨¬®, ¹®

±¥°¥¤ ¬®¦¨ f�1(bi); 1 � i � k ¬®¦³²¼ ¡³²¨ Æ ¯®°®¦Æ ¬®¦¨¨, ²®¬³
¤¥¿ªÆ ±¥°¥¤ ·¨±¥« n1; : : : ; nk ¬®¦³²¼ ¤®°Æ¢¾¢ ²¨ ³«¾.

�§ ·¥¿ 2.14. �®§¬Æ¹¥¿¬ § ¯®¢²®°¥¿¬¨  §¢¥¬® ¢Æ¤®¡° ¦¥-

¿ f : A! B:

Ǳ°¨ª« ¤
�¥µ © A = f1; 2; 3; 4g;B = fa; «g: Å±³Ä 16 °Æ§¨µ ¢Æ¤®¡° ¦¥¼ § f : A ! B.

�¨¡¥°¥¬® ±¥°¥¤ ¨µ ²Æ, ¤«¿ ¿ª¨µ jf�1(a)j = jf�1(«)j = 2: � Ä¬® 6 ² ª¨µ ¢Æ¤®¡° ¦¥¼:

f1 =

�
1 2 3 4

a a « «

�
; f2 =

�
1 2 3 4

a «   «

�
; f3 =

�
1 2 3 4

a « «  

�
;

f4 =

�
1 2 3 4
« a   «

�
; f5 =

�
1 2 3 4
« a «  

�
; f6 =

�
1 2 3 4
« «    

�
:
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Ǳ®§ ·¨¬® ·¥°¥§ C(n;n1; : : : ; nk) ªÆ«¼ªÆ±²¼ °®§¬Æ¹¥¼

f =

�
1 2 � � � n

bi1 bi2 � � � bin

�
§ ¯®¢²®°¥¿¬¨, ¤«¿ ¿ª¨µ jf�1(bi)j = ni:

�¢¥°¤¦¥¿ 2.15. C(n;n1; : : : ; nk) =
n!

n1!�����nk ! :

�®¢¥¤¥¿. �¨±«® C(n;n1; : : : ; nk) ¤®°Æ¢¾Ä ªÆ«¼ª®±²Æ ±¯®±®¡Æ¢ ¢¨¡®-

°³ ¢ ¬®¦¨Æ f1; 2; : : : ; ng ¯Æ¤¬®¦¨ f�1(bi); 1 � i � k; § jf�1(bi)j = ni:

�®¦¨³ f�1(b1) ¬®¦  ¢¨¡° ²¨ Cn1
n ±¯®±®¡ ¬¨, ²®¤Æ ¬®¦¨³ f�1(b2)

¬®¦  ¢¨¡° ²¨ Cn2
n�n1 ±¯®±®¡ ¬¨ Æ ².¤. ¬®¦¨³ f

�1(bk) ¬®¦  ¢¨¡° ²¨
C

nk
n�n1�:::�nk�1 ±¯®±®¡ ¬¨. �±¼®£® Æ±³Ä

C
n1
n �Cn2

n�n1 � � � � � C
nk
n�n1�:::�nk�1 =

n!

n1!(n� n1)! �
n!

n1!(n� n1)! � � � �
(n� n1 � : : :� nk�1)!

nk!
=

n!

n1! : : :nk!
:

±¯®±®¡Æ¢ ¢¨¡®°³ ¯Æ¤¬®¦¨ f�1(bi):
Ǳ°¨ª« ¤

� ©¤¥¬® ªÆ«¼ªÆ±²¼ °Æ§¨µ ¯¥°¥±² ®¢®ª ¡³ª¢ ³ ±«®¢Æ À «« Á. �  ¤®¢¥¤¥®¾ ´®°-

¬³«®¾ Æ±³Ä C(4; 2; 2) = 4!

2!2!
= 6 ² ª¨µ ¯¥°¥±² ®¢®ª.

2.3.6. �®°¬³«  ¤«¿ (x1 + � � �+ xk)
n

�¢¥°¤¦¥¿ 2.16. �¥µ © x1; : : : ; xk | ¥«¥¬¥²¨ ¤®¢Æ«¼®£® ª®¬³² -

²¨¢®£® ªÆ«¼¶¿ Æ n 2 N: �®¤Æ

(x1 + � � �+ xk)
n =

X
n1+���+nk=n

n!

n1! � � �nk !x
n1
1 � � � � � xnk :

�®¢¥¤¥¿.

(x1+ � � �+xk)n = (x1+ � � �+xk) � � � �� (x1+ � � �+xk) =
X

1�i1;::: ;in�k
xi1 � � �xin :

� ®±² Æ© ±³¬Æ   ¤®¤ ª¨ xi1 � � �xin ¬®¦  ¤¨¢¨²¨±¿ ¿ª   °®§¬Æ¹¥-

¿ § ¯®¢²®°¥¿¬¨ ¥«¥¬¥²Æ¢ x1; : : : ; xk: ǱÆ±«¿ £°³¯³¢ ¿ ²  §¢¥¤¥¿

¯®¤Æ¡¨µ ·«¥Æ¢ ®¤¥°¦¨¬®X
1�i1;::: ;in�k

xi1 � � �xin =
X

n1+���+nk=n
C(n; n1; : : : ; nk)x

n1
1 � � � � � xnk =
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=
X

n1+���+nk=n

n!

n1! � � �nk !x
n1
1 � � � � � xnk ;

¹® © ¯®²°Æ¡® ¡³«® ¤®¢¥±²¨.

� ±«i¤®ª 2.1 (¡Æ®¬ �¼¾²® ). �¥µ © a; b | ¥«¥¬¥²¨ ¤®¢Æ«¼®£®

ª®¬³² ²¨¢®£® ªÆ«¼¶¿ Æ n 2 N: �®¤Æ

(a+ b)n =

nX
k=0

n!

k!(n� k)!a
n�k

b
k
:

�®¢¥¤¥¿. � ¯¨¸¥¬® ¤®¢¥¤¥³ ¢ ¯®¯¥°¥¤¼®¬³ ²¢¥°¤¦¥Æ ´®°¬³«³

¤«¿ ¢¨¯ ¤ª³ k = 2; x1 = a; x2 = b: �¤¥°¦¨¬®

(a+ b)n =
X

n1+n2=n

n!

n1!n2!
a
n1
b
n2
:

�ª¹® n2 = k, ²® n1 = n� k, ²®¬³

(a+ b)n =

nX
k=0

n!

k!(n� k)!a
n�k

b
k
:

2.3.7. �¯®«³ª¨ § ¯®¢²®°¥¿¬¨

�¥µ © A | ¡³¤¼-¿ª  ¬®¦¨  (¥ ®¡®¢'¿§ª®¢® ±ªÆ·¥ ), ¥µ © § ¤ ¥

°®§¡¨²²¿ ¶ÆÄÈ ¬®¦¨¨   n ¯Æ¤¬®¦¨, ²®¡²® A = A1 [ : : :[An; ¤¥ ¯Æ¤-

¬®¦¨¨ Ai; 1 � i � n ¯®¯ °® ¥ ¯¥°¥²¨ ¾²¼±¿. � ®·¨¬ ¯°¨ª« ¤®¬

² ª®È ±¨²³ ¶ÆÈ ¬®¦¥ ¡³²¨ ¿¹¨ª § ª³«¿¬¨, ª®¦  § ¿ª¨µ ¯®´ °¡®¢   ¢

®¤¨ § n ª®«¼®°Æ¢.

�§ ·¥¿ 2.15. k-¥«¥¬¥²®¾ ±¯®«³ª®¾ § ¯®¢²®°¥¿¬¨  §¨¢ ¾²¼

k-¥«¥¬¥²³ ¯Æ¤¬®¦¨³ ¬®¦¨¨ A. �«¥¬¥² ±¯®«³ª¨, ¿ª¨© ¬Æ±²¨-

²¼±¿ ³ ¯Æ¤¬®¦¨Æ Ai; 1 � i � n  §¨¢ ²¨¬¥¬® ¥«¥¬¥²®¬ i-£® ±®°²³.

�Æ«¼ªÆ±²¼ °Æ§¨µ k-¥«¥¬¥²¨µ ±¯®«³ª § ¯®¢²®°¥¿¬¨ ¯®§ · ¾²¼

·¥°¥§ C
k
n:

�¢¥°¤¦¥¿ 2.17.

C

k
n =

(n+ k � 1)!

k!(n� 1)!
= C

k
n+k�1:
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�®¢¥¤¥¿. � ª®¤³Ä¬® ª®¦³ k-¥«¥¬¥²³ ±¯®«³ª³ ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¾ §

³«Æ¢ ²  ®¤¨¨¶¼. �¥µ ©  ¸  ±¯®«³ª  ¬Æ±²¨²¼ s1 ¥«¥¬¥²Æ¢ 1 ±®°²³, s2
¥«¥¬¥²Æ¢ 2 ±®°²³ Æ ².¤. sn ¥«¥¬¥²Æ¢ n-£® ±®°²³. Ǳ®±² ¢¨¬® ³ ¢Æ¤¯®¢Æ¤-

Æ±²¼ ² ªÆ© ±¯®«³¶Æ ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ § ³«Æ¢ ²  ®¤¨¨¶¼: ¯¨¸¥¬® s1 ®¤¨¨¶¼

 ¡® 0, ¿ª¹® s1 = 0, ¯®²Æ¬ ¯¨¸¥¬® s2 ®¤¨¨¶¼  ¡® 0, ¿ª¹® s2 = 0, Æ ².¤.

11 : : :1| {z }
s1

0 11 : : :1| {z }
s2

0 : : :0 11 : : :1| {z }
sn

: (2.6)

�¿ ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ ±ª« ¤ Ä²¼±¿ § k + n � 1 ³«Æ¢ ²  ®¤¨¨¶¼. ÇÈ ¬®¦-

  ®²®²®¦¨²¨ § ¯Æ¤¬®¦¨®¾ A
0 = f

�1(1) (k + n � 1)-¥«¥¬¥²®È

¬®¦¨¨ f1; 2; : : : ; n + k � 1g: �¥ °®¡¨²¼±¿ §  ¤®¯®¬®£®¾ ¢Æ¤®¡° ¦¥-

¿ f : f1; 2; : : : ; n+ k � 1g ! f0; 1g; ² ¡«¨·¨© § ¯¨± ¿ª®£® ¬ Ä ¢¨£«¿¤

f =

�
1 2 : : : s1 s1 + 1 : : : n+ k � 1

±1 ±2 : : : ±s1 : : : : : : csn+k�1

�
;

¤¥ °¿¤®ª c1±2 : : : cs1 : : : csn+k�1 | ¶¥ °¿¤®ª (2.6). �°®§³¬Æ«®, ¹® °Æ§Æ

k-¥«¥¬¥²Æ ±¯®«³ª¨ § ¯®¢²®°¥¿¬¨ ¢Æ¤¯®¢Æ¤ ¾²¼ °Æ§¨¬ ¯®±«Æ¤®¢®-

±²¿¬ ¢¨£«¿¤³ (2.6), ²®¡²® °Æ§¨¬ k-¥«¥¬¥²¨¬ ¯Æ¤¬®¦¨ ¬ ¬®¦¨¨

f1; 2; ::; n + k � 1g: �®¬³ §  ²¢¥°¤¦¥¿¬ 2.14 ®¤¥°¦³Ä¬® C
k
n = C

k
n+k�1,

¹® © ¯®²°Æ¡® ¡³«® ¤®¢¥±²¨.

Ǳ°¨ª« ¤
� ¿¹¨ª³ «¥¦ ²¼ ±¨Æ, ¦®¢²Æ ²  ¡Æ«Æ ª³«Æ. � ¡Æ° § ¯'¿²¨ ª³«¼ ¬®¦  ¢¨¡° ²¨ C

5

3 =
C
5
7 =

7!

2!5!
= 6�7

2
= 21 ±¯®±®¡®¬.
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�³«¼®¢Æ  «£¥¡°¨,

¢¨±«®¢«¥¿ ©  ¢²®¬ ²¨

� ²¥¬ ²¨ª  | § °¿¤¤¿ ®±®¡«¨¢® §°³·¥ ¤«¿
°®¡®²¨ §  ¡±²° ª²¨¬¨ ¯®¿²²¿¬¨ ¡³¤¼-¿ª®£®

²¨¯³ Æ ¥¬ Ä ¬¥¦ ÈÈ ¬®£³²®±²Æ ¢ ¶Æ© £ «³§Æ.

Ǳ. �Æ° ª

3.1. �³«¼®¢Æ  «£¥¡°¨

3.1.1. �§ ·¥¿ ²  ¯°¨ª« ¤¨ ¡³«¼®¢¨µ  «£¥¡°

�§ ·¥¿ 3.1. �³«¼®¢®¾  «£¥¡°®¾  §¨¢ Ä²¼±¿ ¬®¦¨  B § ¤¢®¬ 

¡Æ °¨¬¨  «£¥¡°¨·¨¬¨ ®¯¥° ¶i¿¬¨ À[Á, À �Á (®¡'Ä¤ ¿ Æ ¯¥°¥²¨)

²  ®¤ÆÄ¾ ³ °®¾  «£¥¡°¨·®¾ ®¯¥° ¶iÄ¾ À �Á (¤®¯®¢¥¿), ¿ª¹® ¶i

®¯¥° ¶iÈ ¬ ¾²¼ ² ªÆ ¢« ±²¨¢®±²Æ:

1) a [ b = b [ a; 10) a � b = b � a;
2) a [ (b[ c) = (a [ b)[ c; 20) a � (b � c) = (a � b) � c;
3) (a[ b) � b = b; 30) (a � b) [ b = b;

4) a [ (b � c) = (a � b)[ (a � c); 40) a � (b[ c) = (a[ b) � (a[ c);
5) (a[ �a) � b = b; 50) (a � �a) [ b = b:

Ǳ°¨ª« ¤¨

1. �¥µ © B = f0; 1g | ¬®¦¨  § ¤¢®µ ¥«¥¬¥²Æ¢ § ®¯¥° ¶Æ¿¬¨

a [ b = maxfa; bg; a � b = minfa; bg; �0 = 1; �1 = 0:

�  ¤®¯®¬®£®¾ ¡¥§¯®±¥°¥¤¼®È ¯¥°¥¢Æ°ª¨ «¥£ª® ¯¥°¥ª® ²¨±¿, ¹® ¬®¦¨  f0; 1g Ä
¡³«¼®¢®¾  «£¥¡°®¾ ±²®±®¢® ¶¨µ ®¯¥° ¶Æ©.

66
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2. �¥µ © B = 2M { ¬®¦¨  ¢±Æµ ¯Æ¤¬®¦¨ ¤¥¿ª®È ¬®¦¨¨ M §Æ §¢¨· ©¨¬¨

²¥®°¥²¨ª®-¬®¦¨¨¬¨ ®¯¥° ¶Æ¿¬¨ ®¡'Ä¤ ¿, ¯¥°¥²¨³ ²  ¤®¯®¢¥¿

A [B; A �B = A \B; �
A =M n A;

¤¥ A;B 2 2M | ¯Æ¤¬®¦¨¨ ¬®¦¨¨M . � ¢« ±²¨¢®±²¥© ®¯¥° ¶Æ©  ¤ ¬®¦¨ ¬¨

¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® ¶¥ ¡³«¼®¢   «£¥¡° .

3. �¥µ © A | ¥¯®°®¦  ¬®¦¨ , M = 2A | ¬®¦¨  ¢±iµ ¯i¤¬®¦¨ ¬®¦¨¨ A.

�¨§ ·¨¬®   2A ®¯¥° ¶iÈ: X�Y = (X[Y )n (X \Y ) i X�Y = X\Y | ¯¥°¥²¨ X
i Y . M Ä ªi«¼¶¥¬ ±²®±®¢® ¶¨µ ®¯¥° ¶i© (³ ¯¥°¸®¬³ °®§¤Æ«Æ ¯®ª § ®, ¹® ¢±i  ª±i®¬¨

§ ®§ ·¥¿ ªi«¼¶¿ ¢¨ª®³¾²¼±¿ ³ ¶¼®¬³ ¢¨¯ ¤ª³).

4. �¥µ © B | ¡³«¼®¢   «£¥¡°  , M | ¥¯®°®¦  ¬®¦¨ ,   B
M | ¬®¦¨  ¢±Æµ

¢Æ¤®¡° ¦¥¼ § M ¢ B. �¨§ ·¨¬® ®¡'Ä¤ ¿, ¯¥°¥²¨ ²  ¤®¯®¢¥¿ ´³ª¶Æ© §
B
M ² ª:

f [ g | ´³ª¶Æ¿, ¤«¿ ¿ª®È (f [ g)(x) = f(x) [ g(x);
f � g | ´³ª¶Æ¿, ¤«¿ ¿ª®È (f � g)(x) = f(x) � g(x);
�
f | ´³ª¶Æ¿, ¤«¿ ¿ª®È �f(x) = f(x):

�¥¯¥° «¥£ª® ¯¥°¥¢Æ°¨²¨, ¹® ¶Æ ®¯¥° ¶ÆÈ § ¤®¢®«¼¿¾²¼ ¢±Æ  ª±Æ®¬¨ § ®§ ·¥¿

¡³«¼®¢®È  «£¥¡°¨. �¨ª® Ä¬® ¶¾ ¯¥°¥¢Æ°ª³ ¤«¿  ª±Æ®¬¨ 4.
Ǳ¥°¥¢Æ°ª¨ ¢±Æµ Æ¸¨µ  ª±Æ®¬ ¢¨ª®³¾²¼   «®£Æ·®.

�¥µ © x ¤®¢Æ«¼¨© ¥«¥¬¥² ¬®¦¨¨ M , f; g; h 2 B
M
: �®¤Æ

(f [ (g � h))(x) = f(x) [ (g � h)(x) = (f(x) [ (g(x)) � (f(x) [ h(x)) =
= (f � g)(x) [ (f � h)(x) = ((f [ g) � (f [ h)(x):

�²¦¥, § ·¥¿ ´³ª¶Æ© f [ (g � h) ²  (f [ g) � (f [ h) Ä ®¤ ª®¢¨¬¨ ¤«¿ ª®¦®£®

¥«¥¬¥²  x 2M; ²®¬³ f [ (g � h) = (f [ g) � (f [ h):
5. �®§£«¿¥¬®  ±²³¯¨© ¢ ¦«¨¢¨© · ±²ª®¢¨© ª« ± ¡³«¼®¢¨µ  «£¥¡° § ¯®¯¥°¥¤¼®£®

¯°¨ª« ¤³. �¥µ © B = f0; 1g { ¡³«¼®¢   «£¥¡°  § ¤¢®µ ¥«¥¬¥²Æ¢ (¿ª ³ ¯°¨ª« ¤Æ 1),

M = f0; 1g 
 : : :
 f0; 1g| {z }
n

: � ¶¼®¬³ ¢¨¯ ¤ª³ ¡³«¼®¢³  «£¥¡°³ BM ¯®§ · ²¨¬¥¬® Fn:

�³«¼®¢   «£¥¡°  Fn ±ª« ¤ Ä²¼±¿ § ³±Æµ ´³ª¶Æ© f(x1; : : : xn) ¢Æ¤ n §¬Æ¨µ x1; : : : xn;
ª®¦  § ¿ª¨µ  ¡³¢ Ä § ·¥¿ ¢ ¬®¦¨Æ f0; 1g, ¯°¨·®¬³ § ·¥¿ ¢±Æµ ´³ª¶Æ©

²¥¦  «¥¦ ²¼ ¤® ¬®¦¨¨ f0; 1g. �®¦  ² ª®¦ °®§£«¿³²¨ ®¡'Ä¤ ¿ F = [Fn.
�®¦¨  F ²¥¦ Ä ¡³«¼®¢®¾  «£¥¡°®¾.

6. �¥µ © B1; : : : ;Bn { ¡³«¼®¢Æ  «£¥¡°¨. �®§£«¿¥¬® ¤¥ª °²®¢¨© ¤®¡³²®ª B = B1�: : :�
Bn § ®¯¥° ¶Æ¿¬¨ ®¡'Ä¤ ¿, ¯¥°¥²¨³ ²  ¤®¯®¢¥¿, ¢¨§ ·¥¨¬¨ ¯®ª®¬¯®¥²®

(¤¥ª °²®¢¨© ¤®¡³²®ª ¡³«¼®¢¨µ  «£¥¡°)

(x1; : : : ; xn) [ (y1; : : : ; yn) = (x1 [ y1; : : : ; xn [ yn);
(x1; : : : ; xn) � (y1; : : : ; yn) = (x1 � y1; : : : ; xn � yn);

(x1; : : : ; xn) = (�x1; : : : ; �xn):

�¥§¯®±¥°¥¤¼® ¯¥°¥¢Æ°¿Ä¬®, ¹® ¤¥ª °²®¢¨© ¤®¡³²®ª ¡³«¼®¢¨µ  «£¥¡° Ä ¡³«¼®¢®¾

 «£¥¡°®¾.

�³«¼®¢Æ  «£¥¡°¨ ²Æ±® ¯®¢'¿§ Æ § ¥«¥¬¥² °®¾ «®£Æª®¾ ¢¨±«®¢«¥¼.
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3.1.2. �¨±«®¢«¥¿

ǱÆ¤ ¢¨±«®¢«¥¿¬ °®§³¬Æ¾²¼ °¥·¥¿, § ¯¨± ¥ § ¤®²°¨¬ ¿¬ £° ¬ -

²¨ª¨ ®¤ÆÄÈ § ¯°¨°®¤¨µ ¬®¢ (³ª° È±¼ª ,  £«Æ©±¼ª  ²®¹®)  ¡® ¸²³·¨µ

( ¯°¨ª« ¤, ®¤  § ¬®¢ ¯°®£° ¬³¢ ¿), ¯°® ¿ª¥ ¬®¦  ¡¥§ ¤¢®§ ·®±²Æ

±ª § ²¨ | Æ±²¨¥ ¶¥ °¥·¥¿ ·¨ µ¨¡¥.

Ǳ°¨ª« ¤¨

1. �¥·¥¿ À 7 | ¯°®±²¥ ·¨±«®Á, À 2 � 2 = 5Á, À¯Æ±«¿ §¨¬¨ ¯®·¨ Ä²¼±¿ ¢¥± Á, ÀÆ±³Ä

 ²³° «¼¥ ·¨±«® n, ¹® Ä ª®°¥¥¬ °Æ¢¿¿ X
2 � 3X + 2 = 0Á Ä ¢¨±«®¢«¥¿¬¨.

2. � ªÆ °¥·¥¿ ¿ª ÀX2�3X+2 = 0Á, À§¬Æ¨¬® ¦¨²²¿   ª° ¹¥Á, À ¢Æ¹® Ã¢  §Æ°¢ « 

¿¡«³ª®?Á, Àto be or not to beÁ ¥ Ä ¢¨±«®¢«¥¿¬¨.

Ǳ®§ ·¨¬® ¬®¦¨³ ¢±Æµ ¢¨±«®¢«¥¼ ·¥°¥§ S. Ǳ®±² ¢¨¬® ³ ¢Æ¤¯®¢Æ¤-

Æ±²¼ ª®¦®¬³ Æ±²¨®¬³ ¢¨±«®¢«¥¾ A § ¬®¦¨¨ S ·¨±«® t(A) = 1;  

ª®¦®¬³ µ¨¡®¬³ ¢¨±«®¢«¥¾ A § ¬®¦¨¨ S ·¨±«® t(A) = 0: �¤¥°¦¨-

¬® ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ t : S ! f0; 1g, ¿ª¥  §¢¥¬® ´³ª¶ÆÄ¾ Æ±²¨¨.

�¨±«®¢«¥¿ ¬®¦  °®§¤Æ«¨²¨   ¯°®±²Æ ²  ±ª« ¤Æ. �¨±«®¢«¥¿  -

§¨¢ ¾²¼ ¯°®±²¨¬, ¿ª¹® ¦®¤  ©®£® · ±²¨  ¥ Ä ¢¨±«®¢«¥¿¬. � ¯°¨ª-

« ¤, À 7 | ¯°®±²¥ ·¨±«®Á | ¯°®±²¥ ¢¨±«®¢«¥¿,   °¥·¥¿ À¿ª¹® ¶Æ«¥

·¨±«® a Ä ¤Æ«¼¨ª®¬ ·¨±«  7, ²® a = 1  ¡® a = �1  ¡® a = 7  ¡® a = �7Á |
±ª« ¤¥ ¢¨±«®¢«¥¿. �'¿±³Ä¬®, ¿ª ¬®¦  ¡³¤³¢ ²¨ ±ª« ¤Æ ¢¨±«®¢«¥¿

§ ¤ ¨µ ¢¨±«®¢«¥¼ (§®ª°¥¬  § ¯°®±²¨µ). Ǳ®§ · ²¨¬¥¬® ¢¨±«®¢«¥¿ ¢¥-

«¨ª¨¬¨ ¡³ª¢ ¬¨ « ²¨±¼ª®£®  «´ ¢Æ²³ P1; P2; : : : ; Pn; : : : ; P; Q;R; : : :A;

B; C. � ¤ ¨µ ¢¨±«®¢«¥¼ ¬®¦  ¡³¤³¢ ²¨ Æ¸Æ (±ª« ¤Æ) ¢¨±«®¢«¥¿ § 

¤®¯®¬®£®¾ «®£Æ·¨µ ®¯¥° ¶Æ©: : | § ¯¥°¥·¥¿, _ | ¤¨§'¾ª¶Æ¿, ^ |

ª®'¾ª¶Æ¿, ! | Æ¬¯«Æª ¶Æ¿.

Ǳ°¨±²³¯ ¾·¨ ¤® ®§ ·¥¿ «®£Æ·¨µ ®¯¥° ¶Æ©  ¤ ¢¨±«®¢«¥¿¬¨,

¢¢¥¤¥¬® ±¯®· ²ª³ ´³ª¶Æ¾ Æ±²¨¨ t, ¢¨§ ·¥³   ¬®¦¨Æ ¢±Æµ ¢¨±«®¢-

«¥¼ ² ª:

t(A) =

(
1; ¿ª¹® A Æ±²¨¥;

0; ¿ª¹® A µ¨¡¥:

�§ ·¥¿ 3.2. 1. � ¯¥°¥·¥¿: ¿ª¹® A { ¢¨±«®¢«¥¿, ²® :A (·¨² -

Ä²¼±¿ À¥ AÁ) | ¢¨±«®¢«¥¿, ¤«¿ ¿ª®£® t(:A) = 1� t(A):
Å ª¸¥ ª ¦³·¨, ¢¨±«®¢«¥¿ :A Æ±²¨¥ ²®¤Æ © «¨¸¥ ²®¤Æ, ª®«¨ A

µ¨¡¥.

2. �¨§'¾ª¶Æ¿: ¿ª¹® A Æ B | ¢¨±«®¢«¥¿, ²® A_B (·¨² Ä²¼±¿ ÀA

 ¡® BÁ) | ¢¨±«®¢«¥¿, ¤«¿ ¿ª®£® t(A _ B) = maxft(A); t(B)g.
Å ª¸¥ ª ¦³·¨, ¢¨±«®¢«¥¿ A_B Æ±²¨¥ ²®¤Æ © «¨¸¥ ²®¤Æ, ª®«¨

µ®· ®¤¥ § ¢¨±«®¢«¥¼ A  ¡® B Æ±²¨¥.
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3. �®'¾ª¶Æ¿: ¿ª¹® A Æ B | ¢¨±«®¢«¥¿, ²® A^B (·¨² Ä²¼±¿ ÀA

Æ BÁ) | ¢¨±«®¢«¥¿, ¤«¿ ¿ª®£® t(A ^B) = minft(A); t(B)g.
Å ª¸¥ ª ¦³·¨, ¢¨±«®¢«¥¿ A^B Æ±²¨¥ ²®¤Æ © «¨¸¥ ²®¤Æ, ª®«¨

¢¨±«®¢«¥¿ A Æ B Æ±²¨Æ ®¤®· ±®.

4. Å¬¯«Æª ¶Æ¿: ¿ª¹® A Æ B | ¢¨±«®¢«¥¿, ²® A �! B (·¨² Ä²¼±¿

À¿ª¹® A ²® BÁ) | ¢¨±«®¢«¥¿, ¤«¿ ¿ª®£® t(A �! B) = maxf1 �
t(A); t(B)g.
Å ª¸¥ ª ¦³·¨, ¢¨±«®¢«¥¿ A ! B µ¨¡¥ ²®¤Æ © «¨¸¥ ²®¤Æ, ª®«¨

A Æ±²¨¥ Æ B µ¨¡¥.

�¡'Ä¤ Ä¬® ¹®©®  ¢¥¤¥Æ ®§ ·¥¿ «®£Æ·¨µ ®¯¥° ¶Æ© ³ ¯Æ¤±³¬ª®-

¢³ ² ¡«¨¶¾.

t(A) t(B) t(:A) t(A _B) t(A ^B) t(A! B)

0 0 1 0 0 1

0 1 1 1 0 1

1 0 0 1 0 0

1 1 0 1 1 1

�®°¬³«¨ ·¨±«¥¿ ¢¨±«®¢«¥¼ ¡³¤³¾²¼±¿ § ¯°®¯®§¨¶Æ©¨µ §¬Æ¨µ

P1; : : : ; Pn; : : : ; P; Q;R; : : : § ¢¨ª®°¨±² ¿¬ «®£Æ·¨µ §¢'¿§®ª ²  ¤³¦®ª

§  ¤®¯®¬®£®¾ ² ª¨µ ¯° ¢¨«.

�§ ·¥¿ 3.3. 1. �®¦  ¯°®¯®§¨¶Æ©  §¬Æ  Ä ´®°¬³«®¾.

2. �ª¹® A Æ B | ´®°¬³«¨, ²® :A, (A _ B), (A ^ B), (A ! B) |

´®°¬³«¨.

�±¼ ¤¥¿ªÆ ¯°¨ª« ¤¨ ´®°¬³«:

1) (((P ! Q)! R)! ((P ! Q)! (P ! R)));

2) ((:A _B)! (A! B));

3) ((P _Q)! (P ^ (Q! R)):

� ³¢ ¦¨¬®, ¹® · ±²® ¤®¬®¢«¿¾²¼±¿ ®¯³±ª ²¨ ¯ °³ §®¢Æ¸Æµ ¤³¦®ª

³ § ¯¨±Æ ´®°¬³«¨. � ¯°¨ª« ¤, ´®°¬³«³ ((A ^B)! A) ¬®¦  § ¯¨± ²¨

(A ^B)! A:

Å±²¨Æ±²¼  ¡® µ¨¡Æ±²¼ ´®°¬³«¨ A ¶Æ«ª®¬ ¢¨§ · Ä²¼±¿ Æ±²¨Æ±²¾

 ¡® µ¨¡Æ±²¾ ´®°¬³«, § ¿ª¨µ A ¯®¡³¤®¢  . � ·¥¿ ´³ª¶ÆÈ Æ±²¨¨ ¤«¿

±ª« ¤¨µ ´®°¬³« §°³·® ®¡·¨±«¾¢ ²¨ §  ¤®¯®¬®£®¾ ² ¡«¨¶¼ Æ±²¨®±-

²Æ. �«¿ ¯°¨ª« ¤³ ¯®¡³¤³Ä¬® ² ª³ ² ¡«¨¶¾ ¤«¿ ´®°¬³«¨ A = (P _Q)!
(P ^ (Q! R)):
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t(P ) t(Q) t(R) t(P _Q) t(Q! R) t(P ^ (Q! R) t(A)

0 0 0 0 1 0 1

0 0 1 0 1 0 1

0 1 0 1 0 0 0

0 1 1 1 1 0 0

1 0 0 1 1 1 1

1 0 1 1 1 1 1

1 1 0 1 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1

�§ ·¥¿ 3.4. �®°¬³«  A  §¨¢ Ä²¼±¿ ² ¢²®«®£ÆÄ¾ ¿ª¹® ÈÈ ´³ª-

¶Æ¿ Æ±²¨¨ t(A) ¯°¨©¬ Ä «¨¸¥ § ·¥¿ 1.

�ª¹® ´³ª¶Æ¿ Æ±²¨¨ t(A) ´®°¬³«¨ A ¯°¨©¬ Ä «¨¸¥ § ·¥¿ 0, ²®

´®°¬³«³ A  §¨¢ ¾²¼ ±³¯¥°¥·Æ±²¾.

�§ ·¥¿ 3.5. �¢Æ ´®°¬³«¨ A Æ B  §¨¢ ¾²¼±¿ ¥ª¢Æ¢ «¥²¨¬¨, ¿ª-

¹® t(A) = t(B):

�¢¥¤¥¬® ¯®§ ·¥¿ A � B ¤«¿ ¥ª¢Æ¢ «¥²¨µ ´®°¬³« A Æ B. �¥£ª®

¯¥°¥ª® ²¨±¿ ¢ ²®¬³, ¹® ¢Æ¤®¸¥¿ A � B Ä ¢Æ¤®¸¥¿¬ ¥ª¢Æ¢ «¥²-

®±²Æ   ¬®¦¨Æ ¢±Æµ ´®°¬³« ·¨±«¥¿ ¢¨±«®¢«¾¢ ¼.

Ǳ°¨ª« ¤
Ǳ¥°¥¢Æ°¨¬® ¥ª¢Æ¢ «¥²Æ±²¼ (P ! Q) � (:P_Q):�¥ ¬®¦  §°®¡¨²¨, ¯®¡³¤³¢ ¢¸¨

² ¡«¨¶Æ Æ±²¨¨ ¤«¿ ´®°¬³« P ! Q Æ :P _Q

t(P ) t(Q) t(:P ) t(P ! Q) t(:P _Q)
0 0 1 1 1

0 1 1 1 1

1 0 0 0 0

1 1 0 1 1

Ǳ®°Æ¢¾¾·¨ ¤¢  ®±² Æµ ±²®¢¯·¨ª¨ ¶ÆÄÈ ² ¡«¨¶Æ, ¡ ·¨¬®, ¹® t(P ! Q) = (:P _Q);
®²¦¥, (P ! Q) � (:P _Q):

�¢¥°¤¦¥¿ 3.1. Ǳ° ¢¨«¼Æ ² ªÆ ¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ ´®°¬³« ·¨±«¥¿

¢¨±«®¢«¾¢ ¼, ¤¥ A;B Æ C | ¤®¢Æ«¼Æ ´®°¬³«¨.

1) A _B � B _ A;
1 0) A ^ B � B ^A;
2) A _ (B _ C) � (A _B) _ C;
2 0) A ^ (B ^ C) � (A^ B) ^ C;
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3) (A _B) ^ B � B;
3 0) (A ^B) _B � B;
4) A _ (B ^ C) � (A ^B) _ (A ^ C);
4 0) A ^ (B _ C) � (A_ B) ^ (A _ C);
5) (A _ :A) ^B � B;
5 0) (A ^ :A) _ B � B:
�®¢¥¤¥¿ ²¢¥°¤¦¥¿ §¢®¤¨²¼±¿ ¤® ¯°®±²®È ¯¥°¥¢Æ°ª¨ ¢¨¯¨± ¨µ

¥ª¢Æ¢ «¥²®±²¥© §  ¤®¯®¬®£®¾,  ¯°¨ª« ¤, ² ¡«¨¶¼ Æ±²¨®±²Æ.

3.1.3. �«£¥¡°  �Æ¤¥¡ ³¬ -� °±¼ª®£®

�¥£ª® ¯¥°¥¢Æ°¨²¨, ¹® ¥ª¢Æ¢ «¥²Æ±²¼ ´®°¬³« ·¨±«¥¿ ¢¨±«®¢«¾¢ ¼

³§£®¤¦¥  § «®£Æ·¨¬¨ ®¯¥° ¶Æ¿¬¨. Ǳ° ¢¨«¼¥ ² ª¥ ²¢¥°¤¦¥¿.

�¢¥°¤¦¥¿ 3.2. �ª¹® A1; A2; B1; B2 | ´®°¬³«¨ ·¨±«¥¿ ¢¨±«®¢«¾-

¢ ¼ Æ A1 � A2, B1 � B2, ²® :A1 � :A2, A1 _B1 � A2 _ B2, A1 ^ B1 �
A2 ^B2 Æ A1 ! B1 � A2 ! B2.

�®¢¥¤¥¿. Ǳ¥°¥¢Æ°¨¬®,  ¯°¨ª« ¤, ¹® A1 ! B1 � A2 ! B2. � Ä-

¬® t(A1) = t(A2); t(B1) = t(B2), t(A1 ! B1) = maxf1 � t(A1); t(B1)g =
maxf1� t(A2); t(B2)g = t(A2 ! B2): � «®£Æ·® ¯¥°¥¢Æ°¿¾²¼ Æ¸Æ ¥ª¢Æ-

¢ «¥²®±²Æ.

�¥µ © F | ¬®¦¨  ¢±Æµ ´®°¬³« ·¨±«¥¿ ¢¨±«®¢«¾¢ ¼,  ¤Æ«¥ 

«®£Æ·¨¬¨ ®¯¥° ¶Æ¿¬¨  ¤ ¢¨±«®¢«¥¿¬¨. Ǳ®§ ·¨¬® ·¥°¥§ L ´ ª²®°-

¬®¦¨³ F=� ¬®¦¨¨ F §  ¢Æ¤®¸¥¿¬ ¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ �. �« ± ¢±Æµ
´®°¬³«, ¿ªÆ ¥ª¢Æ¢ «¥²Æ ´®°¬³«Æ A, ¯®§ ·¨¬® ·¥°¥§ [A]:�®¦¨  [A] Ä

¥«¥¬¥²®¬ ¬®¦¨¨ L. �ª¹® A1 � A2, ²® [A1] = [A2]: �§ ·¨¬® ®¯¥° ¶ÆÈ

 ¤ ¥«¥¬¥² ¬¨ ¬®¦¨¨ L ² ª:

:[A] = [:A]; [A]_ [B] = [A_B]; [A]^ [B] = [A^B]; [A]! [B] = [A! B]:

Ǳ®¯¥°¥¤Ä ²¢¥°¤¦¥¿ § ±¢Æ¤·³Ä ² ª¥: ª®«¨ [A1] = [A2] Æ [B1] = [B2];

²® :[A1] = :[A2], [A1] _ [B1] = [A2] _ [B2], [A1] ^ [B1] = [A2] ^ [B2] Æ

[A1] ! [B1] = [A2] ! [B2]. �¥ ®§ · Ä, ¹®   ¬®¦¨Æ L ª®°¥ª²®

¢¨§ ·¥Æ ®¯¥° ¶ÆÈ _, ^ ²  :. � ²¢¥°¤¦¥¿ 3.1 ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® ¶Æ ®¯¥° ¶ÆÈ

§ ¤®¢®«¼¿¾²¼ ² ªÆ ¢« ±²¨¢®±²Æ 1� 50.

�¢¥°¤¦¥¿ 3.3. �¯¥° ¶ÆÈ _, ^ ²  : ¬ ¾²¼ ² ªÆ ¢« ±²¨¢®±²Æ:

1) [A] _ [B] = [B] _ [A];
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10) [A] ^ [B] = [B] ^ [A];
2) [A] _ ([B] _ [C]) = ([A]_ [B]) _ [C];
20) [A] ^ ([B] ^ [C]) = ([A] ^ [B]) ^ [C];
3) ([A] _ [B]) ^ [B] = [B];

30) ([A]^ [B])_ [B] = [B];

4) [A] _ ([B] ^ [C]) = ([A]^ [B]) _ ([A]^ [C]);
40) [A] ^ ([B] _ [C]) = ([A] _ [B]) ^ ([A]_ [C]);
5) ([A] _ :[A]) ^ [B] = [B];

50) ([A]^ :[A]) _ [B] = [B]:

�§ ·¥¿ 3.6. �®¦¨  A ° §®¬ § ¢¨§ ·¥¨¬¨   Æ© ®¯¥° ¶Æ¿¬¨

_, ^ ²  :  §¨¢ Ä²¼±¿  «£¥¡°®¾ �Æ¤¥¡ ³¬ -� °±¼ª®£®.

Ǳ®¯¥°¥¤Ä ²¢¥°¤¦¥¿ ®§ · Ä, ¹®  «£¥¡°  �Æ¤¥¡ ³¬ -� °±¼ª®£®

Ä ¡³«¼®¢®¾  «£¥¡°®¾.

3.1.4. �±®¢Æ ¢« ±²¨¢®±²Æ ¡³«¼®¢¨µ  «£¥¡°

�®¢¥¤¥¬® ¤¥¿ªÆ  ©¯°®±²Æ¸Æ  ±«Æ¤ª¨ §  ª±Æ®¬ ¡³«¼®¢®È  «£¥¡°¨. � ³¢ -

¦¨¬®, ¹®  ª±Æ®¬¨ 1� 50 ±¨¬¥²°¨·Æ ¹®¤® ®¯¥° ¶Æ© a [ b Æ a � b; ° §®¬ §

ª®¦®¾  ª±Æ®¬®¾ ¶¿ ±¨±²¥¬   ª±Æ®¬ ¬Æ±²¨²¼ ¹¥ ®¤³, ¿ª³ ®¤¥°¦³¾²¼ §

§ ¤ ®È § ¬Æ®¾ ®¯¥° ¶Æ© À[ Á   À � Á Æ À � Á   À[ Á. �®¬³ ° §®¬ § ª®¦®¾

¢« ±²¨¢Æ±²¾ ®¯¥° ¶Æ© ¡³«¼®¢®È  «£¥¡°¨ ¢®  ¬ Ä ¤¢®È±²³ ¢« ±²¨¢Æ±²¼, ¿ª³

®¤¥°¦³¾²¼ § § ¤ ®È § ¬Æ®¾ À[ Á   À � Á Æ À � Á   À[ Á. �«¿ ±¯°®¹¥¿
¢¨ª« ¤®ª ¤®¬®¢¨¬®±¿ ¢¨ª®°¨±²®¢³¢ ²¨ § ª °Æ¢®±²Æ § Æ¤¥ª±®¬, ¿ª¨©

§ § · Ä ¢« ±²¨¢Æ±²¼, § ¿ª®È ®²°¨¬³Ä¬® ¶¾ °Æ¢Æ±²¼.

�¢¥°¤¦¥¿ 3.4. �¯¥° ¶ÆÈ À[ Á Æ À � Á Æ¤¥¬¯®²¥²Æ, ²®¡²® ¤«¿ ¤®-

¢Æ«¼¨µ ¥«¥¬¥²Æ¢ a; b 2 B ¢¨ª®³¾²¼±¿ ¢« ±²¨¢®±²Æ

6) a [ a = a, 60) a � a = a, 7) a � b = a() a [ b = b:

�®¢¥¤¥¿. �®¢¥¤¥¬® ¢« ±²¨¢Æ±²¼ 6. � Ä¬®

a =3) a [ (a � b) =4) (a[ a) � (a [ b) =4) (a � (a [ b))[ (a � (a [ b)) =3) a [ a:
� «®£Æ·® ¤®¢®¤¨²¼±¿ °Æ¢Æ±²¼ 60: Ǳ¥°¥µ®¤¨¬® ¤® ¤®¢¥¤¥¿ ¢« ±²¨¢®±-
²Æ 7: �¥µ © a � b = a. ǱÆ¤±² ¢¨¬® ¶¥ ¢ 30, ®¤¥°¦¨¬® a [ b = b: � ¢¯ ª¨,

¿ª¹® a [ b = a, ²® a � b = a � (a [ b) =10 (a [ b) � a =3 a:

�§ ·¥¿ 3.7. �  ®§ ·¥¿¬ ¤«¿ ¤¢®µ ¥«¥¬¥²Æ¢ a Æ b ¡³«¼®¢®È  «-

£¥¡°¨ B a � b, ¿ª¹® ¢¨ª®³Ä²¼±¿ ®¤  § ¤¢®µ °Æ¢®±¨«¼¨µ (§  ¢« ±²¨-

¢Æ±²¾ 7) ³¬®¢ a � b = a  ¡® (Æ) a [ b = b:
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�¢¥°¤¦¥¿ 3.5 ±¢Æ¤·¨²¼ ¯°® ²¥, ¹® ¢Æ¤®¸¥¿ � Ä ¢Æ¤®¸¥¿¬

¯®°¿¤ª³   ¡³«¼®¢Æ©  «£¥¡°Æ B.

�¢¥°¤¦¥¿ 3.5. �¥µ © a; b; c | ¤®¢Æ«¼Æ ¥«¥¬¥²¨ ¡³«¼®¢®È  «£¥¡-

°¨ B: �®¤Æ

8) a � a;
9) a � b ^ b � a =) a = b;

10) a � b^ b � c =) a � c.

�®¢¥¤¥¿. �« ±²¨¢Æ±²¼ 8 ¢¨¯«¨¢ Ä § 6.

�±ªÆ«¼ª¨ a � b Æ b � a, ²® a = a � b Æ a = a [ b. �®¬³, ¯Æ¤±² ¢«¿¾·¨
a = a � b ¢ a = a [ b, ®¤¥°¦¨¬® ¢« ±²¨¢Æ±²¼ 9: a = a [ b = (a � b)[ b =30 b:

�®¢¥¤¥¬® 10: a = a � b = a � (b � c) = a � c; ²®¬³ a � c:
�«¥¬¥²¨ a[b ²  a�b Æ®¤Æ  §¨¢ ¾²¼ ¢Æ¤¯®¢Æ¤® ²®·®¾ ¢¥°µ¼®¾ ² 

²®·®¾ ¨¦¼®¾ £° ¿¬¨ ¥«¥¬¥²Æ¢ a; b. �¢¥°¤¦¥¿ 3.6 ®¡£°³²®¢³Ä

¶¾ ²¥°¬Æ®«®£Æ¾.

�¢¥°¤¦¥¿ 3.6. �¥µ © a Æ b| ¤®¢Æ«¼Æ ¥«¥¬¥²¨ ¡³«¼®¢®È  «£¥¡°¨ B:

�®¤Æ

11) a � a [ b; b � a [ b;
12) a � c ^ b � c =) a [ b � c;
13) a � b � a; a � b � b;
14) c � a ^ c � b =) c � a � b.

�®¢¥¤¥¿. �±ªÆ«¼ª¨ §£Æ¤® §  ª±Æ®¬®¾ 3 (a[ b) � b = b, ²® b � a [ b Æ
  «®£Æ·® a � a [ b. �¥ ¤®¢®¤¨²¼ 11.

�  ³¬®¢®¾ a [ c = c Æ b [ c = c. �®¬³

c =6 c [ c = (a [ c)[ (b[ c) =1;2 (a [ b)[ (c[ c) = (a [ b)[ c:

�  ®§ ·¥¿¬ ¶¥ ®§ · Ä, ¹® a [ b � c: �Æ¤¯®¢Æ¤Æ ¤¢®È±²Æ ²¢¥°¤¦¥¿

13, 14 ¯°®¯®³Ä¬® ¤®¢¥±²¨ ± ¬®±²Æ©®.

�¢¥°¤¦¥¿ 3.7. �¥µ © a Æ b| ¤®¢Æ«¼Æ ¥«¥¬¥²¨ ¡³«¼®¢®È  «£¥¡°¨ B:

�®¤Æ

15) a [ �a = b [ �b; 150) a � �a = b � �b.

�®¢¥¤¥¿. �  ª±Æ®¬¨ 5 (a [ �a) � b = b §  ®§ ·¥¿¬ � ®¤¥°¦³Ä¬®

b � (a [ �a): ǱÆ¤±² ¢¨¢¸¨ ±¾¤¨ b [ �b § ¬Æ±²¼ b, ¬ Ä¬® (b [ �b) � (a [ �a):
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�±ªÆ«¼ª¨ a Æ b | ¤®¢Æ«¼Æ ¥«¥¬¥²¨, ²® © (a[ �a) � (b[ �b): �²¦¥, ¢« ±²¨-
¢Æ±²¼ 15 ¤®¢¥¤¥ , ¤¢®È±²¥ ²¢¥°¤¦¥¿ 15' § «¨¸ Ä²¼±¿ ¤«¿ ± ¬®±²Æ©®£®

¤®¢¥¤¥¿.

�®©® ¤®¢¥¤¥¥ ²¢¥°¤¦¥¿ ®§ · Ä, ¹® ¥«¥¬¥²¨ a [ �a Æ a � �a ¥

§ «¥¦ ²¼ ¢Æ¤ a. �¥© ´ ª² ¤ Ä §¬®£³ ¢¢¥±²¨ ² ªÆ ¯®§ ·¥¿:

16) 1 = a [ �a; 160) 0 = a � �a;

¤¥ a| ¤®¢Æ«¼¨© ¥«¥¬¥² ¡³«¼®¢®È  «£¥¡°¨B. �  ±²³¯®¬³ ²¢¥°¤¦¥Æ

¯Æ¤±³¬³Ä¬® ®±®¢Æ ¢« ±²¨¢®±²Æ ¶¨µ ¥«¥¬¥²Æ¢.

�¢¥°¤¦¥¿ 3.8. �¥µ © a | ¤®¢Æ«¼¨© ¥«¥¬¥² ¡³«¼®¢®È  «£¥¡°¨ B:

�®¤Æ

17) 0 � a; a � 1; a [ 0 = a; a � 0 = 0; a [ 1 = 1; a � 1 = a:

�®¢¥¤¥¿. �±Æ ¶Æ ¢« ±²¨¢®±²Æ Ä ¡¥§¯®±¥°¥¤Æ¬¨  ±«Æ¤ª ¬¨ ®§ ·¥¼

¥«¥¬¥²Æ¢ 0 ²  1 ²  ®§ ·¥¿ ¢Æ¤®¸¥¿ �.
� ³¢ ¦¨¬®, ¹® ¢« ±²¨¢Æ±²¼ 17 ®§ · Ä, §®ª°¥¬ , ¹® 1 ²  0 Ä ¢Æ¤¯®-

¢Æ¤®  ©¡Æ«¼¸¨© ²   ©¬¥¸¨© ¥«¥¬¥² ¡³«¼®¢®È  «£¥¡°¨ B.

� ±²³¯  ¢« ±²¨¢Æ±²¼ µ ° ª²¥°¨§³Ä ®¯¥° ¶Æ¾ ¤®¯®¢¥¿ ¢ ²¥°¬Æ µ

®¡'Ä¤ ¿ ²  ¯¥°¥²¨³.

�¢¥°¤¦¥¿ 3.9. �¥µ © a | ¤®¢Æ«¼¨© ¥«¥¬¥² ¡³«¼®¢®È  «£¥¡°¨ B:

�®¤Æ

18) a [ c = 1 ^ a � c = 0() c = �a:

�®¢¥¤¥¿. Å¬¯«Æª ¶Æ¿ (= ®·¥¢¨¤ . �«¿ ¤®¢¥¤¥¿ ®¡¥°¥®È Æ¬¯«Æ-

ª ¶ÆÈ =) ²°¥¡  §°®¡¨²¨ ¤¥¿ªÆ ®¡·¨±«¥¿.

c =17 0 [ c =16 (a � �a) [ c =1;40 (a [ c) � (�a [ c) = 1 � (�a [ c) =17 �a [ c:

�¥ ®§ · Ä, ¹® �a � c:

c =17 1 � c =16 (a [ �a) � c =4 (a � c)[ (�a � c) = 0 [ (�a � c) =17 �a � c:

�¥ ®§ · Ä, ¹® © ± � �a; ®²¦¥, c = �a:

� ±«i¤®ª 3.1. �¥µ © a | ¤®¢Æ«¼¨© ¥«¥¬¥² ¡³«¼®¢®È  «£¥¡°¨ B: �®¤Æ

19) a = ��a:
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�®¢¥¤¥¿. ǱÆ¤±² ¢¨¬® ³ 18 �a § ¬Æ±²¼ a Æ a § ¬Æ±²¼ c Æ ¢¨ª®°¨±² Ä-

¬® 16, 16'.

�¢¥°¤¦¥¿ 3.10 (§ ª®¨ ¤¥ �®°£  ). �¥µ © a Æ b { ¤®¢Æ«¼Æ ¥«¥-

¬¥²¨ ¡³«¼®¢®È  «£¥¡°¨ B: �®¤Æ

20) a [ b = �a � �b; 200) a � b = �a [ �b:
�®¢¥¤¥¿. �¥µ © c = �a � �b. �®¤Æ

(a[ b) � c = (a [ b) � (�a � �b) = (a � �a � �b)[ (b � �a � �b) = 0 [ 0 = 0:

(a [ b)[ c = (a [ b)[ (�a � �b) = (a[ b [ �a) � (a [ b[ �b) = 1 � 1 = 1:

�¢Æ¤±¨ ²  § 18 ®¤¥°¦³Ä¬® a [ b = �a��b. Å¸¨© § ª® ¤¥ �®°£   a � b = �a[�b
¯°®¯®³Ä¬® ¤®¢¥±²¨ ± ¬®±²Æ©®.

�¯° ¢¨. �®¢¥±²¨ ¢« ±²¨¢®±²Æ

21) a � b() �
b � a;

22) �0 = 1; �1 = 0;

23) a � b() a n b = 0, ¤¥ a n b = a � �b:

3.1.5. �¨§'¾ª²¨¢  ²  ª®'¾ª²¨¢  ®°¬ «¼Æ ´®°¬¨

Ǳ®¢¥°¥¬®±¿ ¤® °®§£«¿¤³ ±ªÆ·¥¨µ ¡³«¼®¢¨µ  «£¥¡° Fn. � £ ¤ Ä¬®,

¹® ¥«¥¬¥² ¬¨  «£¥¡°¨ Fn Ä ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ f : f0; 1gn ! f0; 1g; ¿ªÆ
§ ¯¨±³Ä¬® ³ ¢¨£«¿¤Æ f(x1; : : : ; xn), ¤¥ f(x1; : : : ; xn) ¬®¦  ²° ª²³¢ ²¨ ¿ª

¢±¾¤¨ ¢¨§ ·¥³ ´³ª¶Æ¾ §Æ § ·¥¿¬¨ ¢ ¬®¦¨Æ f0; 1g ¢Æ¤ n §¬Æ¨µ

x1; : : : ; xn, ª®¦  § ¿ª¨µ  ¡³¢ Ä § ·¥¿ § ¬®¦¨¨ f0; 1g.
�§ ·¥¿ 3.8. �¥µ © a; b 2 f0; 1g. Ǳ®§ ·¨¬®

b
a =

(
b; ¿ª¹® a = 1;

1� b; ¿ª¹® a = 0;

²®¡²® 11 = 1; 01 = 0; 10 = 0; 00 = 1: Å ª¸¥ ª ¦³·¨,

b
a =

(
1; ¿ª¹® a = b;

0; ¿ª¹® a 6= b:

� £ ¤ Ä¬®, ¹® ¤«¿ x; y 2 f0; 1g x \ y = minfx; yg = xy; x [ y =

maxfx; yg:
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�¥®°¥¬  3.1. � ¢¨¹¥ ¢¥¤¥¨µ ¯®§ ·¥¿µ ¤®¢Æ«¼³ ´³ª¶Æ¾ f 2 Fn
¬®¦  § ¯¨± ²¨ ³ ¤¨§'¾ª²¨¢Æ© ®°¬ «¼Æ© ´®°¬Æ

f(x1; : : : ; xn) =
[

a1;::: ;an2f0;1gn
f(a1; : : : ; an)x

a1
1 x

a2
2 � � �xann : (�)

�®¢¥¤¥¿. �¨ ¯¥°¥¢Æ°¿Ä¬®, ¹® ¢ °¥§³«¼² ²Æ ¯Æ¤±² ®¢ª¨ x1 = b1; : : : ;

xn = bn ³ ¯° ¢³ · ±²¨³ (*) ®¤¥°¦¨¬® f(b1; : : : ; bn). �¯° ¢¤Æ,[
a1;::: ;an2f0;1gn

f(a1; : : : ; an)b
a1
1 b

a2
2 � � �bann =

=
[

a1;::: ;an2f0;1gn
f(a1; : : : ; an)

(
1; ¿ª¹® a1 = b1 : : : an = bn;

0; ¿ª¹® (a1; : : : ; an) 6= (b1; : : : ; bn)

)
�

�xa11 xa22 � � �xann = f(b1; : : : ; bn):

�ª¹® f ´³ª¶Æ¿, ¿ª  ¥ ¤®°Æ¢¾Ä ²®²®¦® ³«¾, ²® °Æ¢Æ±²¼ (*)

¬®¦  § ¯¨± ²¨ ³ ¢¨£«¿¤Æ

f(x1; : : : ; xn) =
[

f(a1;::: ;an)=1

x
a1
1 x

a2
2 � � �xann : (��� )

�¯° ¢ . �®¢¥±²¨, ¿ª¹® ´³ª¶Æ¿ f 2 Fn ¥ ¤®°Æ¢¾Ä ²®²®¦® 1, ²® ÈÈ

¬®¦  § ¯¨± ²¨ ³ ª®'¾ª²¨¢Æ© ®°¬ «¼Æ© ´®°¬Æ

f(x1; : : : ; xn) =
\

f(a1;::: ;an)=0

(x�a11 [ x�a22 [ � � � [ x�ann ): (K�� )

�¤¥°¦ Æ °¥§³«¼² ²¨ ¬®¦  § ±²®±³¢ ²¨ ¤® ´®°¬³« ·¨±«¥¿ ¢¨±-

«®¢«¥¼. �¥µ © A(P1; : : : ; Pn) { ´®°¬³«  ·¨±«¥¿ ¢¨±«®¢«¥¼, ¯®¡³¤®¢ -

  § ¯°®¯®§¨¶Æ©¨µ §¬Æ¨µ P1; : : : ; Pn: �®§£«¿¥¬® ¢Æ¤¯®¢Æ¤³ ¤® ´®°-

¬³«¨ A ´³ª¶Æ¾ Æ±²¨®±²Æ fA:�³ª¶Æ¿ fA Ä ®¤ÆÄ¾ § ´³ª¶Æ© § ¡³«¼®¢®È

 «£¥¡°¨ Fn; ²®¬³ ÈÈ ¬®¦  § ¯¨± ²¨ ¢ ¤¨§'¾ª²¨¢Æ© ®°¬ «¼Æ© ´®°¬Æ

fA(x1; : : : ; xn) =
[

fA(a1;::: ;an)=1

x
a1
1 x

a2
2 � � �xann :

�®§£«¿¥¬® ´®°¬³«³ ·¨±«¥¿ ¢¨±«®¢«¥¼

A1 =
_

fA(a1;::: ;an)=1

(P a1
1 ^ P a2

2 ^ � � � ^ P an
n );
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¤¥

P
a =

(
P; ¿ª¹® a = 1;

:P; ¿ª¹® a = 1:

�«¿ ´³ª¶ÆÈ Æ±²¨®±²Æ fA1
´®°¬³«¨ A1 ¬ Ä¬® ¯°¨ (b1; : : : ; bn) 2 f0; 1gn

fA1
= max

fA(a1;::: ;an)=1
fba11 � : : : � bann g =

=
[

fA(a1;::: ;an)=1

b
a1
1 � : : : � bann = fA(b1; : : : ; bn):

�¥ © ®§ · Ä, ¹® A � A1:

�§ ·¥¿ 3.9. � ¦³²¼, ¹® ´®°¬³«  A(P1; : : :Pn) ¬ Ä ¤®±ª® «³

¤¨§'¾ª²¨¢³ ®°¬ «¼³ ´®°¬³, ¿ª¹® A = _iXi; ¤¥ Xi = P

a1i
1 ^ P a2i

2 ^
: : :^ P ani

n , aji 2 f0; 1g; P 1
i = Pi; P

0
i = :Pi:

�±ªÆ«¼ª¨ §  ¯®¯¥°¥¤¼®¾ ²¥®°¥¬®¾ ª®¦  (¥ ²®²®¦® ³«¼®¢ )

¡³«¼®¢  ´³ª¶Æ¿, §®ª°¥¬  ´³ª¶ÆÈ Æ±²¨®±²Æ ´®°¬³« ·¨±«¥¿ ¢¨±«®¢-

«¥¼, § ¯¨±³Ä²¼±¿ ¢ ¤¨§'¾ª²¨¢Æ© ®°¬ «¼Æ© ´®°¬Æ, ²® ¬¨ ¬ Ä¬® ² ª³

²¥®°¥¬³.

�¥®°¥¬  3.2. �®¦  ´®°¬³«  ·¨±«¥¿ ¢¨±«®¢«¥¼, ¿ª  ¥ Ä ±³¯¥°¥·-

Æ±²¾, ¥ª¢Æ¢ «¥²  ¤® ´®°¬³«¨, ¹® ¬ Ä ¤®±ª® «³ ¤¨§'¾ª²¨¢³ ®°-

¬ «¼³ ´®°¬³.

�¯° ¢ . �®¢¥±²¨ ¤¢®È±²¥ ²¢¥°¤¦¥¿: ª®¦  ´®°¬³«  ·¨±«¥¿ ¢¨±-

«®¢«¥¼, ¿ª  ¥ Ä ² ¢²®«®£ÆÄ¾, ¥ª¢Æ¢ «¥²  ´®°¬³«Æ, ¹® ¬ Ä ¤®±ª® «³

ª®'¾ª²¨¢³ ®°¬ «¼³ ´®°¬³

A1 =
^

fA(a1;::: ;an)=0

(P �a1
1 _ P �a2

2 _ � � � _ P �an
n ):

� ³¢ ¦¥¿ 3.1. �ª¹® ´®°¬³«  A(P1; : : : ; Pn) Ä ² ¢²®«®£ÆÄ¾, ²® ¢®-

  ¥ª¢Æ¢ «¥²  ´®°¬³«Æ P1 _:P1, ¿ª¹® A(P1; : : : ; Pn) Ä ±³¯¥°¥·Æ±²¾,
²® ¢®  ¥ª¢Æ¢ «¥²  ´®°¬³«Æ P1 ^ :P1,
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3.1.6. Ǳ®¢®²  Æ § ¬ª¥Æ±²¼ ±¨±²¥¬ ¡³«¼®¢¨µ ´³ª¶Æ©

�¥µ © F { ®¡'Ä¤ ¿ ¢±Æµ ¬®¦¨ Fn; n = 1; 2; : : : :

�§ ·¥¿ 3.10. �¨±²¥¬  ´³ª¶Æ© S � F  §¨¢ Ä²¼±¿ ¯®¢®¾, ¿ª¹®

¡³¤¼-¿ª³ ´³ª¶Æ¾ § F ¬®¦  § ¯¨± ²¨ ³ ¢¨£«¿¤Æ ±³¯¥°¯®§¨¶ÆÈ ´³ª¶Æ©

±¨±²¥¬¨ S.

Ǳ°¨ª« ¤¨

1. �¨±²¥¬  F ¯®¢ .

2. �¨±²¥¬  S = f�x; x1 _x2; x1 ^ x2g ¯®¢ . �¥ ¢¨¯«¨¢ Ä § ²¥®°¥¬¨ ¯°® ¤¨§'¾ª²¨¢³

®°¬ «¼³ ´®°¬³.

3. �ª¹® ¤® ¯®¢®È ±¨±²¥¬¨ ´³ª¶Æ© ¤®«³·¨²¨ ¹¥ ¤¥ªÆ«¼ª  ´³ª¶Æ©, ²® ®¤¥°¦¨¬®

¯®¢³ ±¨±²¥¬³ ´³ª¶Æ©.

4. �¨±²¥¬  f0; 1g ¥ Ä ¯®¢®¾. �³² 0 Æ 1 ²®²®¦Æ ´³ª¶ÆÈ.

�¢¥°¤¦¥¿ 3.11. �¥µ © S1 ²  S2 | ¤¢Æ ±¨±²¥¬¨ ´³ª¶Æ©, ¯°¨·®¬³

S2 | ¯®¢ . �ª¹® ¡³¤¼-¿ª³ ´³ª¶Æ¾ ±¨±²¥¬¨ S2 ¬®¦  § ¯¨± ²¨ ³

¢¨£«¿¤Æ ±³¯¥°¯®§¨¶ÆÈ ´³ª¶Æ© ±¨±²¥¬¨ S1, ²® ±¨±²¥¬  S1 ¯®¢ .

�®¢¥¤¥¿ ¶¼®£® ²¢¥°¤¦¥¿ ®·¥¢¨¤¥. � ¢¥¤¥¬® ¤¥ªÆ«¼ª  ¯°¨ª« -

¤Æ¢ ©®£® § ±²®±³¢ ¿.

Ǳ°¨ª« ¤¨

1. S1 = f�x; x1 ^ x2g, S2 = f�x; x1 _ x2; x1 ^ x2g. � Ä¬® x1 _ x2 = �x1 ^ �x2: � Æ¸¥ ¬¨

¢¦¥ ¡ ·¨«¨, ¹® ±¨±²¥¬  S2 ¯®¢ , ²®¬³ © ±¨±²¥¬  S1 ¯®¢ .

2. �®§£«¿¥¬® ±¨±²¥¬³ ´³ª¶Æ© S1 = fx1jx2g; ¿ª  ±ª« ¤ Ä²¼±¿ § Ä¤¨®È ´³ª¶ÆÈ
x1jx2 =df x1 ^ x2 = �x1 _ �x2: � Ä¬®

x1jx1 = �x1 _ �x1 = �x1;

(x1jx2)
��(x1jx2) = (x1 ^ x2)

��(x1 ^ x2) = (x1 ^ x2) ^ (x1 ^ x2) =
= (x1 ^ x2) ^ (x1 ^ x2) = x1 ^ x2:

�±ªÆ«¼ª¨ ±¨±²¥¬  S2 ¯®¢  §  ¯®¯¥°¥¤Æ¬ ¯°¨ª« ¤®¬, ²® © ±¨±²¥¬  S1 ¯®¢ .

3. �¥µ © S1 = f0; 1; x1 ^ x2; x1 + x2; ¤¥

x1 + x2 =

(
1; x1 6= x2

0; x1 = x2;

S2 = f�x; x1 ^ x2g. � Ä¬® 0 = x ^ �x, 1 = �0 = x ^ �x, x1 + x2 = (x1 ^ �x2) ^ (�x1 ^ x2),
�x = 1+ x. �²¦¥, ±¨±²¥¬  S1 ¯®¢  ²®¤Æ © «¨¸¥ ²®¤Æ, ª®«¨ ±¨±²¥¬  S2 ¯®¢ .

�¥µ © ¤¥¿ª  ¯Æ¤¬®¦¨  ¬®¦¨¨ ´³ª¶Æ© F : � ¬¨ª ¿¬ ¬®¦¨-

¨ S  §¨¢ ¾²¼ ¬®¦¨³ ¢±Æµ ¡³«¼®¢¨µ ´³ª¶Æ©, ¿ªÆ Ä ±³¯¥°¯®§¨¶Æ¿¬¨
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´³ª¶Æ© § ¬®¦¨¨ S. Ǳ®§ ·¨¬® § ¬¨ª ¿ ¬®¦¨¨ S ·¥°¥§ ~
S: �®-

¦¨  S  §¨¢ Ä²¼±¿ § ¬ª¥®¾, ¿ª¹® ¢®  §¡Æ£ Ä²¼±¿ §Æ ±¢®È¬ § ¬¨ª -

¿¬ ~
S: � § ·¨¬®, ¹® ¬®¦¨  S Ä ¯®¢®¾, ¿ª¹® ~

S = F :
Ǳ°¨ª« ¤¨

1. �ª¹® S = F , ²® © ~
S = F .

2. �¥µ © S = f1; x1+ x2g. � ¬¨ª ¿¬ ¶ÆÄÈ ¬®¦¨¨ S Ä ª« ± ¢±Æµ «ÆÆ©¨µ ´³ª¶Æ©,

²®¡²® ´³ª¶Æ©, ¿ªÆ ¬ ¾²¼ ¢¨£«¿¤

f(x1; : : : ; xn) = c0 + c1x1 + : : :+ cnxn (mod 2);

¤¥ ci 2 f0; 1g:

�¯° ¢ . Ǳ®ª § ²¨, ¹® § ¬¨ª ¿ ¬®¦¨¨ ´³ª¶Æ© S ¬ Ä ² ªÆ ¢« ±-

²¨¢®±²Æ:

1) ~S � S;
2)

~~
S = ~

S;

3) S1 � S2 =) ~
S1 � ~

S2;

4) Ŝ1 [ S2 � ~
S1 [ ~

S2.

3.1.7. �¯°®¹¥¿ ¡³«¼®¢¨µ ´³ª¶Æ©

�³«¼®¢Æ ´³ª¶ÆÈ ¢¨ª®°¨±²®¢³¾²¼ ¤«¿ ±¯°®¹¥¿ ² ª §¢ ¨µ °¥«¥©®-

ª®² ª²¨µ Æ ¢¥²¨«¼¨µ ±µ¥¬. � ¢¨¯ ¤ª³ °¥«¥©®-ª®² ª²¨µ ±µ¥¬ ª®-

¦Æ© §¬ÆÆ© x (¢Æ¤¯®¢Æ¤® �x) ¡³«¼®¢®È ´³ª¶ÆÈ f(x1; : : : ; xn) ±² ¢«¿²¼ ³

¢Æ¤¯®¢Æ¤Æ±²¼ ¯¥°¥¬¨ª ·, ¿ª¨© ¯°®¯³±ª Ä ±²°³¬ ²®¤Æ © «¨¸¥ ²®¤Æ, ª®«¨ x

 ¡³¢ Ä § ·¥¿ 1 (¢Æ¤¯®¢Æ¤® 0). �¯¥° ¶Æ¿ _ Æ²¥°¯°¥²³Ä²¼±¿ ¿ª ¯ ° -
«¥«¼¥ §'Ä¤ ¿ ¯¥°¥¬¨ª ·Æ¢,   ®¯¥° ¶Æ¿ ^ | ¿ª ¯®±«Æ¤®¢¥ §'Ä¤ ¿.

f(a1; : : : ; an) = 1 Æ²¥°¯°¥²³Ä²¼±¿ ¿ª À±²°³¬ ¯°®µ®¤¨²¼ ·¥°¥§ ±µ¥¬³Á, ª®-

«¨ ±² ¨ ¯¥°¥¬¨ª ·Æ¢ ¢Æ¤¯®¢Æ¤ ¾²¼  ¡®°³ § ·¥¼ (a1; : : : ; an) 2 f0; 1gn;
a f(a1; : : : ; an) = 0 Æ²¥°¯°¥²³Ä²¼±¿ ¿ª À±²°³¬ ¥ ¯°®µ®¤¨²¼ ·¥°¥§ ±µ¥¬³Á

¯°¨ ¶¼®¬³  ¡®°Æ § ·¥¼ ±² Æ¢ ¯¥°¥¬¨ª ·Æ¢. � ²¥®°¥¬ ¯°® ¤¨§'¾ª²¨¢-

³ ²  ª®'¾ª²¨¢³ ®°¬ «¼Æ ´®°¬¨ ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® ¤«¿ ª®¦®È ¡³«¼®¢®È

´³ª¶ÆÈ f ¬®¦  ¯®¡³¤³¢ ²¨ ¥«¥ª²°¨·¨© « ¶¾£ | ¯ ° «¥«¼®-¯®±«Æ-

¤®¢¥ §'Ä¤ ¿ ¯¥°¥¬¨ª ·Æ¢, ¿ª¨© ¯°®¯³±ª Ä ±²°³¬ ²®¤Æ © «¨¸¥ ²®¤Æ,

ª®«¨ f  ¡³¢ Ä § ·¥¿ 1.

�¢  ¥«¥ª²°¨·Æ « ¶¾£¨ ¢¢ ¦ ¾²¼ ¥ª¢Æ¢ «¥²¨¬¨, ¿ª¹® ¢®¨ ®¤-

®· ±® ¯°®¯³±ª ¾²¼  ¡® ¥ ¯°®¯³±ª ¾²¼ ±²°³¬ ¯°¨ ®¤ ª®¢¨µ ±²  µ

¢Æ¤¯®¢Æ¤¨µ ¯¥°¥¬¨ª ·Æ¢. � ¤¢®µ ¥ª¢Æ¢ «¥²¨µ « ¶¾£Æ¢ ¯°®±²Æ¸¨¬
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¢¢ ¦ Ä²¼±¿ ²®©, ¿ª¨© ±ª« ¤ Ä²¼±¿ § ¬¥¸®È ªÆ«¼ª®±²Æ ¯¥°¥¬¨ª ·Æ¢. � -

¯°¨ª« ¤, ´³ª¶ÆÈ f(x; y; z) = ((x_ y)z _ (�x � z) ¢Æ¤¯®¢Æ¤ Ä « ¶¾£ § ¯'¿²¨
¯¥°¥¬¨ª ·Æ¢. �«¥

f(x; y; z) = ((x_ y)z _ (�x � z) = xz _ yz _ �xz = (x _ y _ �x)z = 1 � z = z;

²®¬³ ®¤¨ § ¥ª¢Æ¢ «¥²¨µ « ¶¾£Æ¢ ±ª« ¤ Ä²¼±¿ § Ä¤¨®£® ¯¥°¥¬¨ª -

·  z.

Å±³Ä ¹¥ ®¤¨ ¢ ¦«¨¢¨© ²¨¯ ±µ¥¬, ¿ªÆ ²° ¯«¿¾²¼±¿ ¯°¨ ª®±²°³¾¢ -

Æ ®¡·¨±«¾¢ «¼¨µ ¯°¨±²°®È¢ | ² ª §¢ Æ ¢¥²¨«¼Æ ±µ¥¬¨. �¥²¨«¼Æ

±µ¥¬¨ ±ª« ¤ ¾²¼±¿ § ¥«¥¬¥² °¨µ ®¡'Äª²Æ¢ | ¢¥²¨«Æ¢ ²°¼®µ ²¨¯Æ¢:

1) ¢¥²¨«¼ � _ ! § ¤¢®¬  ¢µ®¤ ¬¨ Æ ®¤¨¬ ¢¨µ®¤®¬,   ¢¨µ®¤Æ ®¤¥°-

¦³Ä¬® 1 ( ¿¢Æ±²¼  ¯°³£¨), ¿ª¹® µ®·   ®¤¨ § ¤¢®µ ¢µ®¤Æ¢ ¯®¤ Ä-

²¼±¿ 1;

2) ¢¥²¨«¼ � ^ ! § ¤¢®¬  ¢µ®¤ ¬¨ Æ ®¤¨¬ ¢¨µ®¤®¬,   ¢¨µ®¤Æ ®¤¥°-

¦³Ä¬® 1, ¿ª¹®   ®¡¨¤¢  ¢µ®¤¨ ¯®¤ Ä²¼±¿ 1;

3) ¢¥²¨«¼ ! : ! § ®¤¨¬ ¢µ®¤®¬ Æ ®¤¨¬ ¢¨µ®¤®¬,   ¢¨µ®¤Æ ®¤¥°-

¦³Ä¬® 1, ¿ª¹®   ¢µÆ¤ ¯®¤ Ä²¼±¿ 0 Æ   ¢¨µ®¤Æ ®¤¥°¦³Ä¬® 0; ¿ª¹®

  ¢µÆ¤ ¯®¤ Ä²¼±¿ 1.

Ǳ°¨ ª®±²°³¾¢ Æ ¢¥²¨«¼¨µ ±µ¥¬ ¢¨¨ª Ä ¯°®¡«¥¬  Èµ ¬ÆÆ¬Æ§ ¶ÆÈ,

¿ª  ¯®«¿£ Ä ¢ § µ®¤¦¥Æ ¤«¿ § ¤ ®È ¡³«¼®¢®È ´³ª¶ÆÈ ² ª®£® ¢¨° §³,

¿ª¨© ¬ ¢ ¡¨ À¯°®±²¨© ¢¨£«¿¤Á. �¢ ¦ ²¨¬¥¬®, ¹® ¢±Æ ¡³«¼®¢Æ ´³ª¶ÆÈ,

§ ¿ª¨¬¨ ¬¨ ¯° ¶¾Ä¬®, ¬ ¾²¼ ¤¨§'¾ª²¨¢³ ®°¬ «¼³ ´®°¬³, ²®¡²®

¬ ¾²¼ ¢¨£«¿¤ f = [ifi; ¤¥ fi = x

�i1
i1
� � � ��x�isis

, �ik 2 f0; 1g, x1 = x; x
0 = �x:

�³ª¶ÆÈ fi  §¢¥¬® ¬®®¬ ¬¨. �®¦¥ ¢µ®¤¦¥¿ §¬Æ®È ³ ¢¨° § ¤«¿

´³ª¶ÆÈ f  §¢¥¬® «Æ²¥° «®¬.

�§ ·¥¿ 3.11. �¨§'¾ª²¨¢  ®°¬ «¼  ´®°¬  f  §¨¢ Ä²¼±¿ ¬Æ-

Æ¬ «¼®¾ §  «Æ²¥° « ¬¨, ¿ª¹® ª®¦  ¥ª¢Æ¢ «¥²  È© ¤¨§'¾ª²¨¢ 

®°¬ «¼  ´®°¬  g ¥ ¬Æ±²¨²¼ ¬¥¸®È ªÆ«¼ª®±²Æ «Æ²¥° «Æ¢.

�¨§'¾ª²¨¢  ®°¬ «¼  ´®°¬  f  §¨¢ Ä²¼±¿ ¬ÆÆ¬ «¼®¾ §  ¬®-

®¬ ¬¨, ¿ª¹® ª®¦  ¥ª¢Æ¢ «¥²  È© ¤¨§'¾ª²¨¢  ®°¬ «¼  ´®°¬  g

¥ ¬Æ±²¨²¼ ¬¥¸®È ªÆ«¼ª®±²Æ ¬®®¬Æ¢  ¡® ² ª®È ¦ ªÆ«¼ª®±²Æ ¬®®¬Æ¢,

 «¥ § ¬¥¸®¾ ªÆ«¼ªÆ±²¾ «Æ²¥° «Æ¢.

�§ ·¥¿ 3.12. �ª ¦¥¬®, ¹® ¢¨° § g ¬ Ä  ±«Æ¤ª®¬ ¢¨° § f , ¿ª¹®

¥ Æ±³Ä ² ª®£®  ¡®°³ § ·¥¼ §¬Æ¨µ, ¤«¿ ¿ª®£® g  ¡³¢ Ä § ·¥¿ 1,
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  f  ¡³¢ Ä § ·¥¿ 0. �®¦¨© ¬®®¬, ¿ª¨© ¬ Ä  ±«Æ¤ª®¬ f ,  §¢¥¬®

Æ¬¯«Æª ²®¬ ¤«¿ f . Ǳ°®±²¨¬ Æ¬¯«Æª ²®¬  §¢¥¬® Æ¬¯«Æª ², ¿ª¨©

¯¥°¥±² Ä ¨¬ ¡³²¨ ¯Æ±«¿ ¢¨«³·¥¿ ¡³¤¼-¿ª®£® «Æ²¥° « .

�²¦¥, ¯°®±²Æ Æ¬¯«Æª ²¨ Ä  ©ª®°®²¸¨¬¨ ±¥°¥¤ Æ¬¯«Æª ²Æ¢.

�¢¥°¤¦¥¿ 3.12. �¥µ © f = [ifi { ¤¨§'¾ª²¨¢  ®°¬ «¼  ´®°¬ .

�®¤Æ ª®¦¨© ¬®®¬ fi Ä Æ¬¯«Æª ²®¬ ¤«¿ f .

�®¢¥¤¥¿. �ª¹® ¯°¨ § ¤ ®¬³  ¡®°Æ § ·¥¼ §¬Æ¨µ fi  ¡³¢ Ä

§ ·¥¿ 1, ²® © f  ¡³¢ Ä § ·¥¿ 1.

�¢¥°¤¦¥¿ 3.13. �®¦  ¡³«¼®¢  ´³ª¶Æ¿ f ¤®°Æ¢¾Ä ±³¬Æ ±¢®Èµ

¯°®±²¨µ Æ¬¯«Æª ²Æ¢.

�®¢¥¤¥¿. � ²¥®°¥¬¨ ¯°® ¤¨§'¾ª²¨¢³ ®°¬ «¼³ ´®°¬³ ¢¨¯«¨-

¢ Ä, ¹® f ¤®°Æ¢¾Ä ±³¬Æ Æ¬¯«Æª ²Æ¢, Æ ¤«¿ ª®¦®£®  ¡®°³ §¬Æ¨µ, ¤«¿

¿ª®£® f  ¡³¢ Ä § ·¥¿ 1 § ©¤¥²¼±¿ ¤¥¿ª¨© Æ¬¯«Æª ², ¿ª¨© ²¥¦  -

¡³¢ Ä § ·¥¿ 1.

Ǳ°¨ª« ¤¨

1. �®§£«¿¥¬® ´³ª¶Æ¾ f(x;y) = xy [ x�y [ �xy. �°®§³¬Æ«®, ¹®

f(x; y) =

(
0 ¿ª¹® x = 0 Æ y = 0;

1 ¿ª¹® x = 1  ¡® y = 1:

�®®¬¨ xy; x�y ²  �xy ¥ Ä ¯°®±²¨¬¨ Æ¬¯«Æª ² ¬¨. �¯° ¢¤Æ, xy ²  x�y ¬®¦  § ¬Æ¨²¨
  x, ²®¤Æ �xy   y.

2. �®®¬ xy ¬ Ä  ±«Æ¤ª®¬ ´³ª¶Æ¾ f(x; y; z) = xyz[xy�z. �Æ Ä ¯°®±²¨¬ Æ¬¯«Æª ²®¬,

¡® ¦®¤¥ § ¬®®¬Æ¢ x, y ¥ Ä Æ¬¯«Æª ²®¬. �¯° ¢¤Æ, x = 1 ¯°¨ x = 1; y = 0; z = 0;  
f(1; 0; 0) = 0:

�§ ·¥¿ 3.13. �¨§'¾ª²¨¢  ®°¬ «¼  ´®°¬  g ´³ª¶ÆÈ f  §¨-

¢ Ä²¼±¿ ¥ ¤«¨¸ª®¢®¾, ¿ª¹®:

1) ª®¦¨© ¬®®¬, ¿ª¨© ¢µ®¤¨²¼ ¢ g, Ä ¯°®±²¨¬ Æ¬¯«Æª ²®¬ ´³ª-

¶ÆÈ f ;

2) ¯Æ±«¿ ¢¨«³·¥¿ ¡³¤¼-¿ª®£® ¬®®¬  § g ®¤¥°¦³¾²¼ f 6= g:

�¢¥°¤¦¥¿ 3.14. �®¦  ¤¨§'¾ª²¨¢  ®°¬ «¼  ´®°¬  g, ¬ÆÆ¬ «¼-

  §  «Æ²¥° « ¬¨ © ¬®®¬ ¬¨, Ä ¥ ¤«¨¸ª®¢®¾.
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�®¢¥¤¥¿. �ª¹® ´³ª¶Æ¿ g ¥ Ä ¥ ¤«¨¸ª®¢®¾, ²®  ¡® ¤¥¿ª¨©

¬®®¬ ¥ Ä ¯°®±²¨¬ Æ¬¯«Æª ²®¬, ²®¬³ ©®£® ¬®¦  § ¬Æ¨²¨ ª®°®²¸¨¬

¬®®¬®¬,  ¡® ®¤¨ ¬®®¬ ¬®¦  ¢¨ª°¥±«¨²¨, ¥ §¬Æ¨¢¸¨ g. � ®¡®µ

¢¨¯ ¤ª µ ´³ª¶Æ¿ g ¥ Ä ¬ÆÆ¬ «¼®¾ §  «Æ²¥° « ¬¨ © ¬®®¬ ¬¨.

�®¡ § ©²¨ ¥ ¤«¨¸ª®¢¥ ¬ÆÆ¬ «¼¥ §®¡° ¦¥¿ ¡³«¼®¢®È ´³ª-

¶ÆÈ f , ¯®²°Æ¡®:

1) § ©²¨ ¬®¦¨³ ¢±Æµ ¯°®±²¨µ Æ¬¯«Æª ²Æ¢ ´³ª¶ÆÈ f ;

2) § ©²¨ ¥ ¤«¨¸ª®¢Æ ®¡'Ä¤ ¿ ¯°®±²¨µ Æ¬¯«Æª ²Æ¢;

3) ¢¨¡° ²¨ ±¥°¥¤ ¶¨µ ®¡'Ä¤ ¼ ¬ÆÆ¬ «¼Æ.

3.1.8. �¡·¨±«¥¿ ¯°®±²¨µ Æ¬¯«Æª ²Æ¢

Ǳ®·¥¬® § ¢¢¥¤¥¿ ¥®¡µÆ¤®È ²¥°¬Æ®«®£ÆÈ. �ª ¦¥¬®, ¹® ¬³«¼²¨¯«Æª -

²¨¢¨© ¬®®¬ �  ª°¨¢ Ä ¬®®¬ � (¥ª¢Æ¢ «¥²® ¬®®¬ �  ª°¨¢ Ä²¼-

±¿ ¬®®¬®¬ � ), ¿ª¹® ª®¦¥ «Æ²¥° «, ¿ª¨© ¢µ®¤¨²¼ ¢ � ¢µ®¤¨²¼ Æ ¢ �.

� ¯°¨ª« ¤, ¬®®¬ xy  ª°¨¢ Ä²¼±¿ ¬®®¬ ¬¨ xyzt; xyz�t; xy�zt; xy�z�t Æ

ª®¦¥ § ¶¨µ ¬®®¬Æ¢ ¢Æ¤ ·®²¨°¼®µ §¬Æ¨µ  ª°¨¢ Ä ¬®®¬ xy. �³«¼-

²¨¯«Æª ²¨¢¨© ¬®®¬ � Ä ¤®¯®¢¥¿¬ ¬®®¬  � ±²®±®¢® ´³ª¶ÆÈ f ,

¿ª¹® �  ª°¨¢ Ä � Æ ª®¦  §¬Æ , ¿ª  ¢µ®¤¨²¼ ¢ f , ¢µ®¤¨²¼ Æ ¢ �. � -

¯°¨ª« ¤, ¬®®¬¨ xy�z ²  xyz Ä ¤®¯®¢¥¿¬¨ ¬®®¬  xy ±²®±®¢® ´³ª¶ÆÈ

f(x; y; z) = x�y [ x�z [ �xz:
�«£®°¨²¬ § µ®¤¦¥¿ ¤«¿ § ¤ ®È ´³ª¶ÆÈ f ÈÈ § ¯¨±³ ³ ¢¨£«¿¤Æ ¥-

 ¤«¨¸ª®¢®£® ®¡'Ä¤ ¿ ¯°®±²¨µ Æ¬¯«Æª ²Æ¢ £�°³²³Ä²¼±¿   ¯°®±²®¬³
²¢¥°¤¦¥Æ 3.15.

�¢¥°¤¦¥¿ 3.15. �¥µ © g | ¤®±ª® «  ¤¨§'¾ª²¨¢  ®°¬ «¼ 

´®°¬  ´³ª¶ÆÈ f .

1. �ª¹® ¬®®¬ � ¬ Ä  ±«Æ¤ª®¬ f , ²® ¢±Æ ©®£® ¤®¯®¢¥¿ ¢µ®¤¿²¼ ³ g.

2. �³ª¶Æ¿ f ¤®°Æ¢¾Ä ±³¬Æ h ±¢®Èµ (¯°®±²¨µ) Æ¬¯«Æª ²Æ¢ ²®¤Æ © «¨¸¥

²®¤Æ, ª®«¨ ª®¦¨© ¬®®¬ § g  ª°¨¢ Ä²¼±¿ ¤¥¿ª¨¬ ¯®«Æ®¬®¬ § h.

�®¢¥¤¥¿. 1. �¥µ © ¤¥¿ª¥ ¤®¯®¢¥¿ � ¬®®¬  � ¥ ¢µ®¤¨²¼ ¢ g.

�®§£«¿¥¬® ² ª¨©  ¡Æ° § ·¥¼ ¤«¿ §¬Æ¨µ ´³ª¶ÆÈ g, ¤«¿ ¿ª®£® �

 ¡³¢ Ä § ·¥¿ 1, �  ¡³¢ Ä § ·¥¿ 0. �®¤Æ ¤«¿ ¶¼®£®  ¡®°³ � f

 ¡³¢ Ä § ·¥¿ 1, f = g  ¡³¢ Ä § ·¥¿ 0. �®¬³ � ¥ ¬®¦¥ ¡³²¨

Æ¬¯«Æª ²®¬ ´³ª¶ÆÈ f .

2. �¥µ © f ¤®°Æ¢¾Ä ±³¬Æ h ±¢®Èµ Æ¬¯«Æª ²Æ¢. �®¤Æ ª®¦¨© ¬®®¬

� ´³ª¶ÆÈ h, ®·¥¢¨¤®, ¬ Ä  ±«Æ¤ª®¬ f = g: �ª¡¨ ¿ª¨©±¼ ¬®®¬ �,
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¹® ¢µ®¤¨²¼ ¢ g ¥  ª°¨¢ ¢±¿ ¬®®¬®¬ �, ²® Æ±³¢ ¢ ¡¨  ¡Æ° § ·¥¼

§¬Æ¨µ, ¤«¿ ¿ª®£® � = g = 0 Æ � = f = 1. �«¥ f = g, ²®¬³ ®²°¨¬³Ä¬®

±³¯¥°¥·Æ±²¼.

� ¢¯ ª¨, ¥µ © ¯°¨ ¤¥¿ª®¬³  ¡®°Æ § ·¥¼ §¬Æ¨µ ´³ª¶Æ¿ g  ¡³-

¢ Ä § ·¥¿ 1. �®¤Æ ®¤¨ § ¬®®¬Æ¢ �, ¹® ¢µ®¤¿²¼ ¢ g,  ¡³¢ Ä § ·¥¿

1 ¤«¿ ¶¼®£®  ¡®°³ § ·¥¼ §¬Æ¨µ. �  ¯°¨¯³¹¥¿¬ �  ª°¨¢ Ä²¼±¿

¤¥¿ª¨¬ ¯®«Æ®¬®¬ � § h. Ǳ®§ ¿ª ¤«¿ § ¤ ®£®  ¡®°³ § ·¥¼ §¬Æ¨µ

� = 1 =) � = 1 =) h = 1; ²® f (²®¡²® g) ¬ Ä  ±«Æ¤ª®¬ h. � ®§ ·¥¿

Æ¬¯«Æª ²  ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® © h ¬ Ä  ±«Æ¤ª®¬ f . �®¬³ f = h.

�ª  ±«Æ¤®ª § ¤®¢¥¤¥®£® ²¢¥°¤¦¥¿ ¢¨¯«¨¢ Ä ² ª¨©  «£®°¨²¬ ¯¥-

°¥«Æª³ ¢±Æµ ¯°®±²¨µ Æ¬¯«Æª ²Æ¢ § ¤ ®È ¥³«¼®¢®È ¡³«¼®¢®È ´³ª¶ÆÈ f .

1. � µ®¤¨¬® ¤®±ª® «³ ¤¨§'¾ª²¨¢³ ´®°¬³ g ´³ª¶ÆÈ f .

2. �¡'Ä¤³Ä¬® ¢ g ¢±Æ«¿ªÆ ¯ °¨ ¬®®¬Æ¢ ¢¨£«¿¤³ �x ²  ��x; § ¯¨±³Ä¬®

�x [ ��x = �.

3. �® ®¤¥°¦ ®£® ±¯¨±ª³ ª®°®²¸¨µ ¬®®¬Æ¢ §®¢³ § ±²®±®¢³Ä¬® ª°®ª

2. Æ ².¤.

4. � ¢¥°¸¨¢¸¨ ±¯¨±®ª, ¢¨ª°¥±«¾Ä¬® § ¼®£® ¢±Æ ¬®®¬¨, ¿ªÆ  ª°¨¢ -

¾²¼ ¿ª¨©-¥¡³¤¼ ¬®®¬ §Æ ±¯¨±ª³ | ² ªÆ ¬®®¬¨  ¯¥¢® ¥ ¬®¦³²¼

¡³²¨ ¯°®±²¨¬¨ Æ¬¯«Æª ² ¬¨.

Ǳ°¨ª« ¤¨

1. �¥µ © f(x;y; z) = xy�z [ x�yx [ x�y�z [ �x�y�z: �´®°¬¨¬® ±¯¨±®ª, ¯°® ¿ª¨© ©¤¥²¼±¿ ³

¹®©® ±´®°¬³«¼®¢ ¨µ ¯° ¢¨« µ ³ ¢¨£«¿¤Æ ² ª®È ² ¡«¨¶Æ.

xy�z
x�yz

x�y�z

�x�yz

x�z
x�y

�yz

� ¯¥°¸®¬³ ±²®¢¯·¨ª³ ¶ÆÄÈ ² ¡«¨¶Æ ¬¨ § ¯¨± «¨ ¢±Æ ¬³«¼²¨¯«Æª ²¨¢Æ ¬®®¬¨, ¿ªÆ

¢µ®¤¿²¼ ¢ f . � «Æ, ®¡'Ä¤³¾·¨ ¯¥°¸¨© Æ ²°¥²Æ© ¬®®¬¨, § ¯¨±³Ä¬® ¢ ¤°³£®¬³ ±²®¢¯-
·¨ª³ x�z, ®¡'Ä¤³¾·¨ ¤°³£¨© Æ ²°¥²Æ© ¬®®¬¨, § ¯¨±³Ä¬® x�y, Æ, ®¡'Ä¤³¾·¨ ¤°³£¨© Æ

·¥²¢¥°²¨© | § ¯¨±³Ä¬® �yz: �®¦¨© § ¬®®¬Æ¢ ¯¥°¸®£® ±²®¢¯·¨ª   ª°¨¢ Ä ¿ª¨©±¼

¬®®¬ § ¤°³£®£® ±²®¢¯·¨ª , ²®¬³ ¢¨ª°¥±«¾Ä¬® ¢±Æ ¬®®¬¨ ¯¥°¸®£® ±²®¢¯·¨ª . �²-
¦¥, ´³ª¶Æ¿ f Ä ±³¬®¾ ¯°®±²¨µ Æ¬¯«Æª ²Æ¢ x�z [ x�y [ �yz: �¿ ±³¬  ¥ ¬ÆÆ¬ «¼ .

�¯° ¢¤Æ, x�z  ª°¨¢ Ä ¯¥°¸¨© Æ ²°¥²Æ© ¬®®¬¨ § ¯¥°¸®£® ±²®¢¯·¨ª ,   �yz  ª°¨¢ Ä

¤°³£¨© Æ ·¥²¢¥°²¨© ¬®®¬¨. �²®¦, f(x; y; z) = x�z [ �yz:

2. �®§£«¿¥¬® ´³ª¶Æ¾

f(x; y; z; t) = xyz
�
t [ xy�zt [ xy�z�t [ x�y�zt [ �x�y�zt [ �xyzt [ �x�yzt[ �x�y�z�t:

�«¿ ¯®«¥£¸¥¿ ®¡·¨±«¥¼ ¢¢¥¤¥¬® ² ªÆ ¯®§ ·¥¿. �¯®°¿¤ª³Ä¬® §¬ÆÆ, ¯Æ±«¿

·®£® ¯®±² ¢¨¬® ³ ¢Æ¤¯®¢Æ¤Æ±²¼ ª®¦®¬³ ¬®®¬³ ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ § ³«Æ¢, ®¤¨¨¶¼
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²  ±¨¬¢®«³ | À¯°®¯³±ªÁ, § ¯¨±³¾·¨ 0, ¿ª¹® §¬Æ  ¢µ®¤¨²¼ ³ ¬®®¬ § °¨±ª®¾,

®¤¨¨¶¾, ¿ª¹® ¢®  ¢µ®¤¨²¼ ¡¥§ °¨±ª¨, ²  , ¿ª¹® ¶¿ §¬Æ  ¢ ¬®®¬ ¥ ¢µ®¤¨²¼.

� ² ª¨µ ¯®§ ·¥¿µ ´³ª¶Æ¾ f § ¯¨¸¥¬® ² ª:

f(x; y; z; t) = 1110 [ 1101 [ 1100 [ 1001 [ 0001 [ 0111 [ 0011 [ 0000;
  ´³ª¶Æ¾ g(x; y; z; t) = x

�
t [ �xz [ xyzt ² ª: g(x; y; z; t) = 1 0 [ 0 1 [ 1111: �®-

§Æ¡'Ä¬® ¤¢Æ©ª®¢Æ ¢¨° §¨, ¹® ¢Æ¤¯®¢Æ¤ ¾²¼ ¬®®¬ ¬ ´³ª¶ÆÈ f ,   ª« ±¨ §  ªÆ«¼ªÆ±²¾
®¤¨¨¶¼ Æ °®§¬Æ±²¨¬® Èµ ³ ² ¡«¨¶¾ ¢ ¯®°¿¤ª³ §°®±² ¿ ªÆ«¼ª®±²Æ ®¤¨¨¶¼. �«¿

 ¸®È ´³ª¶ÆÈ f ®¤¥°¦¨¬®

0000

0001

0011

1001

1100
0111

1101

1110 :

Ǳ° ¢¨«® �x[��x= � ¬®¦¥ ¡³²¨ § ±²®±®¢ ¥ «¨¸¥ ¤® ¯ °, ¿ªÆ °®§¬Æ¹¥Æ ¢ ±³±Æ¤Æµ
ª« ± µ. Ǳ®¬Æ±²¨¬® ¢±Æ ¬®®¬¨, ¿ªÆ ®¤¥°¦³¾²¼ § ¶ÆÄÈ ¯ °¨ ±³±Æ¤Æµ ª« ±Æ¢, ¢ ®¤¨ ª« ±.

Ǳ®¢²®°¾Ä¬® ² ªÆ ®¡·¨±«¥¿ ¤®ª¨ ¶¥ ¬®¦«¨¢®, ¯®¬Æ· ¾·¨ § ª®¬
p
¢¨ª®°¨±² Æ ¯ -

°¨: ¯®¬Æ·¥Æ ¬®®¬¨  ¯¥¢® ¥ ¢¢Æ©¤³²¼ ³ ±¯¨±®ª ¯°®±²¨µ Æ¬¯«Æª ²Æ¢. � °¥§³«¼² ²Æ
¯®¯¥°¥¤¿ ² ¡«¨¶¿ ¢¨£«¿¤ ²¨¬¥ ² ª:

p
0000p
0001p
0011p
1001p
1100p
0111p
1101p
1110

000

00 1

001

0 11

1 01

11 0 :

�²¦¥, ¯°®±²¨¬¨ Æ¬¯«Æª ² ¬¨ Ä �x�y�z, �x�y�t, �y�zt, �x�zt, x�zt, xy�t. �«¿ ²®£® ¹®¡ ¢¨¡° ²¨
±¥°¥¤ ¨µ ¬ÆÆ¬ «¼¥ ®¡'Ä¤ ¿, °®§£«¿¥¬® ² ª³ ² ¡«¨¶¾.

0000 0001 0011 1001 1100 0111 1101 1110p
000 + +

00 1 + +

001 + +p
0 11 + +p
1 01 + +p
11 0 + +

� ¶Æ© ² ¡«¨¶Æ ¯®¬Æ· Ä¬® § ª®¬
p

²Æ ¥«¥¬¥²¨ ¯¥°¸®£® ±²®¢¯·¨ª , ¿ªÆ «¥¦ ²¼

¢ °¿¤ª µ, ¹® ¢¨§ · ¾²¼±¿ ±²®¢¯·¨ª ¬¨ § Ä¤¨¨¬ § ª®¬ +. � ² ¡«¨¶Æ ¢¨¤®, ¹®
¯°®±²Æ Æ¬¯«Æª ²¨, ¯®¬Æ·¥Æ § ª®¬

p
¢ ¯¥°¸®¬³ ±²®¢¯·¨ª³ ² ¡«¨¶Æ,  ª°¨¢ ¾²¼ ¢±Æ

¬®®¬¨ ´³ª¶ÆÈ f , ²®¬³ f(x; y; z; t) = �x�y�z [ �xzt [ x�zt [ xy�t:
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3.2. �ªÆ·¥Æ  ¢²®¬ ²¨

3.2.1. �§ ·¥¿ ²  ¯°¨ª« ¤¨

�§ ·¥¿ 3.14. �ªÆ·¥¨¬  ¢²®¬ ²®¬ M  §¨¢ ¾²¼  ¡Æ° M =

fA;Z; S; �; �g, ¤¥
A = fa0; a1; : : : ; ang { ±ªÆ·¥  ¬®¦¨  ¢µÆ¤¨µ ±¨¬¢®«Æ¢ (¢µÆ¤¨©

 «´ ¢Æ²);

Z = fz0; z1; : : : ; zmg { ±ªÆ·¥  ¬®¦¨  ¢¨µÆ¤¨µ ±¨¬¢®«Æ¢ (¢¨µÆ¤-

¨©  «´ ¢Æ²);

S = fs0; s1; : : : ; srg { ¬®¦¨  ¢³²°Æ¸Æµ ±² Æ¢;

� : S �A! S { ´³ª¶Æ¿ ¯¥°¥µ®¤³ (¢  ±²³¯¨© ±² );

� : S �A! Z { ´³ª¶Æ¿ ¢¨µ®¤³.

�²¦¥, ±ªÆ·¥¨©  ¢²®¬ ² ±ª« ¤ Ä²¼±¿ § ²°¼®µ ¬®¦¨ A; S; Z ² 

¤¢®µ ¢Æ¤®¡° ¦¥¼ � i �.

Ǳ®¿²²¿ ±ªÆ·¥®£®  ¢²®¬ ²  ¬®¦  ²° ª²³¢ ²¨ ¿ª ¬ ²¥¬ ²¨·³

 ¡±²° ª¶Æ¾, ¿ª  ®¯¨±³Ä ¢¥«¨ª³ ªÆ¼ªÆ±²¼ °Æ§®¬ Æ²¨µ ²¥µÆ·¨µ ¯°¨±-

²°®È¢ (±¥°¥¤ ¨µ ª®¬¯'¾²¥°¨, ¶¨´°®¢Æ ¯°®£° ¢ ·Æ ²  Æ¸Æ ¯°¨« ¤¨).

�ª¹® °®§£«¿¤ ²¨ ±ªÆ·¥¨©  ¢²®¬ ² ¿ª ¬ ²¥¬ ²¨·³ ¬®¤¥«¼ ª®¬-

¯'¾²¥° , ²®   ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ ±¨¬¢®«Æ¢ ¬®¦¨¨ A ¬®¦  ¤¨¢¨²¨±¿ ¿ª  

¯°®£° ¬³ ¤«¿ ª®¬¯'¾²¥° . �¿ ¯°®£° ¬  §  ¤®¯®¬®£®¾ ´³ª¶ÆÈ � ¢Æ¤¯®-

¢Æ¤¨¬ ±¯®±®¡®¬ ¯®±«Æ¤®¢® §¬Æ¾Ä ±² ¨ ¤«¿ ²®£®, ¹®¡ §  ¤®¯®¬®£®¾

´³ª¶ÆÈ � ®¤¥°¦ ²¨ ¢¨µÆ¤³ ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ ±¨¬¢®«Æ¢, ¿ª³ ¬®¦  ²° ª²³-

¢ ²¨ ¿ª ¡ ¦ ¨© °¥§³«¼² ² ( ¯°¨ª« ¤, °¥§³«¼² ² ¯¥¢¨µ ®¡·¨±«¥¼).

Ǳ°¨ª« ¤¨

1. �¥µ © A = Z = f0; 1g. Ǳ®¡³¤³Ä¬® ±ªÆ·¥¨©  ¢²®¬ ², ¿ª¨© ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ (x0; x1;
x2; x3); xi 2 f0; 1g ¯¥°¥²¢®°¾Ä (§ ª®¤®¢³Ä) ¢ ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ (x0 + 1 mod 2; x1; x2;

x3 + 1 mod 2). � § ·¨¬®, ¹® ² ª¨©  ¢²®¬ ² ¬®¦  ²° ª²³¢ ²¨ ¿ª ¯¥¢¨© ¸¨-

´°³¢ «¼¨© ¯°¨±²°Æ©. �°Æ¬ ²®£®, ¿ª¹® À§ ¸¨´°®¢ ³Á ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ § ³«Æ¢ ² 
®¤¨¨¶¼ ¯®¤ ²¨   ¢µÆ¤ ¶¼®£®  ¢²®¬ ² , ²® ®¤¥°¦¨¬® ¯®· ²ª®¢³ ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼,

²®¡²® ¶¥©  ¢²®¬ ² ®¤®· ±® ¡³¤¥ © À¤¥¸¨´°³¢ «¼¨¬ ¯°¨±²°®Ä¬Á. �¯°®¡³Ä¬®

¯®¸³ª ²¨ ² ª¨©  ¢²®¬ ² ±¥°¥¤  ¢²®¬ ²Æ¢, ¤«¿ ¿ª¨µ ¬®¦¨  ¢³²°Æ¸Æµ ±² Æ¢ S
±ª« ¤ Ä²¼±¿ § ²°¼®µ ¥«¥¬¥²Æ¢ S = fs0; s1; s2g. � ¤ ¬® ´³ª¶ÆÈ � : S � A ! S ² 

� : S �A! Z ² ª:

�(s0; 0) = s1 �(s0; 0) = 1

�(s0; 1) = s1 �(s0; 1) = 0
�(s1; 0) = s2 �(s1; 0) = 0

�(s1; 1) = s2 �(s1; 1) = 1

�(s2; 0) = s0 �(s2; 0) = 1
�(s2; 1) = s0 �(s2; 1) = 0 .
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� ³¢ ¦¨¬®, ¹® ¤Æ¾ ±ªÆ·¥®£®  ¢²®¬ ²  (²®¡²® ®§ ·¥¿ ¢Æ¤®¡° ¦¥¼ �; �) §°³·®

§ ¯¨±³¢ ²¨ ³ ¢¨£«¿¤Æ ² ¡«¨¶Æ (² ¡«¨¶Æ ±² Æ¢).

�³ª¶Æ¿ � �

�²  0 1 0 1

s0 s1 s1 1 0

s1 s2 s2 0 1

s2 s0 s0 1 0

2. �¥µ © A = f0; 1; �g, Z = f0; 1;+;�g, S = fs0; s1g. �¢²®¬ ² § ² ª®¾ ² ¡«¨¶¥¾

±² Æ¢.

�³ª¶Æ¿ � �

�²  0 1 * 0 1 *

s0 s0 s1 s0 0 1 +

s1 s1 s0 s0 0 1 -

�¢²®¬ ² °®§¯®·¨ Ä °®¡®²³, ¯¥°¥¡³¢ ¾·¨ ¢ ¯®· ²ª®¢®¬³ ±² Æ s0. �Æ ®¤¥°¦³Ä
  ¢µÆ¤ ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ § ³«Æ¢, ®¤¨¨¶¼ Æ ±¨¬¢®«Æ¢ *. �ª¹®   ¢µÆ¤ ¯®¤ Ä²¼±¿ 0, ²®

¢³²°Æ¸Æ© ±²   ¢²®¬ ²  ¥ §¬Æ¾Ä²¼±¿,   ±¨¬¢®« 1   ¢µ®¤Æ §¬Æ¾Ä ©®£® ±²   

Æ¸¨© (§ ¤¢®µ ¬®¦«¨¢¨µ). �¢²®¬ ² ¢¨¤°³ª®¢³Ä   ¢¨µ®¤Æ ²Æ ± ¬Æ ±¨¬¢®«¨, ¹® ©

  ¢µ®¤Æ, ¿ª¹® ¶¥ 0  ¡® 1, Æ ¢¨¤°³ª®¢³Ä +, ¿ª¹® § ¯®· ²ª³ °®¡®²¨ ( ¡® § ¬®¬¥²³

®±² ¼®£® ¢¨¨ª¥¿ ±¨¬¢®«³ *) ¢Æ ®¤¥°¦ ¢   ¢µÆ¤ ¯ °³ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ®¤¨¨¶¼ (Æ,

®²¦¥, ¯ °³ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ° §Æ¢ §¬Æ¨¢ ±¢Æ© ±² ), Æ ¢¨¤°³ª®¢³Ä À { Á ¢ ¯°®²¨«¥¦®¬³

¢¨¯ ¤ª³. �®ª°¥¬ , ¶¥©  ¢²®¬ ² ¯¥°¥°®¡¨²¼ ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ 01100110 � 111 � 1001�  
¢µ®¤Æ ³ ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ 01100110 + 111 � 1001+   ¢¨µ®¤Æ.

3.2.2. Ǳ®ª°¨²²¿ ²  ¥ª¢Æ¢ «¥²Æ±²¼  ¢²®¬ ²Æ¢

�ª¹® ¬¨ ¬ Ä¬® ±ªÆ·¥¨©  ¢²®¬ ²M , ²®   ©®£® ¢µÆ¤ ¯®¤ ¾²¼±¿ ±ªÆ-

·¥Æ ¢¯®°¿¤ª®¢ Æ ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ a0a1 : : :an�1 ±¨¬¢®«Æ¢ ¢µÆ¤®£®  «´ ¢Æ-
²³. � ªÆ ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ  §¨¢ ²¨¬¥¬® ±«®¢ ¬¨  ¡® °¿¤ª ¬¨ ¤®¢¦¨¨ n.

�¥µ ©   ¢µÆ¤ ¯®¤ Ä²¼±¿ °¿¤®ª a = a0a1 : : : an�1. �®¤Æ   ¢¨µ®¤Æ

®¤¥°¦³Ä¬® °¿¤®ª z = z0z1 : : :zn�1. �®°¨±® ² ª®¦ °®§£«¿¤ ²¨ Æ °¿¤®ª

¢Æ¤¯®¢Æ¤¨µ ¢³²°Æ¸Æµ ±² Æ¢ s = s0s1 : : :sn�1. �°®§³¬Æ«®, ¹® °¿¤ª¨ z Æ
s ®¤®§ ·® ¢¨§ · ¾²¼±¿ °¿¤ª®¬ a ²  ¯®· ²ª®¢¨¬ ±² ®¬ s0. �²¦¥,

¬¨ ¬ Ä¬® ¤¢  ¢Æ¤®¡° ¦¥¿.

�n : S 
 An ! S
n
; �n : S 
 An ! Z

n
;

¤«¿ ¿ª¨µ

�i(s0; a) = �(si�1; ai�1);

�i(s0; a) = �(si�1; ai�1):
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�¥ ®§ · Ä, ¹® ¢i¤®¡° ¦¥¿ �n i �n À°¥ª³°±¨¢®Á ®¤¥°¦³¾²¼ § ¢i¤®¡° -

¦¥¼ � i �, ²®¡²®, § ¾·¨ �i i �i ¤«¿ i � n, ¬®¦¥¬® ®¤®§ ·® ¢¨§ ·¨²¨
�n i �n.

�ª¹® ±ªÆ·¥¨©  ¢²®¬ ² ¬ Ä ¡ £ ²® ¢³²°Æ¸Æµ ±² Æ¢, ²® ¢Æ¤¯®-

¢Æ¤¨© ©®¬³ °¥ «¼¨© ¯°¨±²°Æ© ª®±²°³¾Ä²¼±¿ § ¡ £ ²¼®µ ¥«¥ª²°®¨µ

±µ¥¬, ¿ªÆ °¥ «Æ§³¾²¼ ¶Æ ±² ¨. �  ¯° ª²¨¶Æ ¶¥ ¯°¨§¢®¤¨²¼ ¤® §°®±² ¿

¢ °²®±²Æ ² ª¨µ ¯°¨±²°®È¢, ¤® §¬¥¸¥¿ Èµ¼®È  ¤Æ©®±²Æ ²  ¤® ³±ª« ¤-

¥¿ ®¡±«³£®¢³¢ ¿ Æ °¥¬®²³. �®¬³ ¢ ¦«¨¢¨¬ § ¢¤ ¿¬ Ä ¯®¸³ª

 ¢²®¬ ²Æ¢ § ¿ª®¬®£  ¬¥¸®¾ ªÆ«¼ªÆ±²¾ ¢³²°Æ¸Æµ ±² Æ¢. �®·Æ¸¥, ¥-

µ © § ¤ ® ±ªÆ·¥¨©  ¢²®¬ ² M = fA; S; Z; �; �g. Ǳ®²°Æ¡® § ¬Æ¨²¨
 ¢²®¬ ² M  ¢²®¬ ²®¬ M

0 = fA; S 0; Z; �0; �0g § ¬¥¸®¾ ªÆ«¼ªÆ±²¾ ¢³²-

°Æ¸Æµ ±² Æ¢,  «¥ ² ª, ¹®¡M 0 ¯¥°¥°®¡«¿¢ ¢µÆ¤Æ ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ ³ ¢¨µÆ¤Æ
² ª ± ¬®, ¿ª ¶¥ °®¡¨²¼ M . � §¢'¿§ª³ § ¶¨¬ ¤ ¾²¼ ² ª¥ ®§ ·¥¿.

�§ ·¥¿ 3.15. �¢²®¬ ²M
0 ¯®ª°¨¢ Ä  ¢²®¬ ²M , ¿ª¹® ¢®¨ ®¡¨¤-

¢  ¬ ¾²¼ ®¤ ª®¢Æ ¢µÆ¤Æ ²  ¢¨µÆ¤Æ  «´ ¢Æ²¨, © Æ±³Ä ² ª¥ ¢Æ¤®¡° -

¦¥¿ ' : S ! S
0, ¹®

�r(s; a) = �
0
r('(s); a) 8a 2 Ar

:

�¢²®¬ ², ¿ª¨© ¥ ¬®¦  ¯®ª°¨²¨  ¢²®¬ ²®¬ § ¬¥¸®¾ ªÆ«¼ªÆ±²¾

¢³²°Æ¸Æµ ±² Æ¢,  §¨¢ ¾²¼ ¬ÆÆ¬ «¼¨¬.

�ª¹®  ¢²®¬ ² M 0 ¯®ª°¨¢ Ä  ¢²®¬ ² M , ²® ¯¨¸¥¬® M 0 �M .

�§ ·¥¿ 3.16. �¢²®¬ ²¨ M Æ M 0  §¨¢ ¾²¼ ¥ª¢Æ¢ «¥²¨¬¨, ¿ª-
¹® M 0 �M Æ M �M 0.

� ®§ ·¥¼ ¡¥§¯®±¥°¥¤¼® ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® ¢Æ¤®¸¥¿ ¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ

 ¢²®¬ ²Æ¢ Ä °¥´«¥ª±¨¢¨¬, ±¨¬¥²°¨·¨¬ Æ ²° §¨²¨¢¨¬.

�§ ·¥¿ 3.17. �² ¨ si ²  sj  ¢²®¬ ²  M  §¨¢ ¾²¼ r-¥ª¢Æ¢ -

«¥²¨¬¨ Æ ¯¨¸³²¼ si �r sj, ¿ª¹® ¤«¿ ª®¦®£® ¢µÆ¤®£® ±«®¢  a 2 Ar

�r(si; a) = �r(sj ; a):

�ª¹® si �r sj ¤«¿ ¢±Æµ r, ²® ±² ¨ si ²  sj  §¨¢ ¾²¼ ¥ª¢Æ¢ «¥²¨¬¨.
� ¤ ·  ¬ÆÆ¬Æ§ ¶ÆÈ § ¤ ®£®  ¢²®¬ ²  §¢®¤¨²¼±¿ ¤® ¢Æ¤¸³ª ¿ ¥ª-

¢Æ¢ «¥²¨µ ±² Æ¢,   ²®¤Æ ¤® Èµ ®²®²®¦¥¿. �«¿ °®§'¿±¥¿ ¶¼®£®

¢¢¥¤¥¬® ¹¥ ¤¢Æ ´³ª¶ÆÈ �� : S � Ar ! S Æ �� : S � Ar ! Z:

�
�(si; a) = �(� � �(�(�(si; a0); a1) � � �); ar�1);
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�
�(s0; a) = �(� � �(�(�(si; a0); a1) � � �); ar�1):

�¨¬ ¢¨° ¦ Ä²¼±¿ ²®© ´ ª², ¹® ��(si; a) Ä ±² ®¬  ¢²®¬ ² , ¿ª¨©, ¯¥-

°¥¡³¢ ¾·¨ ¢ ±² Æ si §·¨² ¢ ¢µÆ¤³ ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ a = a0a1 � � �ar�1,  
�
�(si; a) | ®±² Æ© ±¨¬¢®« ±«®¢  ®¤¥°¦ ®£®   ¢¨µ®¤Æ  ¢²®¬ ² , ¿ª¨©,

¯¥°¥¡³¢ ¾·¨ ¢ ±² Æ si, §·¨² ¢ ¢µÆ¤³ ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ a = a0a1 � � �ar�1.
�¢¥°¤¦¥¿ 3.16. �ª¹® si 6� sj , ²®  ¡® si 6�1 sj,  ¡® ¤«¿ ¤¥¿ª®£®

±«®¢  a = a0a1 � � �ar�1 ¬ Ä¬® ��(si; a) 6�1 �
�(sj ; a).

�®¢¥¤¥¿. �ª¹® si 6� sj , ²® § ©¤¥²¼±¿ ±«®¢® a = a0a1 � � �ar�1, ¤«¿
¿ª®£® ��(si; a) 6= �

�(sj ; a). �®¦  ¢¢ ¦ ²¨, ¢Æ¤ª¨³¢¸¨ ¢ ° §Æ ¯®²°¥¡¨

¤¥ªÆ«¼ª  ®±² Æµ ±¨¬¢®«Æ¢ ±«®¢  a, ¹® ¢¨µÆ¤Æ ±«®¢ , ¿ªÆ ¢Æ¤¯®¢Æ¤ ¾²¼

±²  ¬ si ²  sj ¢Æ¤°Æ§¿¾²¼±¿ «¨¸¥ ®±² Æ¬¨ ¡³ª¢ ¬¨. �ª¹® ¯°¨ ¶¼®-

¬³ r = 1, ²® si 6�1 sj . �ª¹® r > 1, ²® si 6�r sj , Æ, ² ª ¿ª ¢¨µÆ¤Æ

±«®¢  ¢Æ¤°Æ§¿¾²¼±¿ «¨¸¥ ®±² Æ¬¨ ¡³ª¢ ¬¨, ��(si; a) 6= �
�(sj ; a), ®²¦¥

�
�(si; a) 6�1 �

�(sj ; a).
�¢¥¤¥¬® ² ªÆ ¯®§ ·¥¿:

Er = f(s; s0) 2 S � S j s �r s0g; �
Er = S � S nEr:

�¢¥°¤¦¥¿ 3.17. �ª¹® si 6�r sj,  «¥ si �k sj ¤«¿ ¢±Æµ k < r, ²®

�(si; al) 6�r�1 �(sj ; al) ¤«¿ ¤¥¿ª®È ¡³ª¢¨ al 2 A.
�®¢¥¤¥¿. �ª¹® (sk; sl) 2 �

Er�1, ²® (sk; sl) =2 �
Er n �Er�1. �®¬³ ¤®±² -

²¼® °®§£«¿³²¨ «¨¸¥ ¯ °¨ (sk ; sl), ¤«¿ ¿ª¨µ Æ±³Ä ±«®¢® a 2 A
r, ² ª¥

¹® ��(sk; a) 6= �
�(sl; a),  «¥ ��(sk; a) = �

�(sl; a) ¤«¿ ¢±Æµ ±«Æ¢ a 2 A
r�1.

�¥ ¿ª° § ²Æ ¯ °¨, ¿ªÆ ¯¥°¥¢®¤¿²¼±¿ ¢ �
E1 r � 1 ¢µÆ¤¨¬ ±¨¬¢®«®¬ ar�2,  

²®¬³ ¯¥°¥¢®¤¿²¼±¿ ¢ �
Er�1 n �Er�2 ¯¥°¸¨¬ ±¨¬¢®«®¬ a0.

� ±«i¤®ª 3.2.

�
Er n �Er�1 =

n
(si; sj) 2 Er�1 j 9a 2 A (�(si; a); �(sj; a)) =2 Er�1

o
: (�)

�®¢¥¤¥¿. �¥ ¯¥°¥´®°¬³«¾¢ ¿ ¯®¯¥°¥¤¼®£® ²¢¥°¤¦¥¿.

� ±«i¤®ª 3.3. �ª¹® Er�1 = Er, ²® Er�1 = Er+k ¤«¿ ¢±Æµ k � 1.

�®¢¥¤¥¿. �ª¹® Er�1 = Er, ²® © �
Er�1 = �

Er. �®¬³ § °Æ¢®±²Æ (*)

®¤¥°¦³Ä¬®

�
Er+1 n �Er =

n
(si; sj) 2 Er j 9a 2 A (�(si; a); �(sj; a)) =2 Er

o
=
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=
n
(si; sj) 2 Er�1 j 9a 2 A (�(si; a); �(sj; a)) =2 Er�1

o
= �
Er n �Er�1 = ;;

²®¬³ �
Er+1 = �

Er, ®²¦¥ © Er+1 = Er. Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® ¬¨ ¢¦¥ ¤®¢¥«¨,

¹® Er�1 = Er+k . �±ªÆ«¼ª¨ §  ¤®¢¥¤¥¨¬ Er+k = Er+k1 , ²® ¬ ²¥¬ ²¨· 

Æ¤³ª¶Æ¿ § ¢¥°¸³Ä ¤®¢¥¤¥¿.

�®¢¥¤¥Æ °¥§³«¼² ²¨ ®§ · ¾²¼, ¹® ±² ¨ si; sj , ¥ª¢Æ¢ «¥²Æ ±²®±®¢-

® ¢±Æµ ¢µÆ¤¨µ ±«Æ¢ ¤®¢¦¨¨ r � 1 ±² ¾²¼ ¥¥ª¢Æ¢ «¥²¨¬¨ ±²®±®¢®

¤¥¿ª®£® ±«®¢  ¤®¢¦¨¨ r «¨¸¥ ¢ ²®¬³ ¢¨¯ ¤ª³, ª®«¨ § ©¤¥²¼±¿ ¡³ª¢ 

a ¢µÆ¤®£®  «´ ¢Æ²³, ¿ª  ¯¥°¥¢®¤¨²¼ ¯ °³ (si; sj) ³ ¯ °³ (sl; sm) =2 Er�1.
�° µ®¢³¾·¨ ¶¥© ´ ª², ¬®¦¥¬® ±´®°¬³«¾¢ ²¨ ² ª¨©  «£®°¨²¬ ¬ÆÆ¬Æ-

§ ¶ÆÈ ªÆ«¼ª®±²Æ ±² Æ¢ ±ªÆ·¥®£®  ¢²®¬ ² .

1 ª°®ª. � µ®¤¨¬® ¬®¦¨³ E1.

� «Æ§³¾·¨ ®±² Æ© ±²®¢¯·¨ª ² ¡«¨¶Æ ±ªÆ·¥®£®  ¢²®¬ ² , ¢¨¯¨±³Ä-

¬® ±³¬Æ¦Æ ª« ±¨ ¬®¦¨¨ ±² Æ¢ S. �® ®¤®£® ±³¬Æ¦®£® ª« ±³ ¢¢Æ©-

¤³²¼ ²Æ ¥«¥¬¥²¨ s 2 S, ¤«¿ ¿ª¨µ ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ ¢¨µ®¤Æ¢ ®¤ ª®¢Æ, ¿ª¹®
  ¢µÆ¤ ¯®¤ Ä²¼±¿ ¢¯®°¿¤ª®¢   ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ ³±Æµ ±¨¬¢®«Æ¢  «´ ¢Æ²³ A.

r ª°®ª. � µ®¤¨¬® ¬®¦¨³ Er.

�® ª®¦®È ¯ °¨ ¥«¥¬¥²Æ¢ (si; sj) 2 Er�1 Æ ¤® ª®¦®È ¡³ª¢¨ a ¢µÆ¤®£®
 «´ ¢Æ²³ A § µ®¤¨¬® ¯ °³ (sl; sm) = (�(si; a); (�(sj; a)) Æ ¯¥°¥¢Æ°¿Ä¬®

·¨ (sl; sm) 2 Er�1. �±Æ ¯ °¨ (si; sj) 2 Er�1, ¤«¿ ¿ª¨µ (sl; sm) =2 Er�1,
¢¨«³· Ä¬® § Er�1. � °¥§³«¼² ²Æ ®¤¥°¦³Ä¬® ¬®¦¨³ Er.

� ¢¥°¸¥¿ °®¡®²¨. �«£®°¨²¬ ¯°¨¯¨¿Ä °®¡®²³   r-®¬³ ª°®¶Æ,

¿ª¹® Er�1 = Er.

�«£®°¨²¬ ¯°¨¯¨¨²¼ °®¡®²³ ·¥°¥§ ±ªÆ·¥³ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ª°®ªÆ¢. �¯° ¢-

¤Æ, ¿ª¹®   r-®¬³ ª°®¶Æ Er�1 = Er, ²® §   ±«Æ¤ª®¬ 3.3 ªÆ«¼ªÆ±²¼ °Æ§¨µ

±³¬Æ¦¨µ ª« ±Æ¢ ¤ «Æ ¥ §¬Æ¾Ä²¼±¿. �¥ ®§ · Ä, ¹® ®¤¥°¦ ¥ °®§¡¨²²¿

¬®¦¨¨ ±² Æ¢ S Ä °®§¡¨²²¿¬, ¢Æ¤¯®¢Æ¤¨¬ ¢Æ¤®¸¥¾ ¥ª¢Æ¢ «¥²®±-

²Æ ±² Æ¢,   ¥ «¨¸¥ ¢Æ¤®¸¥¾ Èµ r-¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ. � Æ¸®£® ¡®ª³,  

¤¥¿ª®¬³ ª°®¶Æ ®¡®¢'¿§ª®¢® ®¤¥°¦¨¬® °Æ¢Æ±²¼ Er�1 = Er, ¡® ¬®¦¨ 

E1 ±ªÆ·¥  Æ E1 � E2 � � � � � Er � � � � .
�«¿ §°³·®±²Æ ®¡·¨±«¥¼ ³ ¯°¨ª« ¤ µ ¢¢¥¤¥¬® ² ª¥ ¯®§ ·¥¿:

(i; j)
a! (l;m) ®§ · Ä (sl; sm) = (�(si; a); (�(sj; a)):

Ǳ°¨ª« ¤¨

1. �¥µ © ±ªÆ·¥¨©  ¢²®¬ ² M § ¤ ¨© ² ª®¾ ² ¡«¨¶¥¾ ±² Æ¢
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�²  � ±²³¯¨© ±²  �¨µÆ¤

a1 a2 a3 a1 a2 a3

s1 s2 s2 s5 1 0 0

s2 s1 s4 s4 0 1 1
s3 s2 s2 s5 1 0 0

s4 s3 s2 s2 0 1 1

s5 s6 s4 s3 1 0 0
s6 s8 s9 s6 0 1 1

s7 s6 s2 s8 1 0 0

s8 s4 s4 s7 1 0 0
s9 s7 s9 s7 0 1 1

1 ª°®ª. Ǳ¥°¥£«¿¤ ¾·¨ ±²®¢¯·¨ª ¢¨µ®¤Æ¢ ¶ÆÄÈ ² ¡«¨¶Æ, ¢¨¯¨±³Ä¬® °®§¡¨²²¿ ¬®-
¦¨¨ ±² Æ¢ S   ª« ±¨ ¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ ¹®¤® ¢Æ¤®¸¥¿ ¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ �1

(²®¡²® § µ®¤¨¬® ¬®¦¨³ E1)

S = fs1; s3; s5; s7; s8g [ fs2; s4; s6; s9g: (3.1)

2 ª°®ª. �«¿ ²®£® ¹®¡ § ©²¨ ¬®¦¨³ E2,  ¬ ²°¥¡  ¢¨«³·¨²¨ § ¬®¦¨¨ E1

²Æ ¯ °¨ (si; sj) 2 E1, ¤«¿ ¿ª¨µ Æ±³Ä ¢µÆ¤¨© ±¨¬¢®« a, ² ª¨© ¹® (i; j)
a! (l;m) Æ

(sl; sm) =2 E1. � ¶ÆÄ¾ ¬¥²®¾ ®¡·¨±«¾Ä¬® (i; j)
a! (l;m) ¤«¿ (si; sj) 2 E1

1)

8><
>:

(1; 3)
a1! (2; 2)

(1; 3)
a2! (2; 2)

(1; 3)
a3! (5; 5);

2)

8><
>:

(1; 5)
a1! (2; 6)

(1; 5)
a2! (2; 4)

(1; 5)
a3! (3; 5);

3)

8><
>:

(1; 7)
a1! (2; 6)

(1; 7)
a2! (2; 2)

(1; 7)
a3! (5; 8);

4)

8><
>:

(1; 8)
a1! (2; 4)

(1; 8)
a2! (2; 4)

(1; 8)
a3! (5; 7);

5)

8><
>:

(2; 4)
a1! (1; 3)

(2; 4)
a2! (4; 2)

(2; 4)
a3! (4; 2);

6)

8>><
>>:

(2; 6)
a1! (1; 8)

(2; 6)
a2! (4; 9)

(2; 6)
a3! (4; 6);

7)

8>><
>>:

(2; 9)
a1! (1; 7)

(2; 9)
a2! (4; 9)

(2; 9)
a3! (4; 7) :

� ¯°®¢¥¤¥¨µ ®¡·¨±«¥¼ ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® ¥«¥¬¥²¨ fs1; s3; s5; s7; s8g § «¨¸ ¾²¼±¿
¥ª¢Æ¢ «¥²¨¬¨ ¹®¤® ¢Æ¤®¸¥¿ ¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ �2,   °¥§³«¼² ²

(2; 9)
a3! (4; 7)

±¢Æ¤·¨²¼ ¯°® ²¥, ¹® ±² ¨ s2 Æ s9 ¢¦¥ ¥ ¥ª¢Æ¢ «¥²Æ ¹®¤® �2. �®¬³ ±³¬Æ¦¨©
ª« ± fs2; s4; s6; s9g °®§¹¥¯«¾Ä²¼±¿   ¤¥ªÆ«¼ª  ±³¬Æ¦¨µ ª« ±Æ¢. �£Æ¤® § 5) Æ 6)
s2; s4 Æ s9 § «¨¸ ¾²¼±¿ ¥ª¢Æ¢ «¥²¨¬¨ ±²®±®¢® �2. �¥ ®§ · Ä, ¹® ¢Æ¤®¸¥¿

¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ �2 ¢¨§ · Ä ² ª¥ °®§¡¨²²¿ ¬®¦¨¨ ±² Æ¢ S   ±³¬Æ¦Æ ª« ±¨:

S = fs1; s3; s5; s7; s8g [ fs2; s4; s6g [ fs9g: (3.2)

3 ª°®ª. �®¡ § ©²¨ ¬®¦¨³ E3, ¯®²°Æ¡® ¢¨«³·¨²¨ § ¬®¦¨¨ E2 ²Æ ¯ °¨
(si; sj) 2 E2, ¤«¿ ¿ª¨µ Æ±³Ä ¢µÆ¤¨© ±¨¬¢®« a, ² ª¨© ¹® (i; j)

a! (l;m) Æ

(sl; sm) =2 E2. �¥§³«¼² ²¨ 1{5 § ±¢Æ¤·³¾²¼, ¹® ±³¬Æ¦¨© ª« ± fs1; s3; s5; s7; s8g
§ (3.2)   ¶¼®¬³ ª°®¶Æ ¥ °®§¹¥¯«¾Ä²¼±¿,   °¥§³«¼² ² 6 ³ ° ¬¶Æ ±¢Æ¤·¨²¼ ¯°®
²¥, ¹® ±³¬Æ¦¨© ª« ± fs2; s4; s6g °®§¹¥¯«¾Ä²¼±¿, ¯°¨·®¬³ s2 ²  s4 § «¨¸ -

¾²¼±¿ ¥ª¢Æ¢ «¥²¨¬¨ ¹®¤® �3; ¶¥ ¢¨¯«¨¢ Ä § (3.2) ²  § 5. �²¦¥, ¢Æ¤®¸¥¿

¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ �3 ¤ Ä  ¬ ² ª¥ °®§¡¨²²¿ ¬®¦¨¨ ±² Æ¢ S   ±³¬Æ¦Æ ª« ±¨

S = fs1; s3; s5; s7; s8g [ fs2; s4g [ fs6g [ fs9g: (3.3)
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4 ª°®ª. � «®£Æ·® ¸³ª Ä¬® ¬®¦¨³ E4. �¥§³«¼² ²¨ 5 § ±¢Æ¤·³¾²¼, ¹® ±³¬Æ¦-

¨© ª« ± fs2; s4g ¥ °®§¹¥¯«¾Ä²¼±¿. �«¿ ²®£® ¹®¡ §'¿±³¢ ²¨ ·¨ °®§¹¥¯«¾Ä²¼±¿
±³¬Æ¦¨© ª« ± fs1; s3; s5; s7; s8g, ®¡·¨±«¨¬® ®¡° §¨ ¹®¤® ´³ª¶ÆÈ � ±² Æ¢ s3 Æ s7

8)

8>><
>>:

(3; 7)
a1! (2; 6)

(3; 7)
a2! (2; 2)

(3; 7)
a3! (5; 8):

�¥ ®¡·¨±«¥¿ ¯®ª §³Ä, ¹® s3 Æ s7  «¥¦ ²¼ °Æ§¨¬ ±³¬Æ¦¨¬ ª« ± ¬ ¹®¤®

¢Æ¤®¸¥¿ ¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ �4,   s1 Æ s3 ²  s1 Æ s8 § «¨¸ ¾²¼±¿ ¢ ®¤®¬³ ±³-
¬Æ¦®¬³ ª« ±Æ §£Æ¤® § (3.2) Æ (3.3). � «¨¸ Ä²¼±¿ §'¿±³¢ ²¨, ·¨ s5 Æ s7  «¥¦ ²¼

°Æ§¨¬ ±³¬Æ¦¨¬ ª« ± ¬. �«¿ ¶¼®£® ¯°®¢¥¤¥¬® ¹¥ ®¤¥ ®¡·¨±«¥¿

9)

8><
>:

(5; 7)
a1! (6; 6)

(5; 7)
a2! (4; 2)

(3; 7)
a3! (3; 8):

�¢Æ¤±¨ ¡ ·¨¬®, ¹® ±² ¨ s5 Æ s7 ¥ª¢Æ¢ «¥²Æ ¹®¤® ¢Æ¤®¸¥¿ ¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ

�4, ²®¬³ ¶¥ ¢Æ¤®¸¥¿ ¤ Ä  ¬ °®§¡¨²²¿

S = fs1; s3; s8g [ fs5; s7g [ fs2; s4g [ fs6g [ fs9g: (3.4)

5 ª°®ª. Ǳ®°Æ¢¾¾·¨ °®§¡¨²²¿ (3.4) § °¥§³«¼² ² ¬¨ 1, 4, 9 ²  5, ¡ ·¨¬®, ¹®

E5 = E4 Æ ¯®¡³¤®¢  ¬ÆÆ¬ «¼®£®  ¢²®¬ ²  M
0, ¥ª¢Æ¢ «¥²®£®  ¢²®¬ ²³ M

§ ¢¥°¸¥ . �ÆÆ¬ «¼¨©  ¢²®¬ ² M
0 ¬ Ä ¯'¿²¼ ±² Æ¢ �s1; �s2; �s3; �s4; �s5 Æ ² ª³

² ¡«¨¶¾ ±² Æ¢:

�²  � ±²³¯¨© ±²  �¨µÆ¤

a1 a2 a3 a1 a2 a3

�s1 �s2 �s2 �s3 1 0 0

�s2 �s1 �s2 �s2 0 1 1
�s3 �s4 �s3 �s1 1 0 0

�s4 �s1 �s5 �s4 0 1 1

�s5 �s3 �s5 �s3 0 1 1

2. �¥µ © A = f0; 1g, Z = f0; 1g, S = f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8g. �®§£«¿¥¬®  ¢²®¬ ² § ² ª®¾

² ¡«¨¶¥¾ ±² Æ¢

�²  � ±²³¯¨© ±²  �¨µÆ¤

0 1 0 1

1 1 2 0 0

2 2 3 1 0
3 3 4 0 0

4 2 4 1 1

5 2 5 0 0
6 6 7 1 1

7 8 7 1 0

8 1 8 1 0
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�±² Æ© ±²®¢¯·¨ª ² ¡«¨¶Æ ±² Æ¢ ±¢Æ¤·¨²¼ ¯°® ²¥, ¹® ¢Æ¤®¸¥¿ ¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ

E1   ¬®¦¨Æ ±² Æ¢ S °®§¡¨¢ Ä ¬®¦¨³ S   ±³¬Æ¦Æ ª« ±¨ ² ª:

S = f1; 3; 5g [ f2; 7; 8g [ f4; 6g:
� ¯®§ ·¥¿µ ¯®¯¥°¥¤¼®£® ¯°¨ª« ¤³

1)

8<
:

(1; 3)
0! (1; 3)

(1; 3)
1! (2; 4) ;

2) (1; 5)
0! (1; 2) ; 3) (3; 5)

0! (3; 2) ; 4)

8<
:

(2; 7)
0! (2; 8)

(2; 7)
1! (3; 7) ;

5)

8<
:

(2; 8)
0! (2; 8)

(2; 8)
1! (3; 8) ;

6) (7; 8)
0! (8; 1) ; 7) (4; 6)

0! (2; 6):

�§¿²Æ ¢ ° ¬ª³ °¥§³«¼² ²¨ 1), 2), 3) ¯®ª §³¾²¼, ¹® ±² ¨ 1, 3, 5  «¥¦ ²¼ °Æ§¨¬

±³¬Æ¦¨¬ ª« ± ¬ ¤«¿ ¢Æ¤®¸¥¿ ¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ E2, Æ ² ª ± ¬® § 4), 5), 6) °®¡¨-
¬® ¢¨±®¢®ª: ±² ¨ 2, 7, 8 ²¥¦  «¥¦ ²¼ °Æ§¨¬ ±³¬Æ¦¨¬ ª« ± ¬. � °¥¸²Æ, 7)

®§ · Ä, ¹® ±² ¨ 4 Æ 6 ²¥¦ ¥¥ª¢Æ¢ «¥²Æ. �²¦¥, ¦®¤Æ ¤¢  ±² ¨ °®§£«¿³²®£®

 ¢²®¬ ²  ¥¥ª¢Æ¢ «¥²Æ, ²®¬³ ¢Æ ¬ÆÆ¬ «¼¨©.

3.2.3. �³¬ ²®°

� ¢¥¤¥¬® ®¤¨ ¢ ¦«¨¢¨© ¯°¨ª« ¤ ±ªÆ·¥®£®  ¢²®¬ ² , ¿ª¨© °¥ «Æ§³Ä

¤®¤ ¢ ¿ x+ y  ²³° «¼¨µ ·¨±¥« x Æ ³, § ¯¨± ¨µ ³ ¤¢Æ©ª®¢Æ© ±¨±²¥¬Æ

·¨±«¥¿

x = xnxn�1 : : : x1 Æ y = ynyn�1 : : : y1;

¤¥ xi; yi 2 f0; 1g.
�®§£«¿¥¬® ¢Æ¤®¬¨©  «£®°¨²¬ ¤®¤ ¢ ¿ ·¨±¥« x Æ y À±²®¢¯·¨ª®¬Á

qn+1 qn : : : q1

+ xn : : : x1

yn : : : y1

zn+1 zn : : : z1

,

¤¥ qn+1; qn; : : : ; q1 | °¥§³«¼² ²¨ ¯¥°¥¥±¥¼ § ¯®¯¥°¥¤Æµ °®§°¿¤Æ¢:

q1 = 0;

qi+1 =

�
0 ¿ª¹® ±¥°¥¤ qi; xi; yi Ä ¥ ¡Æ«¼¸¥, Æ¦ ®¤  ®¤¨¨¶¿;

1 ¿ª¹® ±¥°¥¤ qi; xi; yi Ä ¡Æ«¼¸¥, Æ¦ ®¤  ®¤¨¨¶¿:
(3.5)

� Ä¬®

zi = xi + yi + qi (mod 2): (3.6)
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� Æ¸®£® ¡®ª³, «¥£ª® ¯¥°¥¢Æ°¨²¨ ( ¯°¨ª« ¤, ±ª« ¤ ¾·¨ ² ¡«¨·ª¨ § -

·¥¼ ¤«¿ ¡³«¼®¢¨µ ´³ª¶Æ©, § ¤ ¨µ ´®°¬³« ¬¨ (3.5) Æ (3.6)), ¹®

qi+1 = xiyi [ xiqi [ yiqi:
� ª ± ¬®, ±ª« ¤ ¾·¨ ² ¡«¨·ª¨ § ·¥¼ ¤«¿ ¡³«¼®¢¨µ ´³ª¶Æ©, ¯¥°¥¢Æ-

°¿Ä¬® ²®²®¦Æ±²¼

xi + yi + qi (mod 2) = ((xiyi [ xiqi [ yiqi) � (xi [ yi [ qi))[ (xiyiqi):
(3.7)

�¨ª®°¨±²®¢³¾·¨ °Æ¢Æ±²¼ (3.7), ¬®¦  «¥£ª® ®¤¥°¦ ²¨ ¢¥²¨«¼³

±µ¥¬³ (¿ª ¶¥ ¡³«® ¯®¿±¥® ³ ¯. 3.1.7), ¿ª  ¯¥°¥²¢®°¾Ä ²°Æ©ª³ ·¨±¥«

xi; yi; qi ³ ¤¢Æ©ª³ ·¨±¥« zi; qi+1. Ǳ®§ ·¨¬® ¶¾ ¢¥²¨«¼³ ±µ¥¬³ ·¥°¥§

Si. �®¤Æ ±³¬ ²®° | ¯°¨±²°Æ©, ¹® °¥ «Æ§³Ä ¤®¤ ¢ ¿ ·¨±¥«, ¬®¦  §®¡-

° §¨²¨ ³ ¢¨£«¿¤Æ ² ª®È ¤Æ £° ¬¨:

xn yn

# #
x2 y2

# #
x1 y1

# #
zn+1 � Sn

qn+1 � � � � q3 � S2
q2 � S1

q1 � :
#
zn

#
z2

#
z1

3.2.4. � ¸¨¨ �¼¾°Æ£ 

�®§£«¿³²¥  ¬¨ ³ ¯. 3.2.1. ¯®¿²²¿ ±ªÆ·¥®£®  ¢²®¬ ²  Æ±²®°¨·®

°®§¢¨³«®±¼ § ¡«¨§¼ª®£® ¯®¿²²¿, ¿ª¥ ¢¢Æ¢ ³ 1936 °. «®£Æª �¼¾°Æ£. �Æ

°®§£«¿¤ ¢ £Æ¯®²¥²¨·³ À¬ ¸¨³Á, ¿ª  ¬ Ä ±ªÆ·¥³ ¬®¦¨³ ¢³²°Æ¸-

Æµ ±² Æ¢ Æ ®¤³ ¥±ªÆ·¥® ¢¥«¨ª³ ±²°Æ·ª³, °®§¤Æ«¥³   ª®¬Æ°ª¨, ¿ª³

¬ ¸¨  ¬®£«  ¯¥°¥±³¢ ²¨ §  ² ª²   ®¤³ ª®¬Æ°ª³ ¯° ¢®°³· ·¨ «Æ¢®°³·.

� ª®¦³ ª®¬Æ°ª³ ¬ ¸¨  ¬®¦¥ § ¯¨±³¢ ²¨ ±¨¬¢®« Æ§ ±ªÆ·¥®£®  «´ -

¢Æ²³ A. Ǳ®· ²ª®¢® ±²°Æ·ª  ¬ Ä ¡³²¨ ¯®°®¦¼®¾, §  ¢¨¿²ª®¬ ±ªÆ·¥®È

ªÆ«¼ª®±²Æ ª®¬Æ°®ª, ¿ªÆ § ¯®¢¾¾²¼ § ¢· ±®. (�Æ  ¯¥°¥¤ § ¯®¢¥Æ ª®-

¬Æ°ª¨ ¬®¦  °®§³¬Æ²¨ ¿ª ¯°®£° ¬³ § ¯³±ª³ ¬ ¸¨¨.)

�±®¢Æ ¢Æ¤¬Æ®±²Æ ¬Æ¦ ¬ ¸¨®¾ �¼¾°Æ£  ²  ±ªÆ·¥¨¬  ¢²®¬ ²®¬

¯®«¿£ ¾²¼ ¢ ²®¬³, ¹®: 1) ±²°Æ·ª  ¬ ¸¨¨ �¼¾°Æ£  ¥±ªÆ·¥ ; 2) ¬ -

¸¨  �¼¾°Æ£  ¬®¦¥ ¯¥°¥±³¢ ²¨±¼ ¯® ±²°Æ·¶Æ (·¨ §¬Æ¹³¢ ²¨ ±²°Æ·ª³) ¢

¡³¤¼-¿ª®¬³  ¯°¿¬Æ. �¥  ¤ Ä ¬ ¸¨Æ ¥±ªÆ·¥³ ¯ ¬'¿²¼, ¿ª³ ¬®¦ 

¢¨ª®°¨±²®¢³¢ ²¨ ¯Æ¤ · ± ®¡·¨±«¥¼. �®¦³ ª®¬Æ°ª³ ¬®¦  ¯¥°¥£«¿¤ ²¨

¡ £ ²®ª° ²®. � ¢¥¤¥¬® ´®°¬ «¼¥ ®§ ·¥¿ ¬ ¸¨¨ �¼¾°Æ£ .
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�§ ·¥¿ 3.18. � ¸¨®¾ �¼¾°Æ£   §¢¥¬® ¯'¿²Æ°ª³ [A; S; �; �; Æ], ¤¥

A = fa0; a1; : : : ; ang | ±ªÆ·¥¨©  «´ ¢Æ² ±¨¬¢®«Æ¢, ¿ªÆ ¬®¦³²¼ ¡³²¨

§ ¯¨± Æ ¢ ª®¬Æ°ª µ Æ ®¤®· ±® Ä ¢µÆ¤¨¬¨ ²  ¢¨µÆ¤¨¬¨; S | ±ªÆ-

·¥  ¬®¦¨  ¢³²°Æ¸Æµ ±² Æ¢, S = fs0; s1; : : : ; srg; � | ´³ª¶Æ¿ §

S � A ¢ S; � | ´³ª¶Æ¿ § S � A ¢ A; Æ | ´³ª¶Æ¿ § S � A ¢ ¬®¦¨³

fL;R; STOPg:
� ¸¨  �¼¾°Æ£  ¯° ¶¾Ä ² ª. �®  ¯®·¨ Ä °®¡®²³, ¯¥°¥¡³¢ ¾·¨ ¢

¯®· ²ª®¢®¬³ ±² Æ s0. ǱÆ±«¿ §·¨²³¢ ¿ ¯¥°¸®£® ±¨¬¢®«³ ¢®  ¯¥°¥µ®-

¤¨²¼ ³ ®¢¨© ¢³²°Æ¸Æ© ±² , ¿ª¨© ¢¨§ · Ä²¼±¿ ´³ª¶ÆÄ¾ �. � ¯¨±³Ä ¢

ª®¬Æ°ª³ ±¨¬¢®«, ¿ª¨© Ä § ·¥¿¬ ´³ª¶ÆÈ �. Ǳ¥°¥¬Æ¹ Ä ±²°Æ·ª³  ¯° -

¢® (R),  «Æ¢® (L), ·¨ § «¨¸ Ä²¼±¿   ¬Æ±¶Æ ²  § ªÆ·³Ä °®¡®²³ (STOP)

§ «¥¦® ¢Æ¤ § ·¥¼ ´³ª¶ÆÈ Æ.

C²°Æ·ª 

Ǳ°¨±²°Æ© §·¨²³¢ ¿(§ ¯¨±³¢ ¿)

�¨±. 3.1. Cµ¥¬ ²¨·¥ §®¡° ¦¥¿ ±²°Æ·ª¨ ¬ ¸¨¨ �¼¾°Æ£  Æ ¯°¨±²°®¾ § ¯¨±³¢ ¿

²  §·¨²³¢ ¿

�¥ ° § § § ·¨¬®, ¹® °®¡®²  ¬ ¸¨¨ ¯®«¿£ Ä ³ ¯®¢²®°¥Æ ² ª®£®

¶¨ª«³: §·¨²³¢ ¿ ±¨¬¢®«³ § ª®¬Æ°ª¨, § ¥±¥¿ ®¢®£® ±¨¬¢®«³ ³ ¶¾

ª®¬Æ°ª³, ¿ª¨© ¢¨¡¨° Ä ´³ª¶Æ¿ � (¬®¦¥ ²° ¯¨²¨±¼, ¹® ¶¥ ²®© ± ¬¨©

±¨¬¢®«), §±³¢ ±²°Æ·ª¨  «Æ¢® ·¨  ¯° ¢®  ¡® §³¯¨ª . �²°Æ·ª  Ä ¥±ªÆ-

·¥®¾ ¢ ®¡®µ  ¯°¿¬ µ, ¯°®²¥  ¯®· ²ª³ (Æ, ®²¦¥, ¯Æ±«¿ ¡³¤¼-¿ª®£®

² ª²³) § ¯®¢¥® «¨¸¥ ±ªÆ·¥³ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ª®¬Æ°®ª.

Ǳ°¨ª« ¤¨
� ¸¨  �¼¾°Æ£ , ¿ª³ ®¯¨±³Ä¬® ¨¦·¥, §·¨²³Ä ¢µÆ¤³ ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ ³«Æ¢ Æ ®¤¨-

¨¶¼. �ª¹® ªÆ«¼ªÆ±²¼ ®¤¨¨¶¼ ¯ ° , ²® ¢ ª®¬Æ°ª³ § ®±¨²¼±¿ Ǳ, ¿ª¹® ¥¯ ° , ²®

�. Ǳ® ®¡¨¤¢Æ ±²®°®¨ ¢Æ¤ °¿¤³ ³«Æ¢ ²  ®¤¨¨¶¼ ©¤³²¼ ¯®°®¦Æ ª®¬Æ°ª¨, ¿ªÆ ¯®§ · -

²¨¬¥¬® #. �¨¬¢®«¨ �  ¡® Ǳ § ®±¿²¼±¿ ¬ ¸¨®¾ ³ ¯¥°¸³ ¯®°®¦¾ ª®¬Æ°ª³ ®¤° §³

§  ¢µÆ¤¨¬ °¿¤®¬. �«´ ¢Æ² ¶ÆÄÈ ¬ ¸¨¨ ¬ Ä ¢¨£«¿¤

A = f#; 0; 1;Ǳ, �g:

�³²°Æ¸Æ ±² ¨: S = fs0; s1; s2g; s0 | ¯®· ²ª®¢¨© ±² . � ¸¨  §³¯¨¿Ä²¼±¿ § 



3.2. ��Å�����Å �������� 95

±¨£ «®¬ STOP.

� : (s0; 0) 7! s1 � : (s0; 0) 7! 0 Æ : (s0; 0) 7! L

(s0; 1) 7! s2 (s0; 1) 7! 1 (s0; 1) 7! L

(s1; 0) 7! s1 (s1; 0) 7! 0 (s1; 0) 7! L

(s1; 1) 7! s2 (s1; 1) 7! 1 (s1; 1) 7! L

(s2; 0) 7! s2 (s2; 0) 7! 0 (s2; 0) 7! L

(s2; 1) 7! s1 (s2; 1) 7! 1 (s2; 1) 7! L

(s0;#) 7! s0 (s0;#) 7! # (s0;#) 7! L

(s1;#) 7! s1 (s1;#) 7!Ǳ (s1;#) 7! STOP

(s2;#) 7! s2 (s2;#) 7!� (s2;#) 7! STOP

�°³·® § ¤ ¢ ²¨ ´³ª¶ÆÈ �; �; Æ; ª®°¨±²³¾·¨±¼ ¯®§ ·¥¿¬¨ �¼¾°Æ£ . � ¶¼®¬³ ¢¨-

¯ ¤ª³ ¬ ¸¨  �¼¾°Æ£  § ¤ Ä²¼±¿ ±ªÆ·¥®¾ ¬®¦¨®¾ ¯'¿²Æ°®ª [si; aj; sr; zl; tn],

¤¥

si | ±²  ¬ ¸¨¨;

aj | ±¨¬¢®«, ¹® §·¨²³Ä²¼±¿ § ª®¬Æ°ª¨;

sr |  ±²³¯¨© ±²  ¬ ¸¨¨, sr = �(si; aj);

zl | ±¨¬¢®«, ¹® § ®±¨²¼±¿ ¢ ª®¬Æ°ª³, zl = �(si; aj);

tn | ®¤  § ª®¬ ¤ R, L, STOP.

� ¶¨µ ¯®§ ·¥¿µ ®¯¨± ³ ¢¨¹¥ ¬ ¸¨³ § ¤ ¾²¼ ² ª:

s0 # s0 # L

s0 0 s1 0 L

s0 1 s2 1 L

s1 0 s1 0 L

s1 1 s2 1 L

s2 0 s2 0 L
s2 1 s1 1 L

s1 # s1 Ǳ STOP

s2 # s2 � STOP .

�¥®°¥¬  3.3 § ±¢Æ¤·³Ä, ¹® ¬ ¸¨¨ �¼¾°Æ£  ¢¬Æ¾²¼ °®¡¨²¨ ¢±¥ ²¥,

¹® ¢¬Æ¾²¼ ±ªÆ·¥Æ  ¢²®¬ ²¨.

�¥®°¥¬  3.3. �¥µ © M = [A; S; Z; �; �] | ¤¥¿ª¨© ±ªÆ·¥¨©  ¢²®-

¬ ². Ǳ°¨©¬¥¬®

A = A [ Z [ f�g;
¤¥ � | ±¨¬¢®« ¯®°®¦¼®È ª®¬Æ°ª¨, Æ ¤«¿ ¢±Æµ (si; ak) 2 S � A

��(si; ak) = �(si; ak) ��(si;�) = si ;
�
�(si; ak) = �(si; ak) �

�(si;�) = � ;

Æ(si; ak) = L Æ(si;�) = STOP :
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�®¤Æ ¬ ¸¨  �¼¾°Æ£  T = [A; S; ��; �
�; Æ] ±² ¢¨²¼ ³ ¢Æ¤¯®¢Æ¤Æ±²¼

¢µÆ¤Æ© ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ ² ª³ ± ¬³ ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼   ¢¨µ®¤Æ, ¹® Æ M .

�®¢¥¤¥¿. �³¤¼-¿ª³ ¢µÆ¤³ ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ a = a0; a1; : : : ; ar  ¢²®¬ ² M

¬®¦  § ¯¨± ²¨   ±²°Æ·¶Æ T ² ª, ¹®¡ aj ¡³¢ § ¯¨± ¨© ³ j-³ ª®¬Æ°ª³.

�¯¨±   ¢¨¹¥ ¬ ¸¨  T § ¥±¥ zj = �(sj ; aj) ¢ j-³ ª®¬Æ°ª³, ¯¥°¥©¤¥ ¢

±²  sj+1 = �(sj ; aj) Æ ¯¥°¥±³¥²¼±¿ ¢ (j+1) ª®¬Æ°ª³. �Æ©¸®¢¸¨ ¤® (r+1)

ª®¬Æ°ª¨, ¢®  §³¯¨¨²¼±¿.

3.2.5. Ǳ°¨ª« ¤¨

Ǳ°¨ª« ¤ 1. � ¸¨  �¼¾°Æ£  ¢¨§ · Ä §  ¡³¤¼-¿ª®¾ ¢µÆ¤®¾ ¯®±«Æ-

¤®¢Æ±²¾ ¢¨£«¿¤³ : : :##111 : : :1100 : : :00## : : : , (¤¥ # | ¯®°®¦Æ ª®-

¬Æ°ª¨) ·¨ ®¤ ª®¢  ªÆ«¼ªÆ±²¼ ³«Æ¢ ²  ®¤¨¨¶¼ ³ ² ªÆ© ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ. ÇÈ

 «´ ¢Æ² ±ª« ¤ Ä²¼±¿ § ±¨¬¢®«Æ¢ 0; 1;Ǳ, �, # (§®ª°¥¬ , ¬ ¸¨  ¬®¦¥ À§ -

¯¨±³¢ ²¨Á ¯®°®¦Æ ª®¬Æ°ª¨, ²®¡²® ±²¨° ²¨  ¿¢¨© ±¨¬¢®«). �³²°Æ¸Æ

±² ¨ ² ª®È ¬ ¸¨¨:

S = fs0; s1; s2; s3; s4; s5; s6; s7g:

�¨¯¨¸¥¬® ²¥¯¥° ¯'¿²Æ°ª¨, ¿ªÆ ®¯¨±³¾²¼ ¬ ¸¨³ §  �¼¾°Æ£®¬

s0 # s0 # L

s0 1 s1 1 L

s1 1 s1 1 L

s1 # s7 Ǳ STOP

s1 0 s2 1 R

s2 1 s2 1 R

s2 # s3 # L

s3 1 s4 # L

s4 1 s5 # L

s5 # s7 � STOP

s5 0 s7 Ǳ STOP

s5 1 s1 1 L

s0 0 s6 0 R

s6 0 s6 0 R

s6 # s7 Ǳ STOP

s6 1 s1 1 L .
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� ¢¥°¸³¾·¨ °®¡®²³, ¬ ¸¨   ¤°³ª³Ä �, ¿ª¹® ªÆ«¼ªÆ±²¼ ³«Æ¢ ¤®°Æ¢¾Ä

ªÆ«¼ª®±²Æ ®¤¨¨¶¼, Ǳ | ¢ Æ¸®¬³ ¢¨¯ ¤ª³, Æ ¯®²Æ¬ §³¯¨¨²¼±¿.

�¥±ª« ¤® ®¯¨± ²¨ ¬ ¸¨¨ �¼¾°Æ£ , ¿ªÆ ®¡·¨±«¾¾²¼ °Æ§Æ ´³ª¶ÆÈ

¢Æ¤ ·¨±¥«, ¯®¤ ¨µ   ¢µÆ¤. �² ¤ °²¨¬ §®¡° ¦¥¿¬ ¥¢Æ¤'Ä¬®£®

·¨±«  n ¢ ¬ ¸¨Æ �¼¾°Æ£  Ä ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ n + 1 ®¤¨¨¶¼, ¿ªÆ ±²®-

¿²¼ ¯Æ¤°¿¤. �¢  ² ª¨µ ·¨±«  °®§¤Æ«¥Æ ³«¥¬. �²¦¥, ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼

: : :##111011## : : : §®¡° ¦ Ä ¢¯®°¿¤ª®¢ ³ ¯ °³ (2,1).

� ¯¨± : : :##111101101011## : : : §®¡° ¦ Ä ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ (3, 1, 0, 1).

Ǳ°¨ª« ¤ 2. � ±²³¯  ¬ ¸¨  �¼¾°Æ£  ¤®¤ Ä ¤¢  ¥¢Æ¤'Ä¬¨µ ·¨±« ,

¿ªÆ ¯®¤ ¾²¼±¿   ¢µÆ¤

s0 # s0 # L

s0 1 s1 1 L

s1 1 s1 1 L

s1 0 s2 1 L

s2 1 s2 1 L

s2 # s3 # R

s3 1 s4 # R

s4 1 s5 1 STOP .

�®  ¯¥°¥²¢®°¾Ä ¤¢Æ ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ ®¤¨¨¶¼, °®§¤Æ«¥¨µ ³«¥¬,   ¯®±«Æ-

¤®¢Æ±²¼ ®¤¨¨¶¼, ¹® §®¡° ¦ Ä ·¨±«®, ¿ª¥ ¤®°Æ¢¾Ä ±³¬Æ ·¨±¥«   ¢µ®¤Æ.
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3.3. �¥¿ªÆ ª« ±¨·Æ  «£®°¨²¬¨ ²  ±ª« ¤Æ±²¼ ®¡-

·¨±«¥¼

�¥°¬Æ  «£®°¨²¬ ¯®µ®¤¨²¼ ¢Æ¤ Æ¬¥Æ  ° ¡±¼ª®£® ¬ ²¥¬ ²¨ª  �³µ ¬¬¥¤ 

Æ¡ �³±¨  «¼-�®°¥§¬Æ, ¿ª¨© ³ IX ±².  ¯¨± ¢ ²° ª² ² ¯°® ¤¥±¿²ª®¢¥ ¯®-

§¨¶Æ©¥ ª®¤³¢ ¿ ·¨±¥« Æ ¬¨±²¥¶²¢® ¢¨ª® ¿  °¨´¬¥²¨·¨µ ®¯¥° ¶Æ©

 ¤ ¶¨¬¨ ª®¤®¢ ¨¬¨ ·¨±« ¬¨.

�  ¯®· ²ª³ XII ±². ²° ª² ²  «¼-�®°¥§¬Æ ¯¥°¥ª« «¨ « ²¨±¼ª®¾ ¬®-

¢®¾, ¹® © ±² «® ¯®· ²ª®¬ Æ±²®°ÆÈ °®§¢¨²ª³ ¬¨±²¥¶²¢  À¯¨±¥¬¨µÁ ®¡-

·¨±«¥¼ ³ Ã¢°®¯Æ. �®¢£¨© · ± ²°¨¢ «¨ ¤¨±ª³±ÆÈ ¯°® ¯¥°¥¢ £¨ ¬¥²®¤Æ¢ §

¶¼®£® ²° ª² ²³  ¤ Æ¸¨¬¨, ¿ªÆ ¢¨ª®°¨±²®¢³¢ «¨ ¢ ®¡·¨±«¥¿µ ° µÆ¢-

¨¶Æ (abaci)  ¡®,  ¯°¨ª« ¤, ª ¬Æ¶Æ (pebbles). (�Æ¤¯®¢Æ¤® ¯°¨µ¨«¼¨ªÆ¢

¬¥²®¤Æ¢, ¢¨ª« ¤¥¨µ ³ ²° ª² ²Æ  «¼-�®°¥§¬Æ,  §¨¢ «¨  «£®°¨²¬Æ±² ¬¨,

Æ¸¨µ |  ¡ ¶¨±² ¬¨ ·¨ ° µÆ¢¨ª ¬¨.)

�¦¥  ¯°¨ªÆ¶Æ XVI ±². Ä¢°®¯¥©±¼ªÆ ¢·¨²¥«Æ (³Æ¢¥°±¨²¥²¨) °¥ª« -

¬³¢ «¨ ²¥, ¹® ¢®¨ ¬®¦³²¼  ¢·¨²¨ ¢¨ª®³¢ ²¨  °¨´¬¥²¨·Æ ®¯¥° ¶ÆÈ

«¨¸¥ §  ¤®¯®¬®£®¾ °³·ª¨ ²  ¯ ¯¥°³.

Ǳ®¿²²¿  «£®°¨²¬³ | ¯« ³ ®¡·¨±«¥¼ | § · ±®¬ °®§¸¨°¨«®±¼, ®µ®-

¯¨«® ¥ «¨¸¥ ¯¥¢Æ ®¡·¨±«¾¢ «¼Æ ¯°®¶¥¤³°¨, ¿ªÆ ¢¨¨ª«¨ ¢  ²¨·Æ · ±¨

( ¯°¨ª« ¤,  «£®°¨²¬ �¢ª«Æ¤  ®¯¨± ¨© ³ ¯. 3.3.3.),   ² ª®¦  ª±Æ®¬ -

²¨·® ®§ ·¥Æ ª« ±¨  ¡±²° ª²¨µ ¬ ²¥¬ ²¨·¨µ ®¡'Äª²Æ¢ ( ¯°¨ª« ¤,

¬ ¸¨  �¼¾°Æ£ ,  «£®°¨²¬ � °ª®¢ ).

�®°¬ «¼® ¯Æ¤  «£®°¨²¬®¬ °®§³¬Æ²¨¬¥¬® ®¯¨± ¿ ®¡'Äª²Æ¢ ° §®¬

§ ®¯¨± ¿¬ ¤Æ©, ¿ªÆ ¢¨ª®³¾²¼  ¤ ¶¨¬¨ ®¡'Äª² ¬¨ ¤«¿ ¤®±¿£¥¿

¢¨§ ·¥®È ¬¥²¨. �¢ ¦ ²¨¬¥¬®, ¹® °Æ¢¥¼ ¤¥² «Æ§ ¶ÆÈ ®¯¨± ¿  «£®-

°¨²¬³ ¢Æ¤®¬¨©  ¯°Æ®°Æ, ²®¡²®, ±²°®£® ¢¨§ · Ä²¼±¿ ¤¥¿ª¨¬ § ¯ ±®¬ ¤Æ©

(§ ¤ Ä²¼±¿ ±¯¨±ª®¬ ÈµÆµ Æ¬¥) Æ ¬®¦¨®¾ ¯°®±²¨µ ª« ±Æ¢ ®¡'Äª²Æ¢, ¿ª 

¥ ¯®²°¥¡³Ä ¯®¤ «¼¸®£® ¤¥² «¼Æ¸®£® ¯®¿±¥¿ ¤«¿ ª®°¨±²³¢ ·Æ¢  «-

£®°¨²¬³. �¼®£® §¤¥¡Æ«¼¸®£® ¤®±¿£ ¾²¼  ¡®  ª±Æ®¬ ²¨·® (§ ¤ ¾·¨ ¬®-

¤¥«¼ ®¡·¨±«¥¼,  ¯°¨ª« ¤, ¬ ¸¨³ �¼¾°Æ£ ),  ¡® ²¥µ®«®£Æ·® (§ -

¤ ¾·¨ ±¯¨±®ª ®¯¥° ¶Æ© ²  ®¯¥° ¤Æ¢ ¢¡³¤®¢ ¨µ ³ ª®¬¯'¾²¥° ©®£® °®§-

°®¡¨ª ¬¨).

� ±²® ¤¥¿ª³ § ¤ ·³ ¬®¦  °®§¢'¿§ ²¨ §  ¤®¯®¬®£®¾ ¡Æ«¼¸¥ Æ¦ ®¤-

®£®  «£®°¨²¬³. �®¤Æ ¢¨¨ª Ä § ¯¨² ¿, ¿ª ±¥°¥¤ ¤¥ªÆ«¼ª®µ  «£®°¨²¬Æ¢

¢¨¡° ²¨  ©ª° ¹¨©. �°®§³¬Æ«®, ¹® ¶¥© ¢¨¡Æ° ¬ Ä § «¥¦ ²¨ ¢Æ¤ ¯°¨©¿-

²¨µ ª°¨²¥°ÆÈ¢, ¿ªÆ ¬®¦³²¼ ¡³²¨ °Æ§¨¬¨ ¤«¿ °Æ§®£® ²¨¯³ § ¤ ·. � ©· ±-

²Æ¸¥ ª°¨²¥°ÆÄ¬ Ä ¢¨²° ²¨ · ±³, ¿ªÆ ¬®¦   ¡«¨§¨²¨ ªÆ«¼ªÆ±²¾ ¥«¥¬¥-
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² °¨µ ®¯¥° ¶Æ© (² ª¨µ ¿ª ¬®¦¥¿, ¤®¤ ¢ ¿, ¯®°Æ¢¿¿), ¯®²°Æ¡-

¨µ ¤«¿ ¢¨ª® ¿  «£®°¨²¬³. � ¡ £ ²¼®µ ¢¨¯ ¤ª µ  ¡«¨¦¥¨© · ±,

¯®²°Æ¡¨© ¤«¿ °®§¢'¿§ ¿ § ¤ ·Æ, ¢¤ Ä²¼±¿ ¢¨° §¨²¨ ³ ¢¨£«¿¤Æ ´³ª¶ÆÈ

t(n) ¢Æ¤ ¤¥¿ª®£® µ ° ª²¥°¨±²¨·®£® ·¨±«  n (¤®¢¦¨¨ ¢µÆ¤¨µ ¤ ¨µ)

§ ¤ ·Æ. �®¤Æ ª ¦³²¼, ¹®  «£®°¨²¬ °®§¢'¿§³Ä § ¤ ·³ §  · ± t(n), ¿ª¹®  

ª®¦®¬³ ¢µ®¤Æ ¤®¢¦¨¨ n ¢Æ °®¡¨²¼ ¥ ¡Æ«¼¸¥ Æ¦ t(n) ª°®ªÆ¢ (¥«¥¬¥-

² °¨µ ®¯¥° ¶Æ©).

�«£®°¨²¬¨  §¨¢ ¾²¼ ¯®«Æ®¬Æ «¼¨¬¨, ¿ª¹® t(n) � cnc; ¤«¿ ¤¥¿ª®È
ª®±² ²¨ c. �«£®°¨²¬¨, · ±®¢  ±ª« ¤Æ±²¼ ¿ª¨µ ¥ ¯Æ¤¤ Ä²¼±¿ ¯®¤Æ¡Æ©

®¶Æ¶Æ,  §¨¢ ¾²¼ ¥ª±¯®¥¶Æ©¨¬¨.

�¢ ¦ Ä²¼±¿, ¹® ¯®«Æ®¬Æ «¼Æ  «£®°¨²¬¨ ¢Æ¤¯®¢Æ¤ ¾²¼ ¸¢¨¤ª¨¬,

¥´¥ª²¨¢¨¬   ¯° ª²¨¶Æ  «£®°¨²¬ ¬, ¥ª±¯®¥¶Æ©Æ | ¯®¢Æ«¼¨¬ Æ ¥-

¥´¥ª²¨¢¨¬  «£®°¨²¬ ¬. �Æ¤¯®¢Æ¤® § ¤ ·³, ¿ª³ ¬®¦  °®§¢'¿§ ²¨ «¨-

¸¥ ¥ª±¯®¥¶Æ©¨¬  «£®°¨²¬®¬, ·¨ ¤«¿ ¿ª®È ¥¢Æ¤®¬Æ ¯®«Æ®¬Æ «¼Æ  «-

£®°¨²¬¨,  §¨¢ ¾²¼ ¢ ¦ª®¾.

3.3.1. �®¢¦¨  ·¨±«  ²  · ±®¢  ®¶Æª   «£®°¨²¬Æ¢

� ±®¢³ ®¶Æª³ ±ª« ¤®±²Æ  «£®°¨²¬Æ¢ §°³·® § ¯¨±³¢ ²¨ ²¥°¬Æ -

¬¨ O(n). �¥µ © f(n) Æ g(n) | ´³ª¶ÆÈ ¶Æ«®£®  °£³¬¥² , ¿ªÆ ¤«¿ ¢±Æµ n

 ¡³¢ ¾²¼ ¤®¤ ²Æ § ·¥¿ (¥ ®¡®¢'¿§ª®¢® ¶Æ«Æ). � ¦³²¼, ¹® f(n) =

O

�
g(n)

�
( ¡® ª®°®²ª® f = O(g)), ¿ª¹® Æ±³Ä ² ª  ª®±² ²  C, ¸® 8n 2 N

·¨±«® f(n) Ä ¬¥¸¥ Æ¦ C � g(n). � ¯°¨ª« ¤, 2n2 + 3n � 3 = O(n2):

�¯° ¢¤Æ, ¿ª¹® C = 3, ²® 2n2 + 3n � 3 < 3n2; 8n 2 N. �  ¯° ª²¨¶Æ,

¢¦¨¢ ¾·¨ ¯®§ ·¥¿ O-¢¥«¨ª®£®, ¥ ¢° µ®¢³¾²¼ ¯®¢¥¤Æª¨ ´³ª¶Æ© f

²  g ¤«¿ ¬ «¨µ § ·¥¼  °£³¬¥²³. � §¢'¿§ª³ § ¶¨¬ ¯°¨©¬ ¾²¼ ² ª¥

®§ ·¥¿.

�§ ·¥¿ 3.19. �¥µ © ¤«¿ ¢±Æµ  °£³¬¥²Æ¢ n � n0 ´³ª¶ÆÈ f ²  g

¢¨§ ·¥Æ, ¯°¨©¬ ¾²¼ ¤®¤ ²Æ § ·¥¿ Æ ¤«¿ ¤¥¿ª®È ª®±² ²¨ C ¢¨-

ª®³Ä²¼±¿ ¥°Æ¢Æ±²¼ f(n) � C � g(n). �®¤Æ £®¢®°¿²¼, ¹® f = O(g) (f

Ä O-¢¥«¨ª¥ ¢Æ¤ g).

� ³¢ ¦¥¿ 3.2. 1. � ¯¨±³¾·¨ f = O(g), ¬¨ ¢¨ª®°¨±²®¢³Ä¬® § ª

°Æ¢®±²Æ, ¯°®²¥ ¬ Ä¬® ©®£® °®§³¬Æ²¨ ¿ª ¥°Æ¢Æ±²¼. �«¿ ¯°¨ª« -

¤³, § ¯¨± n
p
n = O(n2) Ä ¯° ¢¨«¼¨¬, ²®¤Æ ¿ª § ¯¨± n2 = O(n

p
n)

Ä ¥¯° ¢¨«¼¨¬.

2. �·¥¢¨¤®, §¬Æ  ¥ § ¢¦¤¨ ¬ Ä ¡³²¨ ¯®§ ·¥  «Æ²¥°®¾ n. Ǳ®§ -

¿ª § ¤ Æ ¢¨° §¨ ¬®¦³²¼ ¬Æ±²¨²¨ °Æ§Æ ª®±² ²¨, ²® ²°¥¡ 
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·Æ²ª® °®§°Æ§¿²¨, ¿ª  «Æ²¥°  ¢¨° ¦ Ä §¬Æ³ (¤¨¢. ¯°¨ª« ¤ 5).

3. �³ª¶Æ¿ g(n) ¯®¢¨  ¤®¡°¥ ¢Æ¤®¡° ¦ ²¨ µ ° ª²¥° °®±²³ ´³ª-

¶ÆÈ f(n), ²®¡²® ¡³²¨ ¤®±¨²¼ ²®·¨¬ ®¡¬¥¦¥¿¬ §¢¥°µ³. � ªÆ

²¢¥°¤¦¥¿ ´®°¬ «¼® ¬ ²¥¬ ²¨·® ¯° ¢¨«¼Æ, ¯°®²¥ ¥ ¢¦¨-

¢ ¾²¼±¿   ¯° ª²¨¶Æ: 1) n2 = O(n3 + n lnn + 2002); 2) n2 =

O(en
2

); 3) e�n = O(n2).

4. Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® f(n) | ±³¬  ¤®¤ ªÆ¢, ±¥°¥¤ ¿ª¨µ ®¤¨ ¤«¿ ¢¥«¨-

ª¨µ n Ä § ·® ¡Æ«¼¸¨¬ ¢Æ¤ Æ¸¨µ. �ª¹® ·¥°¥§ g(n) ¯®§ ·¨¬® ¶¥©

À¤®¬Æ³¾·¨© ¤®¤ ®ªÁ, ²® ¬®¦¥¬® § ¯¨± ²¨ f(n) = O

�
g(n)

�
. � -

¯°¨ª« ¤, ¿ª¹® f(n) | ¯®«Æ®¬ ±²¥¯¥¿ d, ²® À¤®¬Æ³¾·¨¬Á ¡³¤¥

¬®®¬ adn
d Æ f(n) = O(nd).

5. �ª¹® f(n) Æ g(n) | ´³ª¶ÆÈ, ¿ªÆ ¤«¿ n � n0 ¯°¨©¬ ¾²¼ ¤®¤ ²Æ

§ ·¥¿ ª°Æ¬ ²®£®, limn!1
f(n)
g(n)

Ä ·¨±«®¬, ²® ¥±ª« ¤® ¯®ª § -

²¨, ¹® f = O(g): �ª¹® ¶¿ £° ¨¶¿ ¤®°Æ¢¾Ä ³«¾, ²® ª ¦³²¼,

¹® f Ä o-¬ «¥ ¢Æ¤ g Æ § ¯¨±³¾²¼ f = o(g).

6. �ª¹® limn!1
f(n)
g(n) = 1, ²® § ¯¨±³¾²¼ f � g Æ ª ¦³²¼, ¹® f Æ g Ä

 ±¨¬¯²®²¨·® °Æ¢¨¬¨.

7. � ±²® ¢¨ª®°¨±²®¢³¾²¼ ¹¥ ¤¢  ±¨¬¢®«¨ 
; �, ¿ªÆ ¯®¢'¿§ Æ §

¯®§ ·¥¿¬ O-¢¥«¨ª¥. � ¯¨± f = 
(g) °Æ¢®±¨«¼¨© § ¯¨±³ g =

O(f), ¢¨° § f = �(g) ®§ · Ä, ¹® ¢¨ª®³¾²¼±¿ ®¤®· ±® f =

O(g) Æ g = O(f), ²®¡²® Æ±³¾²¼ ² ªÆ ¤®¤ ²Æ ª®±² ²¨ C1, C2

Æ n0 2 N, ¹® C1g(n) � f(n) � C2g(n); ¤«¿ ¢±Æµ n � n0.
Ǳ°¨ª« ¤¨

1. �ª¹® f(n) | ¯®«Æ®¬ ±²¥¯¥¿ d §Æ ±² °¸¨¬ ª®¥´Æ¶ÆÄ²®¬ ad, ²® f(n) � adn
d.

2. (�¢¥°¤¦¥¿ ¯°® ¹Æ«¼Æ±²¼ ¬®¦¨¨ ¯°®±²¨µ ·¨±¥«.) �(n) � n

ln n
; ¤¥ �(n) |

ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¯°®±²¨µ ·¨±¥«, ¿ªÆ ¥ ¯¥°¥¢¨¹³¾²¼ n.

3. �¥µ © " ¯®§ · Ä ¬ «³ ¤®¤ ²³ ª®±² ²³ ( ¯°¨ª« ¤, " = 0; 001). �®¤Æ ln n =

O(n"), ¡Æ«¼¸¥ ²®£® ln n = o(n"). �¯° ¢¤Æ, §  ¤®¯®¬®£®¾ ¯° ¢¨«  �®¯Æ² «¿
¬®¦  «¥£ª® ¯¥°¥ª® ²¨±¼, ¹® limn!1

ln n

n"
= 0:

4. �¥µ © Lb(n) | ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¶¨´° § ¯¨±³ ·¨±«  n ³ ±¨±²¥¬Æ ·¨±«¥¿ §  ®±®¢®¾

b. �Æª±³Ä¬® b Æ ²° ª²³Ä¬® n ¿ª §¬Æ³. �®¤Æ Lb(n) = 1 + [log
b
n] = 1 +

�
ln n

ln b

�
;

¤¥ [a] ®§ · ¾²¼ ¶Æ«³ · ±²¨³ ·¨±«  a. Ǳ®§ ¿ª b | ª®±² ² ,   ®²¦¥ Æ ln b |

ª®±² ² , ²® Lb(n) = O(ln n):

5. �®§£«¿¥¬® ±³¬³
P

n

i=1
i
k. �ª¹® k § ´Æª±®¢ ¥ Æ n ¥®¡¬¥¦¥® §°®±² Ä, ²®

®¤¥°¦¨¬®

f(n) =

nX
i=1

i

k � n
k+1

k + 1
:
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(�®¡ ¶¥ ¤®¢¥±²¨, ¤®±² ²¼® § ³¢ ¦¨²¨, ¹® 1

nk+1
f(n) Ä · ±²ª®¢®¾ ±³¬®¾ Æ²¥£-

° «  �Æ¬  
R
1

0
x
k
dk.) �ª¹® ¬¨ § ´Æª±³Ä¬® n Æ ²° ª²³¢ ²¨¬¥¬® k ¿ª §¬Æ³,

²® ²¢¥°¤¦¥¿ f(k) =
P

n

i=1
i
k � n

k+1

k+1
Ä µ¨¡¨¬. � ¯°¨ª« ¤, ¤«¿ n = 2 ¬ -

«® ¡ ¢¨ª®³¢ ²¨±¼ 1 + 2k � 2

k+1
2k; ¹® ¥¯° ¢¨«¼®. �¨¡¨¬ Ä  ¢Æ²¼ ±« ¡¸¥

²¢¥°¤¦¥¿ 1 + 2k = O

�
2
k+1

k+1

�
:

6. �«¿ ´³ª¶Æ© f; g ¢Æ¤ ¤¢®µ §¬Æ¨µ m Æ n ¯®§ ·¥¿ f = O(g) °®§³¬ÆÄ¬® ² ª:
Æ±³¾²¼ ª®±² ²¨ C; n0; m0 ² ªÆ, ¹® f(m;n) � Cg(m; n) 8m �m0; n � n0:

�¥µ © f(m;n) | ªÆ«¼ªÆ±²¼ ²®·®ª ¯«®¹¨¨ § ¶Æ«¨¬¨ ª®®°¤¨ ² ¬¨, ¿ªÆ  «¥-

¦ ²¼ ®¡« ±²Æ, ®¡¬¥¦¥Æ© ¥«Æ¯±®¬ § ¯Æ¢®±¿¬¨ m Æ n. f(m;n) ¯°¨¡«¨§® ¤®°Æ¢¾Ä

¯«®¹Æ ¥«Æ¯± , ²®¡²® �mn. �®·¥ § ·¥¿ f(m;n) § «¥¦¨²¼ ¢Æ¤ ¯®«®¦¥¿
¥«Æ¯±  ¢ ±¨±²¥¬Æ ª®®°¤¨ ². � ¡³¤¼-¿ª®¬³ ¢¨¯ ¤ª³ ¥±ª« ¤® ¯®ª § ²¨, ¹®

f(m;n) � 4mn ¤«¿ ¢¥«¨ª¨µ m Æ n, ²®¡²® f(m;n) = O(mn).

� «Æ ¢¢ ¦ ²¨¬¥¬®, ¹® ¢±Æ ¶Æ«Æ ·¨±«  § ¯¨± Æ ³ ¤¢Æ©ª®¢Æ© ±¨±²¥¬Æ

·¨±«¥¿. �®§£«¿¥¬®  °¨´¬¥²¨·Æ ®¯¥° ¶ÆÈ  ¤ ² ª¨¬¨ ·¨±« ¬¨. �ª

¬¨ ¢¦¥ § ³¢ ¦¨«¨ ³ ¯°¨ª« ¤Æ 4, ¤®¢¦¨  L(n) ¡Æ °®£® ·¨±«  n Ä ² -

ª®¾: L(n) = L2(n) = 1 + [log2 n] = 1 +
�
lnn
ln 2

�
; ²®¬³ L(n) = O(lnn): �±-

² ¾ °Æ¢Æ±²¼ ¬®¦  ¹¥ Æ²¥°¯°¥²³¢ ²¨, ¿ª ®¶Æª³ ®¡'Ä¬³ ¥®¡µÆ¤®È

ª®¬¯'¾²¥°®È ¯ ¬'¿²Æ ¤«¿ §¡¥°Æ£ ¿ ·¨±«  n.

Ǳ°®±²¥¦¨¬® ¿ª®¾ ¡³¤¥ ¤®¢¦¨  ·¨±« , ®¤¥°¦ ®£®:  ) ¤®¤ ¢ ¿¬;

¡) ¬®¦¥¿¬ n ¤®¤ ²¨µ ¶Æ«¨µ ·¨±¥«, ¤®¢¦¨  ª®¦®£® § ¿ª¨µ ¥

¯¥°¥¢¨¹³Ä k. �¥£ª® § ³¢ ¦¨²¨, ¹® ¤®¢¦¨  ±³¬¨ ¤¢®µ ·¨±¥«  ¡® ¤®°Æ¢-

¾Ä ¤®¢¦¨Æ ¡Æ«¼¸®£® § ¨µ,  ¡® Ä ¡Æ«¼¸®¾ ¢Æ¤ ¥È   1. �ª¹® ¤®¤ Ä¬®

n ·¨±¥«, § ¿ª¨µ ª®¦¥ ¬ Ä ¤®¢¦¨³ ¹® ©¡Æ«¼¸¥ k, ²® ±³¬  ¡³¤¥ ¬¥¸ 

§  n2k. �®¬³ ¤®¢¦¨  ±³¬¨ ¥ ¯¥°¥¢¨¹³¢ ²¨¬¥ k + L(n).

�«¿ ²®£® ¹®¡ ¤ ²¨ ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼   § ¯¨² ¿ ¯°® ¤®¢¦¨³ ¤®¡³²ª³,

¢¨ª®°¨±² Ä¬® ² ª¨© ´ ª²: ·¨±«® m ¤®¢¦¨¨ k § ¤®¢®«¼¿Ä ¥°Æ¢Æ±²¼:

2k�1 � m < 2k: �ª¹® k = L(m1); l = L(m2), ²®, ¯¥°¥¬®¦¨¢¸¨ ¥°Æ¢-

®±²Æ 2k�1 � m1 < 2k Æ 2l�1 � m2 < 2l; ®¤¥°¦¨¬® 2k+l�2 � m1m2 < 2k+l.

�¢Æ¤±¨ ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® ¤®¢¦¨  ¤®¡³²ª³ m1m2 ¤®°Æ¢¾Ä ±³¬Æ ¤®¢¦¨ m1 Æ

m2  ¡® Ä ¢Æ¤ ¥È ¬¥¸®¾   1. �®¡²®, ¬®¦  ¢¢ ¦ ²¨, ¹® ¯°¨ ¬®¦¥-

Æ ¤¢®µ ·¨±¥« ÈµÆ ¤®¢¦¨¨ ¤®¤ ¾²¼±¿. Å ª¸¥ ª ¦³·¨, ¤®¢¦¨  ·¨±¥«

¯®¢®¤¨²¼±¿ ¿ª «®£ °¨´¬.

�¥µ © ²¥¯¥° ¬¨ µ®·¥¬® ¯¥°¥¬®¦¨²¨ n ·¨±¥« m1; m2; : : : ; mn ¤®¢-

¦¨¨ k ¡Æ²Æ¢. Ǳ®§ ¿ª 2k�1 � mi < 2k i = 1; : : : ; n; ²® ®¤¥°¦¨¬®

2nk�n � Qn
i=1mi < 2nk: �¢Æ¤±¨ ¤®¢¦¨  ¤®¡³²ª³ «¥¦¨²¼ ³ ¬¥¦ µ ¢Æ¤

nk � (n � 1) ¤® nk. �ª¹®  ± ¶Æª ¢¨²¼ «¨¸¥ ²®·¥ ®¡¬¥¦¥¿ §¢¥°µ³,

²® ¬®¦¥¬® ±²¢¥°¤¦³¢ ²¨, ¹® ¤®¢¦¨  ¤®¡³²ª³ n k-¡Æ²®¢¨µ ¬®¦¨ªÆ¢

¥ ¯¥°¥¢¨¹³Ä nk.
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Ǳ°¨ª« ¤

Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® ¯®²°Æ¡® ®¶Æ¨²¨ ¤®¢¦¨³ ·¨±«  n!. � ³¢ ¦¨¬®, ¹® ¢±Æ ¬®¦-

¨ª¨ ¢ n! ¬ ¾²¼ ¤®¢¦¨³ ¥ ¡Æ«¼¸³ L(n) = O(ln n). �®¤Æ §  ¯®¯¥°¥¤Æ¬ ²¢¥°¤¦¥¿¬

L(n!) � n � L(n) = O(n ln n): Ǳ®§ ¿ª ¡ £ ²® ¬®¦¨ªÆ¢ § ·® ¬¥¸Æ ¢Æ¤ n, ²® ¬®¦ 
§ ±³¬Æ¢ ²¨±¼ ³ ²®¬³, ¹® ®¤¥°¦   ®¶Æª  Ä  ©ª° ¹®¾.

� ±¯° ¢¤Æ, ±¥°¥¤ ·¨±¥« 1; 2; 3; : : : ; n Ä ¹® ©¬¥¸¥ n=2 ·¨±¥« ¤®¢¦¨¨ log2 n� 1.

�¢Æ¤±¨ ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® ¤®¢¦¨  n! ¹® ©¬¥¸¥ n=2(log2 n � 1) Æ ¤«¿ ¤®±¨²¼ ¢¥«¨ª¨µ

n ¯¥°¢¨¹³Ä C2n ln n, ¤¥ C2 | ¯¥¢¨¬ ·¨®¬ ¯Æ¤Æ¡°   ª®±² ² . �²¦¥, L(n!) =
�(n ln n), ²®¬³  ¢¥¤¥  ®¶Æª  Ä  ©ª° ¹®¾.

3.3.2. �« ±¨·Æ  «£®°¨²¬¨ ¶Æ«®·¨±¥«¼®È  °¨´¬¥²¨ª¨ ² 

Èµ¿ ±ª« ¤Æ±²¼

Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹®  ¬ ²°¥¡  ¢¨ª® ²¨  °¨´¬¥²¨·Æ ®¯¥° ¶ÆÈ § ¢¥«¨ª¨¬¨

¶Æ«¨¬¨ ·¨±« ¬¨ ( ¯°¨ª« ¤, ¯®°¿¤ª³ 21000). �ª¹® ¡ ¬¨ µ®²Æ«¨ ¯¥°¥¤®°³-

·¨²¨ ¢¨ª® ¿ ¶¼®£® § ¢¤ ¿ ª®¬¯'¾²¥°®¢Æ, ²® ¤®¢¥«®±¼ ¡¨ °®§°®¡«¿-

²¨ ¯°®£° ¬¥ § ¡¥§¯¥·¥¿ ¤«¿  °¨´¬¥²¨ª¨ ¶Æ«¨µ ·¨±¥«. (�¥ ¯®¢'¿§ ®

§ ²¨¬, ¹® ³ ª®¬¯'¾²¥°Æ  ¯ ° ²® °¥ «Æ§®¢ ® ®¯¥° ²®°¨ +; �, Æ ².¤. ¤«¿
¶Æ«¨µ ·¨±¥«, ¿ªÆ ¥ ¯¥°¥¢¨¹³¾²¼ 216; 232 ·¨ 264,   ¢ ¤¥¿ª¨µ ¬®¢ µ ¯°®-

£° ¬³¢ ¿ ¤«¿ ¶Æ«¨µ ¯®¤¢Æ©®È ¡Æ °®È ¤®¢¦¨¨, ²®¡²® ¥ ¡Æ«¼¸¥ 2128.)

� ¯°®£° ¬Æ±²±¼ª®£® ¯®£«¿¤³ ¬®¦  ¢¨ª®°¨±² ²¨ ² ªÆ ¤¢  ¯Æ¤µ®¤¨.

1. � ¯¨± ²¨ ¯°®¶¥¤³°³,  §¢ ¢¸¨ ÈÈ SumInt, ¤«¿ ¤®¤ ¢ ¿ ¶Æ«¨µ ·¨-

±¥«, |   ¢µÆ¤ ¿ª®È ¯®¤ ¾²¼±¿ ¶Æ«Æ m Æ n,   ¢¨µ®¤Æ ®¤¥°¦³Ä¬®

§ ·¥¿ Èµ¼®È ±³¬¨.

2. ÀǱ¥°¥®§ ·¨²¨Á ®¯¥° ²®° +: ²®¡²®, ª®«¨ ¯®²° ¯«¿Ä¬®   ®¯¥° ²®°

+, ²® ¯¥°¥¢Æ°¿Ä²¼±¿ ²¨¯ §¬Æ¨µ, ¿ªÆ Ä ©®£®  °£³¬¥² ¬¨ Æ ¿ª¹®

¢¨¿¢«¥® À¤®¢£ÆÁ ¶Æ«Æ ·¨±« , ²® ¢¨ª«¨ª Ä²¼±¿ ¯°®¶¥¤³°  SumInt.

(� ª¨© ¯Æ¤µÆ¤  §¨¢ ¾²¼ À¤°³¦Æ¬ ¤® ª®°¨±²³¢ · Á, ²®¬³ ¹® ª®-

°¨±²³¢ ·¥¢Æ ¥ ²°¥¡  ¯ ¬'¿² ²¨ Æ¬¥  ¢±Æµ ¯°®¶¥¤³°, ¿ªÆ ¬®¦³²¼

©®¬³ § ¤®¡¨²¨±¼.)

�¥© ¯Æ¤µÆ¤ ¬®¦  § ±²®±®¢³¢ ²¨ ¤® ¡³¤¼-¿ª¨µ ®¯¥° ¶Æ© § ¶Æ«¨¬¨ ·¨±« -

¬¨.

Ǳ°®  «Æ§³Ä¬® ¿ª ¢¨ª® ²¨ ¤®¤ ¢ ¿ ¤¢®µ ¡Æ °¨µ ·¨±¥«, ¤®¢¦¨ 

¿ª¨µ ¥ ¯¥°¥¢¨¹³Ä k. �  ¯®²°Æ¡Æ ¬Æ°ª³¢ ¿ ¬¨ ¢¦¥  ²° ¯«¿«¨ ³

¯. 3.2.3., ª®«¨ ®¯¨±³¢ «¨ °®¡®²³ ±³¬ ²®° . �®§£«¿¥¬® ² ª¨© ¯°¨ª« ¤
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¤®¤ ¢ ¿ À¢ ±²®¢¯·¨ªÁ:

1 1 1 1

1 1 1 1 0 0 0

0 0 1 1 1 1 0

1 0 0 1 0 1 1 0

�ª¹® ®¤¥ § ·¨±¥« ª®°®²¸¥ ¢Æ¤ Æ¸®£®, ²® ¤®¯¨±³Ä¬® §«Æ¢  ¢Æ¤ ¼®£®

¢Æ¤¯®¢Æ¤³ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ³«Æ¢ Æ ¢¨ª®³Ä¬® k ° §Æ¢ ² ªÆ ª°®ª¨.

1. Ǳ®·¨ ¾·¨ § ¬¥¸¨µ °®§°¿¤Æ¢, §·¨²³Ä¬® ¢¥°µÆ© Æ ¨¦Æ© ¡Æ², ¯¥-

°¥¢Æ°¿Ä¬®, ·¨ Ä  ¤ ¢¥°µÆ¬ ¡Æ²®¬ À¯¥°¥¥±¥¿Á.

2. �ª¹® ®¡¨¤¢  ¡Æ²¨ Ä ³«¿¬¨ Æ ¥¬ Ä ¯¥°¥¥±¥¿, ²® § ¯¨±³Ä¬® ³«¼

Æ ¯¥°¥µ®¤¨¬® ¤®  ±²³¯®È ¯®§¨¶ÆÈ.

3. �ª¹® ( ) ®¡¨¤¢  ¡Æ²¨ | ³«Æ Æ Ä ¯¥°¥¥±¥¿,  ¡® (¡) ®¤¨ § ¡Æ-

²Æ¢ Ä ³«¥¬,   ¤°³£¨© ¤®°Æ¢¾Ä ®¤¨¨¶Æ Æ ¥ ¬ Ä ¯¥°¥¥±¥¿, ²®

§ ¯¨±³Ä¬® 1 Æ ¯¥°¥µ®¤¨¬® ¤®  ±²³¯®È ¯®§¨¶ÆÈ.

4. �ª¹® ( ) ®¤¨ § ¡Æ²Æ¢ | ³«¼, ¤°³£¨© ¤®°Æ¢¾Ä 1 Æ Ä ¯¥°¥¥±¥¿

 ¡® (¡) ®¡¨¤¢  ¡Æ²¨ ¤®°Æ¢¾¾²¼ 1 Æ ¥¬ Ä ¯¥°¥¥±¥¿, ²® § ¯¨±³Ä-

¬® 0, § ¯ ¬'¿²®¢³Ä¬® ¯¥°¥¥±¥¿ ¢  ±²³¯¨© ±²®¢¯·¨ª Æ ¯¥°¥µ®-

¤¨¬® ¤®  ±²³¯®È ¯®§¨¶ÆÈ.

5. �ª¹® ®¡¨¤¢  ¡Æ²¨ ¤®°Æ¢¾¾²¼ 1 Æ Ä ¯¥°¥¥±¥¿, ²® § ¯¨±³Ä¬® 1,

§ ¯ ¬'¿²®¢³Ä¬® ¯¥°¥¥±¥¿ ¢  ±²³¯¨© ±²®¢¯·¨ª Æ ¯¥°¥µ®¤¨¬®

¤®  ±²³¯®È ¯®§¨¶ÆÈ.

�¤®ª° ²¥ ¢¨ª® ¿ ®¯¨± ®È ¯°®¶¥¤³°¨  §¨¢ ¾²¼ ¡Æ²®¢®¾ ®¯¥° -

¶ÆÄ¾. �®¤ ¢ ¿ ¤¢®µ k-¡Æ²®¢¨µ ·¨±¥« ¯®²°¥¡³Ä k ¡Æ²®¢¨µ ®¯¥° ¶Æ©.

� £ «®¬  ¢Æ²¼ ¤³¦¥ ±ª« ¤Æ § ¢¤ ¿, ¬®¦  °®§¡¨²¨   ¥«¥¬¥² °Æ

(¡Æ²®¢Æ) ®¯¥° ¶ÆÈ. � ±, ¿ª¨© ¯®²°Æ¡¨© ª®¬¯'¾²¥°®¢Æ ¤«¿ ¢¨ª® ¿ § ¢-

¤ ¿, §¤¥¡Æ«¼¸®£® ¯°®¯®°¶Æ©¨© ¤® ªÆ«¼ª®±²Æ ¥«¥¬¥² °¨µ ®¯¥° ¶Æ©.

�·¥¢¨¤®, ¹® ª®¥´Æ¶ÆÄ² ¯°®¯®°¶Æ©®±²Æ | ¶¥ · ±²ª   ®±¥ª³¤¨, ¿ª 

¯®²°Æ¡  ¤«¿ ¢¨ª® ¿ ¡Æ²®¢®È ®¯¥° ¶ÆÈ, Æ § «¥¦¨²¼ ¢Æ¤ µ ° ª²¥°¨±²¨ª

ª®ª°¥²®È ª®¬¯'¾²¥°®È ±¨±²¥¬¨. (�°®§³¬Æ«®, ¹® ¶¥ ¤¥¹® ±¯°®¹¥¨©

¯Æ¤µÆ¤, ²®¬³ ¹®   · ± ¢¨ª® ¿ § ¢¤ ¿ ¬ ¾²¼ ¢¯«¨¢ À ¤¬ÆÆ±²° ¶Æ©-

Æ ·¨¨ª¨Á, ² ªÆ ¿ª ¤®±²³¯ ¤® ¯ ¬'¿²Æ ²®¹®.) �²¦¥, · ± (²®¡²® ªÆ«¼-

ªÆ±²¼ ¡Æ²®¢¨µ ®¯¥° ¶Æ©), ¿ª¨© § ²° · Ä²¼±¿   ¤®¤ ¢ ¿ ¤¢®µ ·¨±¥«,

¤®°Æ¢¾Ä ¬ ª±¨¬³¬³ ¤®¢¦¨ ¤®¤ ªÆ¢, ¹® ¬®¦  § ¯¨± ²¨ ³ ¢¨£«¿¤Æ

· ±
�
( ·¨±«® k-¡Æ²®¢¥ ) + ( ·¨±«® l-¡Æ²®¢¥ )

�
= max(k; l):
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�ª¹® ¢¨ª®°¨±² Ä¬® § «¥¦Æ±²¼ ¬Æ¦ ·¨±« ¬¨ ²  Èµ¼®¾ ¤®¢¦¨®¾

(L(m) = O(lnm)), ²® ®¤¥°¦¨¬®

· ±
�
m+ n

�
= O

�
max(lnm; lnn)

�
:

� ³¢ ¦¨¬®, ¹® Ä ¢Æ¤¬ÆÆ±²¼ ¬Æ¦ ´³ª¶Æ¿¬¨ · ±³ ¢¨ª® ¿ ¤¥¿ª®È ®¯¥-

° ¶ÆÈ § ¯¨± ¨µ ³ ²¥°¬Æ µ ± ¬¨µ ·¨±¥« (m;n) Æ ²¥°¬Æ µ ÈµÆµ ¤®¢-

¦¨ (k; l). � «¥¦® ¢Æ¤ ±¨²³ ¶ÆÈ ®¡¨¤¢  ¯Æ¤µ®¤¨ ¬®¦³²¼ ¢¨ª®°¨±²®¢³-

¢ ²¨±¼, ²®¬³ Èµ ²°¥¡  ·Æ²ª® °®§°Æ§¿²¨.

�®§£«¿¥¬® ¬®¦¥¿ k-¡Æ²®¢®£® ·¨±«    l-¡Æ²®¢¥. �¨ª®°¨±²®¢³¾·¨

¢Æ¤®¬¨© ¹¥ §Æ ¸ª®«¨ ¬¥²®¤ ¬®¦¥¿ À¢ ±²®¢¯·¨ªÁ ®¤¥°¦¨¬®,  ¯°¨ª-

« ¤,

1 1 1 0 1

1 1 0 1

1 1 1 0 1

1 1 1 0 1

1 1 1 0 1

1 0 1 1 1 1 0 0 1

� £ «®¬ ¶¥© ¬¥²®¤ ¤ Ä ¹® ©¡Æ«¼¸¥ l °¿¤ªÆ¢ (ª®¦¨© ³«¼®¢¨© ¡Æ² ¤°³-

£®£® ·¨±«  §¬¥¸³Ä ªÆ«¼ªÆ±²¼ °¿¤ªÆ¢   1). �®¦¨© °¿¤®ª Ä ª®¯ÆÄ¾

¯¥°¸®£® ·¨±«  §±³®²®£®   ¯¥¢³ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¯®§¨¶Æ©. �Æ«¼Æ ¯®§¨¶ÆÈ §

¯° ¢®£® ¡®ª³ ¬®¦¥¬® § ¯®¢¨²¨ ³«¿¬¨. � «Æ ¢¨ª®³Ä¬® ¯®±«Æ¤®¢¥

¤®¤ ¢ ¿ °¿¤ªÆ¢ ¯ ° ¬¨:  ¯°¨ª« ¤, ¯¥°¸¨© ¤® ¤°³£®£®, ¯®²Æ¬ ±³¬³

¯¥°¸®£® Æ ¤°³£®£® °¿¤ªÆ¢ ¤®¤ Ä¬® ¤® ²°¥²¼®£® Æ ². ¤. �²¦¥, ¯®²°Æ¡®

¡³¤¥ ¢¨ª® ²¨ l � 1 ¤®¤ ¢ ¼. � ª®¦®¬³ ² ª®¬³ ¤®¤ ¢ Æ ±¯®· ²ª³

±¯¨±³Ä¬® ²Æ ¡Æ²¨ § ¢¥°µ¼®£® °¿¤ª , ¿ªÆ «¥¦ ²¼  ¤ ¤®¯¨± ¨¬¨ ³«¿¬¨.

�¥ ¯¥°¥¥±¥¿ ¡Æ²Æ¢ ¥ ¢¢ ¦ Ä¬® ¡Æ²®¢®¾ ®¯¥° ¶ÆÄ¾,   ¢Æ¤®±¨¬® ¤®

À ¤¬ÆÆ±²° ¶Æ©¨µ ·¨¨ªÆ¢Á, ²®¡²® ¥µ²³Ä¬® ¨¬ ®¶Æ¾¾·¨ ±ª« ¤Æ±²¼

 «£®°¨²¬³. �²¦¥, ª®¦¥ ¤®¤ ¢ ¿ ¯®²°¥¡³Ä «¨¸¥ k ¡Æ²®¢¨µ ®¯¥° ¶Æ©.

�®¬³ ±³¬ °  ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¡Æ²®¢¨µ ®¯¥° ¶Æ© ¯®²°Æ¡¨µ ¤«¿ ¤®±¿£¥¿ °¥-

§³«¼² ²³ ¥ ¯¥°¥¢¨¹³Ä k � l.
Ǳ¥°¸ Æ¦ ¯¥°¥©²¨ ¤® ®¶Æ¾¢ ¿ · ±³, ¯®²°Æ¡®£® ¤«¿ ¢¨ª® ¿

Æ¸¨µ  °¨´¬¥²¨·¨µ ®¯¥° ¶Æ©, §°®¡¨¬® ¤¥ªÆ«¼ª  § ³¢ ¦¥¼.

1. �ª¹® ¬¨ µ®·¥¬® ®¤¥°¦ ²¨ ¯°®±²Æ¸³ ²  §°³·Æ¸³ ®¶Æª³, ²® ¯®¢¨-

Æ °®§£«¿³²¨ À ©£Æ°¸¨©Á § ¬®¦«¨¢¨µ ¢¨¯ ¤ªÆ¢. � ¯°¨ª« ¤, ³ ¢¨-

¯ ¤ª³ ¬®¦¥¿ ¬®¦¥¬® ¬ ²¨ § ·® ¬¥¸¥ Æ¦ (l� 1) ¤®¤ ¢ ¼,

¿ª¹® ¥ ¢° µ®¢³¢ ²¨¬¥¬® ³«¼®¢Æ °¿¤ª¨. �®§£«¿¤ ¿ ² ª¨µ · -
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±²ª®¢¨µ ¢¨¯ ¤ªÆ¢ ¥ ¤ ±²¼ ¦®¤®È ª®°¨±²Æ, ¡®  ¸  ¬¥²  ®¶Æ¨²¨

· ± ³ ²¥°¬Æ µ O-¢¥«¨ª®£®.

2. �£Æ¤® § ¢¨§ ·¥®¾ ¤®¬®¢«¥Æ±²¾ ¢° µ®¢³Ä¬® «¨¸¥ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¡Æ-

²®¢¨µ ®¯¥° ¶Æ©, ¥µ²³¾·¨ ®¯¥° ¶Æ¿¬¨ §±³¢³, ¤®±²³¯³ ¤® ¯ ¬'¿²Æ

²®¹®.

3. �«¿ ®¶Æ¾¢ ¿ · ±³ ¥¬ Ä Ä¤¨®È ¯° ¢¨«¼®È ¢Æ¤¯®¢Æ¤Æ. � ¯°¨ª-

« ¤, ¿ª¹® ®¶Æ¾Ä¬® · ± ¬®¦¥¿ k-¡Æ²®¢®£® ·¨±«  m   l-¡Æ²®¢¥

·¨±«® n, ²® ª®¦¥ §  ¢¥¤¥¨µ ²¢¥°¤¦¥¼ Ä ¯° ¢¨«¼¨¬: 1) · ±=

O(kl); 2) · ±< O(kl); 3) · ±� k(l� 1); 4) ¿ª¹® ·¨±«® n ¬ Ä ³

¤¢Æ©ª®¢®¬³ § ¯¨±Æ ®¤ ª®¢³ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ³«Æ¢ Æ ®¤¨¨¶¼, ²® · ±� kl=2.
� ¤ «Æ ¢¨ª®°¨±²®¢³¢ ²¨¬¥¬® ®¶Æª¨ ¢¨£«¿¤³ 1) ²  2).

4. �¶Æª³ · ±³ ¬®¦¥¿ ¬®¦  ¢¨° §¨²¨ ¥ «¨¸¥ ·¥°¥§ ¤®¢¦¨¨

¬®¦¨ªÆ¢,   © ·¥°¥§ ¨µ ± ¬¨µ: · ±(m� n) = O(lnm lnn): �ª¹®

¬¨ ¬®¦¨¬® ¤¢  ·¨±«  ¯°¨¡«¨§® ®¤ ª®¢®È ¤®¢¦¨¨, ²® ¬®¦¥¬®

¢¨ª®°¨±²®¢³¢ ²¨ ®¶Æª³ O(k2) ·¨ O(ln2m).

5. �®§£«¿³²¨©  ¬¨ ¬¥²®¤ ¬®¦¥¿ ¶Æ«¨µ ·¨±¥« ³ ±²®¢¯·¨ª ®·¥-

¢¨¤® Ä  ¡ £ ²® ¸¢¨¤¸¨¬ ¢Æ¤ n-ª° ²®£® ¤®¤ ¢ ¿ ·¨±«  m ¤®

±¥¡¥. �®§°®¡«¥®  «£®°¨²¬¨ ¬®¦¥¿ ¤¢®µ k-¡Æ²®¢¨µ ·¨±¥«, ¿ªÆ

¯®²°¥¡³¾²¼ «¨¸¥ O(k ln k ln ln k) ¡Æ²®¢¨µ ®¯¥° ¶Æ©. �°®§³¬Æ«®, ¹®

¶¥© °¥§³«¼² ² ª° ¹¨©, Æ¦ O(k2) (¢Æ ª° ¹¨© Æ¦ O(k1+") ¤«¿ ¤®-

¢Æ«¼®£® " > 0).

�¨ ®¡£®¢®°¾¢ «¨ ¤®¤ ¢ ¿ ²  ¬®¦¥¿ ¶Æ«¨µ ·¨±¥«. �Æ¤Æ¬ ¿

¤³¦¥ ±µ®¦¥   ¤®¤ ¢ ¿: · ± ¢Æ¤Æ¬ ¿ ¤¢®µ k-¡Æ²®¢¨µ ·¨±¥« ¬®¦-

  ®¶Æ¨²¨ O(k). �«¿ ¶¼®£® ²°¥¡  °®§¸¨°¨²¨ ¯®¿²²¿ ¡Æ²®¢®È ®¯¥° ¶ÆÈ.

�«¥¬¥² °¨© ª°®ª ®¯¥° ¶ÆÈ ¢Æ¤Æ¬ ¿ ¬®¦  ¢¨§ ·¨²¨   «®£Æ·® ¤®

¤®¤ ¢ ¿, «¨¸¥ ®¯¥° ¶Æ¾ À¯¥°¥¥±¥¿Á ¡Æ²  ²°¥¡  § ¬Æ¨²¨ ®¯¥° ¶ÆÄ¾

À§ ¯®§¨·¥¿Á ¡Æ²  §Æ ±² °¸®£® °®§°¿¤³ Æ ³²¢®°¨²¨ ®¢¨© ±¯¨±®ª ¢±Æ-

«¿ª¨µ  «¼²¥° ²¨¢.

�®§£«¿³¢¸¨ ¤Æ«¥¿ ¶Æ«¨µ ·¨±¥« ³ ±²®¢¯·¨ª, ¥±ª« ¤® ¯®¡ ·¨²¨,

¹® ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¡Æ²®¢¨µ ®¯¥° ¶Æ© ¯®²°Æ¡¨µ ¤«¿ ¤Æ«¥¿ § ®±² ·¥¾ k-¡Æ²®-

¢®£® ·¨±«    l-¡Æ²®¢¥ ·¨±«® (k � l) ¬ Ä ¯®°¿¤®ª O
�
l(k � l + 1)

�
: �²¦¥

¬®¦  ¢¢ ¦ ²¨, ¹® ¬®¦¥¿ Æ ¤Æ«¥¿ Ä  °¨´¬¥²¨·Æ ®¯¥° ¶ÆÈ ®¤ ª®-

¢®È (¬³«¼²¨¯«Æª ²¨¢®È) ±ª« ¤®±²Æ O(k2) Æ ¯®²°¥¡³¾²¼ § ·® ¡Æ«¼¸¥

· ±³, Æ¦ ¤®¤ ¢ ¿ Æ ¢Æ¤Æ¬ ¿, ( ¤¨²¨¢ ) ±ª« ¤Æ±²¼ ¿ª¨µ Ä ¯®°¿¤ª³

O(k).
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3.3.3. �«£®°¨²¬ �¢ª«Æ¤  ²  ²¥®°¥¬  � ¬¥

�¤  § ®±®¢¨µ ¢« ±²¨¢®±²¥© ¶Æ«¨µ ·¨±¥« | ¢« ±²¨¢Æ±²¼ ¯®¤Æ«¼®±²Æ §

®±² ·¥¾ ·¨ ¥¢ª«Æ¤®¢Æ±²¼.

�¢¥°¤¦¥¿ 3.18. �«¿ ¡³¤¼-¿ª¨µ a; b 2 Z; b 6= 0 Æ±³¾²¼ Æ Ä¤¨Æ (¶Æ«Æ

·¨±« ) · ±²ª  q Æ ®±² ·  r ² ªÆ, ¹® a = bq + r; 0 � r < jbj:
�®¢¥¤¥¿. �®§£«¿¥¬® ¬®¦¨³ ¶Æ«¨µ ·¨±¥« ¢¨£«¿¤³ a � kb; ¤¥ k 2 Z,
²®¡²® ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼

: : : ; a� 3b; a� 2b; a� b; a; a+ b; a+ 2b; a+ 3b; : : :

�¨¡¥°¥¬®  ©¬¥¸¥ ¥¢Æ¤'Ä¬¥ ·¨±«® ±¥°¥¤ ·¨±¥« ¶ÆÄÈ ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ. (�¥

§ ¢¦¤¨ ¬®¦  §°®¡¨²¨, ¡®  ¸  ¬®¦¨  ¬Æ±²¨²¼ ¢Æ¤'Ä¬Æ ·¨±«  ² 

(¶Æ«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ³) ¯Æ¤¬®¦¨³ ¬®¦¨¨  ²³° «¼¨µ ·¨±¥«.) Ǳ®-

§ ·¨¬® ¢¨¡° ¥ ·¨±«® r,   ·¥°¥§ q ¯®§ ·¨¬® ¢Æ¤¯®¢Æ¤¥ § ·¥¿ k.

�¤¥°¦¨¬® r = a � qb � 0: �«¿ ¤®¢¥¤¥¿ Ä¤¨®±²Æ ¯°¨¯³±²¨¬®, ¹®

9r0 6= r Æ a = bq
0 + r

0
; 0 � r0 < jbj: �¥µ © ¤«¿ ¢¨§ ·¥®±²Æ r0 < r,   ®²¦¥,

0 < r � r0 < jbj: �±ªÆ«¼ª¨ r � r0 = (q0 � q)b; ²® r � r0 ¤Æ«¨²¼±¿   b. �®¤Æ
jbj � r � r0; ¹® ±³¯¥°¥·¨²¼  ¸®¬³ ¯°¨¯³¹¥¾. �²®¦, r = r

0
:

� ³¢ ¦¥¿ 3.3. �«¿ ®±² ·Æ ¢¨ª®°¨±²®¢³¢ ²¨¬¥¬® ² ª¥ ¯®§ ·¥-

¿ r = a mod b: �¨±«® r  §¨¢ ²¨¬¥¬® (§¢¥¤¥¨¬) «¨¸ª®¬ ·¨±«  a § 

¬®¤³«¥¬ b. �ª¹® a ¤Æ«¨²¼±¿ ¡¥§ ®±² ·Æ   b (r = 0), ²® § ¯¨±³¢ ²¨-

¬¥¬® ¶¥© ´ ª² ² ª b j a: � ¦³²¼ ² ª®¦, ¹® b ¤Æ«¨²¼ a, Æ  §¨¢ ¾²¼

b ¤Æ«¼¨ª®¬ ·¨±«  a, ·¨±«® a | ª° ²¨¬ ·¨±«  b.

�§ ·¥¿ 3.20. �¥µ © a Æ b ¶Æ«Æ ·¨±« , ¿ªÆ ®¤®· ±® ¥ ¤®°Æ¢¾¾²¼

³«¾. �Æ«¥ ·¨±«® d > 0  §¨¢ Ä²¼±¿  ©¡Æ«¼¸¨¬ ±¯Æ«¼¨¬ ¤Æ«¼¨ª®¬

·¨±«  a Æ b, ¿ª¹®

1) d j a Æ d j b;
2) ¿ª¹® c j a Æ c j b, ²® c j d:
� ©¡Æ«¼¸¨© ±¯Æ«¼¨© ¤Æ«¼¨ª ¯®§ · ¾²¼ d = ���(a; b)  ¡® ¯°®±²®

d = (a; b). �¬®¢  2 § ®§ ·¥¿ § ¡¥§¯¥·³Ä Ä¤¨Æ±²¼  ©¡Æ«¼¸®£® ±¯Æ«¼-

®£® ¤Æ«¼¨ª . �®£® Æ±³¢ ¿ ¢¨¯«¨¢ Ä § ² ª®£® ²¢¥°¤¦¥¿.

�¢¥°¤¦¥¿ 3.19. �ª¹® a; b 2ZÆ ®¤®· ±® ¥ ¤®°Æ¢¾¾²¼ ³«¾, ²®

Æ±³¾²¼ ² ªÆ ¶Æ«Æ ·¨±«  u Æ v, ¹® ���(a; b) = au + bv:
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�®¢¥¤¥¿. �¥µ © d |  ©¬¥¸¥ ¤®¤ ²¥ ¶Æ«¥ ·¨±«® ¢¨£«¿¤³ au + bv,

 ¯°¨ª« ¤, d = au0+bv0: (�³², ¿ª Æ ¢ ²¢¥°¤¦¥Æ 3.18, Æ±³¢ ¿ d ¢¨¯«¨-

¢ Ä § ¶Æ«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®±²Æ ¬®¦¨¨  ²³° «¼¨µ ·¨±¥«.) �·¥¢¨¤®,

¹® d § ¤®¢®«¼¿Ä ³¬®¢³ 2 ®§ ·¥¿ 3.20. �®¢¥¤¥¬® ¢Æ¤ ±³¯°®²¨¢®-

£®, ¹® d § ¤®¢®«¼¿Ä © ³¬®¢³ 1. Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® ¶¥ ¥ ² ª, Æ ¥µ ©

¤«¿ ¢¨§ ·¥®±²Æ, d ¥ ¤Æ«¨²¼ b. �®¤Æ b = dq + r; 0 < r < d,   ®²¦¥,

r = b � dq = b � (au0 + bv0)q = a(�qu0) + b(1 � qv0); ¹® ±³¯¥°¥·¨²¼

¬ÆÆ¬ «¼®±²Æ d.

� «®£Æ·® ¤® ®§ ·¥¿  ©¡Æ«¼¸®£® ±¯Æ«¼®£® ¤Æ«¼¨ª  ¬®¦  ¤ -

²¨ ®§ ·¥¿  ©¬¥¸®£® ±¯Æ«¼®£® ª° ²®£® ¤¢®µ ¶Æ«¨µ ·¨±¥«.

�§ ·¥¿ 3.21. �¥µ © a; b 2 Zn f0g. �Æ«¥ ·¨±«® m > 0  §¨¢ Ä²¼±¿

 ©¬¥¸¨¬ ±¯Æ«¼¨¬ ª° ²¨¬ ·¨±¥« a Æ b, ¿ª¹®

1) a jm Æ b jm;
2) ¿ª¹® a j c Æ b j c, ²® m j c:
� ©¬¥¸¥ ±¯Æ«¼¥ ª° ²¥ ·¨±¥« a Æ b ¯®§ · ¾²¼ ���(a; b)  ¡® [a; b].

�¥®°¥¬  3.4 (Å±³¢ ¿ ���). �ª¹® a; b 2Zn f0g; ²® Èµ  ©¬¥¸¥
±¯Æ«¼¥ ª° ²¥ Æ±³Ä Æ ¯° ¢¨«¼  °Æ¢Æ±²¼ ���(a; b) = ja � bj=���(a; b):
�®¢¥¤¥¿. � ª ¿ª ab 6= 0 Æ b 6= 0, ²® d = ���(a; b) 6= 0. � °Æ¢®±²¥©
ab
d
= a(b=d) = b(a=d) Æ ²®£®, ¹® ·¨±«  b=d Æ a=d ¶Æ«Æ, ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹®m =

jabj
d

| ¤®¤ ²¥ ±¯Æ«¼¥ ª° ²¥ ·¨±¥« a Æ b. �¥µ © c 6= m Æ¸¥ ±¯Æ«¼¥ ª° ²¥

·¨±¥« a Æ b. �®¤Æ Æ±³¾²¼ ² ªÆ ¶Æ«Æ ·¨±«  a0 ²  b
0, ¹® c = aa

0 = bb
0.

�±ªÆ«¼ª¨ a j bb0; ²® (a=d) j b0 Æ b0 = s(a=d); ¤¥ s 2 Z. �¥¯¥° § °Æ¢®±²¥©

c = bb
0 = s(ab)=d ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® m j c.

� ³¢ ¦¨¬®, ¹® Ä¤¨Æ±²¼ ��� ¢¨¯«¨¢ Ä § · ±²¨¨ 2 ®§ ·¥¿ 3.21 Æ

§ ²®£®, ¹® m | ¤®¤ ²¥ ¶Æ«¥ ·¨±«®.

�¥¯¥° ¬®¦¥¬® ¢¨ª« ±²¨ ª« ±¨·¨©  «£®°¨²¬ �¢ª«Æ¤  ®¡·¨±«¥¿

 ©¡Æ«¼¸®£® ±¯Æ«¼®£® ¤Æ«¼¨ª  ¤¢®µ ¶Æ«¨µ ·¨±¥«. �±®¢  Æ¤¥¿, ¿ª³

²³² ¢¨ª®°¨±²®¢³¾²¼ | ¶¥ ² ª¨© ´ ª²: ¿ª¹® a = bq + r Æ d ¤Æ«¨²¼ a Æ b,

²® d j r = a� bq: �¥ ¯° ¢¨«¼® ¤«¿ ¡³¤¼-¿ª®£® ±¯Æ«¼®£® ¤Æ«¼¨ª  ·¨±¥«
a Æ b, §®ª°¥¬  ¤«¿ d = ���(a; b); ²®¬³ ���(a; b) = ���(b; r). �¥µ ©

a0 = a Æ a1 = b; ²®¤Æ

a0 = a1q1 + a2; 0 < a2 < ja1j;
a1 = a2q2 + a3; 0 < a3 < a2;
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (��)

ak�2 = ak�1qk�1 + ak; 0 < ak < ak�1;
ak�1 = akqk + 0:

Ǳ®§ ¿ª ja1j > a2 > a3 > : : : > 0; ²® ¶¿ ¯°®¶¥¤³°    ¤¥¿ª®¬³ ª°®¶Æ

§ ªÆ·¨²¼±¿ © ®±² ¿ ¥³«¼®¢  ®±² ·  ak ¤®°Æ¢¾¢ ²¨¬¥ ���(a; b):

�¯° ¢¤Æ, § ¬Æ°ª³¢ ¼  ¢¥¤¥¨µ ¢¨¹¥, ®¤¥°¦³Ä¬®

���(a0; a1) = ���(a1; a2) = : : : = ���(ak; 0) = ak :

Ǳ°¨©¬¥¬® ���(0; 0) = 0 Æ ¥µ ©MOD(a; b) Æ QUO(a; b) | ¯°®£° ¬¨,

¿ªÆ ¯®¢¥°² ¾²¼ ¢Æ¤¯®¢Æ¤® r | ¥¢Æ¤'Ä¬³ ®±² ·³ ¢Æ¤ ¤Æ«¥¿ a   b Æ q

| · ±²ª³ ¶¼®£® ¤Æ«¥¿.

�«£®°¨²¬ �¢ª«Æ¤ 

�µÆ¤: a Æ b 6= 0;

�¨µÆ¤: d = ���(a; b).

1. (ÅÆ¶Æ «Æ§ ¶Æ¿) (a0; a1) := (a; b);

2. (�±®¢¨© ¶¨ª«) �®²¨, ¤®ª¨ a1 6= 0

¢¨ª®³¢ ²¨ (a0; a1) := (a1;MOD(a0; a1));

3. (�¨µÆ¤) Ǳ®¢¥°³²¨ d := a0.

Ǳ°¨ª« ¤
�¥µ © a = 342 Æ b = �612. �«£®°¨²¬ �¢ª«Æ¤  ®¡·¨±«¾Ä ² ª³ ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼:

���(342;�612) = ���(�612; 342) = ���(342; 72) = ���(72; 54) = ���(54; 18) =
���(18; 0) = 18:

�«¿ ¡ £ ²¼®µ ¯°¨ª« ¤¨µ Æ ²¥®°¥²¨·¨µ § ¤ · ¢ ¦«¨¢® ¢¬Æ²¨ ¢¨-

° ¦ ²¨  ©¡Æ«¼¸¨© ±¯Æ«¼¨© ¤Æ«¼¨ª ¤¢®µ ¶Æ«¨µ ·¨±¥« a Æ b ³ ¢¨£«¿¤Æ

���(a; b) = au+ bv: �¤¨ Æ§ ±¯®±®¡Æ¢ ¤®±¿£¥¿ ¶¼®£® ¯®«¿£ Ä ³ § ±²®-

±³¢ Æ  «£®°¨²¬³ �¢ª«Æ¤  Æ ¢¨° ¦¥¾ ��� §¢®°®²¨¬ ¢¨ª®°¨±² ¿¬

°Æ¢®±²¥© (��).

Ǳ°¨ª« ¤
�«¿ a = 342; b = �612 ®¤¥°¦¨¬®

342 = �612 � 0 + 342;

�612 = 342 � (�2) + 72  ¡® 72 = �612 � 342 � (�2);
342 = 72 � 4 + 54  ¡® 54 = 342 � 72 � 4;
72 = 54 � 1 + 18  ¡® 18 = 72� 54 � 1;

54 = 18 � 3 + 0:
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Ǳ°®¢¥¤¥¬® ®¡·¨±«¥¿ ³ §¢®°®²®¬³ ¯®°¿¤ª³ 18 = 72� 54 � 1 = (�612 � 342 � (�2))�
(342�72�4) = �612+342+(�612�342�(�2))�4 = 9�342+5�(�612):�®¡²®, u = 9; v = 5,

Æ ¬¨ °®§¢'¿§ «¨ ±´®°¬³«®¢ ³ § ¤ ·³.

�¥ ®¤¨ ¯Æ¤µÆ¤ ¤® °®§¢'¿§ ¿ ¶ÆÄÈ § ¤ ·Æ ¯®«¿£ Ä ¢ § ±²®±³¢ Æ ² ª

§¢ ®£® °®§¸¨°¥®£®  «£®°¨²¬³ �¢ª«Æ¤ . �®£® Æ¤¥¿ ² ª : ®¤¥°¦¨¬®

§ ·¥¿ ·¨±¥« u Æ v, ¢¨ª® ¢¸¨ ª°®ª¨  «£®°¨²¬³ �¢ª«Æ¤  ¤«¿ ·¨±¥«

a Æ b, ¿ª¹®   ª®¦®¬³ i-¬³ ª°®¶Æ ®±² ·³ ai § ¯¨±³¢ ²¨¬¥¬® ³ ¢¨£«¿-

¤Æ ai = aui + bvi. �®§£«¿¥¬® ² ª³ ² ¡«¨¶¾, ¯¥°¸¨© ±²®¢¯·¨ª ¿ª®È Ä

¯®±«Æ¤®¢Æ±²¾ ¤Æ«¥¼  «£®°¨²¬³ �¢ª«Æ¤ , °®§¢'¿§ ¨µ ¹®¤® ®±² ·,   ³

¤°³£®¬³ ±²®¢¯·¨ª³ ®±² ·Æ ¯®¤ ¾²¼ ³ ¢¨£«¿¤Æ ai = aui + bvi.

a0 = a; a0 = au0 + bv0;

a1 = b; a1 = au1 + bv1;

a2 = a0 � a1q1; a2 = au2 + bv2;

a3 = a1 � a2q2; a3 = au3 + bv3;

. . . . . . . . . . . . . .

ai = ai�2 � ai�1qi�1; ai = aui + bvi;

. . . . . . . . . . . . . .

ak = ak�2 � ak�1qk�1; ak = auk + bvk;

0 = ak�1 � akqk ; 0 = auk+1 + bvk+1:

�·¥¢¨¤®, u0 = 1; v0 = 0; u1 = 0; v1 = 1: Ǳ®°Æ¢¾¾·¨ § ·¥¿ ai
¢§¿²Æ § °Æ§¨µ ±²®¢¯·¨ªÆ¢, ®¤¥°¦¨¬® ai = aui + bvi = ai�2 � ai�1qi�1 =
(aui�2+bvi�2)�(aui�1+bvi�1)qi�1 = a(ui�2�ui�1qi�1)+b(vi�2�vi�1qi�1):
�¢Æ¤±¨ ¢¨¯«¨¢ Ä °¥ª³°¥²  ¯°®¶¥¤³°  ¤«¿ ®¡·¨±«¥¿ ui ²  vi2664

qi�1 = QUO(ai�2; ai�1);
ai = ai�2 � ai�1qi�1;
ui = ui�2 � ui�1qi�1;
vi = vi�2 � vi�1qi�1;

¿ª³ ¬¨ ¬®¦¥¬® ®¯¨± ²¨ ² ª®¾ ±µ¥¬®¾

�®§¸¨°¥¨©  «£®°¨²¬ �¢ª«Æ¤ 

�µÆ¤: a Æ b 6= 0;

�¨µÆ¤: d; u; v; a
0
; b
0 2Z² ªÆ, ¹® d = ���(a; b) = au+ bv; 0 = aa

0 + bb
0.

1. (ÅÆ¶Æ «Æ§ ¶Æ¿). (a0; a1) := (a; b); (u0; u1) := (1; 0); (v0; v1) := (0; 1):

2. (�±®¢¨© ¶¨ª«). �®²¨, ¤®ª¨ a1 6= 0 ¢¨ª®³¢ ²¨

q := QUO(a0; a1); (a0; a1) := (a1; a0 � a1 � q);
(u0; u1) := (u1; u0 � u1 � q); (v0; v1) := (v1; v0 � v1 � q):
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3. (�¨µÆ¤). Ǳ®¢¥°³²¨ (d; u; v; a0; b0) := (a0; u0; v0; u1; v1).

� ³¢ ¦¨¬®, ¹® ª°Æ¬ ±´®°¬³«¼®¢ ®È § ¤ ·Æ, °®§¸¨°¥¨©  «£®°¨²¬

�¢ª«Æ¤  § µ®¤¨²¼ ² ª®¦ ² ªÆ a0; b0 2 Z; ¹® aa0 + bb
0 = 0. �«¿ ¯°¨ª« -

¤³,  ¢¥¤¥¬® ¯°®¬Æ¦Æ § ·¥¿ °®§¸¨°¥®£®  «£®°¨²¬³ �¢ª«Æ¤  (a =

342; b = �612).
�°®ª q a0 a1 u0 u1 v0 v1

0 { 342 �612 1 0 0 1

1 0 �612 342 0 1 1 0

2 �2 342 72 1 2 0 1

3 4 72 54 2 �7 1 �4
4 1 54 18 �7 9 �4 5

5 3 18 0 9 �34 5 �19
�  ¯'¿²®¬³ ª°®¶Æ °®§¸¨°¥¨©  «£®°¨²¬ �¢ª«Æ¤  § ¢¥°¸³Ä²¼±¿ (a1 = 0)

Æ ���(a; b) = a0 = 18, u = u0 = 9, v = v0 = 5, a0 = u1 = �34, b0 =
v1 = �19.

Ǳ°®¢¥¤¥¬®   «Æ§ · ±³ °®¡®²¨  «£®°¨²¬³ �¢ª«Æ¤ . �¥ §¬¥¸³¾·¨

§ £ «¼®±²Æ, ¬®¦¥¬® ¢¢ ¦ ²¨, ¹® 0 < b < a: �±ªÆ«¼ª¨ ¯°¨±¢®¾¢ ¿ ³

¯³ª² µ 1 Æ 3  «£®°¨²¬³ �¢ª«Æ¤  ¢¨ª®³¾²¼±¿ §  · ± O(1), ²® ¤®±² ²¼®

®¶Æ¨²¨ ±ª« ¤Æ±²¼ ¢¨ª® ¿ k ¤Æ«¥¼ ®±®¢®£® ¶¨ª«³. � £ ¤ Ä¬®, ¹®

¤«¿ ¢¨ª® ¿ ¤Æ«¥¿ a = b � q1 + a2 ¯®²°Æ¡® ¹® ©¡Æ«¼¸¥ L(b) � L(q1)
¡Æ²®¢¨µ ®¯¥° ¶Æ©, ¤¥ L(b) | ¤®¢¦¨  ·¨±«  b. Ǳ®¤Æ¡®, · ± ¢¨ª® ¿

¤Æ«¥¿ ai�1 = aiqi + ai+1 ¬®¦  ®¶Æ¨²¨ L(ai)L(qi) � L(b)L(qi). �¢Æ¤±¨

±³¬ °¨© · ± ¢±Æµ ¤Æ«¥¼ Ä ¯®°¿¤ª³ O
�
ln b (ln q1 + ln q2 + : : :+ ln qk)

�
=

O

�
ln b � lnQk

i=1 qi

�
: �¥±ª« ¤® ¯®¡ ·¨²¨, ¹®

Qk
i=1 qi � a. �²¦¥, ®¶Æª 

¬ Ä ¢¨£«¿¤ O(ln a ln b)  ¡® O(ln2 a):

�  § ¢¥°¸¥¿ °®§£«¿¤³  «£®°¨²¬³ �¢ª«Æ¤ , ¤®¢¥¤¥¬® ²¥®°¥¬³ � ¬¥,

¿ª  ¢¨§ · Ä ®¶Æª³  ©£Æ°¸®£® ¢¨¯ ¤ª³ ®¡·¨±«¥¿ ���(a; b). � ª 

®¶Æª  ¥  ©ª° ¹ , ¯°®²¥ ¬ Ä ®°¨£Æ «¼¥ ¤®¢¥¤¥¿ Æ,  ¯¥¢®, Ä ®¤-

ÆÄ¾ § ¯¥°¸¨µ ²¥®°¥¬, ¢ ¿ª¨µ °®§£«¿¤ Ä²¼±¿ ±ª« ¤Æ±²¼ ®¡·¨±«¥¼.

�¥®°¥¬  3.5 (� ¬¥). �Æ«¼ªÆ±²¼ ¤Æ«¥¼, ¥®¡µÆ¤¨µ ¤«¿ § µ®¤¦¥¿

 ©¡Æ«¼¸®£® ±¯Æ«¼®£® ¤Æ«¼¨ª  ¤¢®µ ¶Æ«¨µ ·¨±¥«, ¥ ¯¥°¥¢¨¹³Ä ªÆ«¼ª®±-

²Æ (¤¥±¿²ª®¢¨µ) ¶¨´° ¬¥¸®£® § ¨µ, ¤®¬®¦¥®È   5.

�®¢¥¤¥¿. �®§£«¿¥¬® ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ ·¨±¥« �Æ¡® ··Æ 1; 1; 2; 3; 5;

8; 13; : : : ; ¢ ¿ªÆ© ª®¦¥ ·¨±«® ¤®°Æ¢¾Ä ±³¬Æ ¤¢®µ ¯®¯¥°¥¤Æµ (f0 = 1;

f1 = 1; fi = fi�1 + fi�2; i � 2):
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�¥±ª« ¤® ¯®ª § ²¨, ¹® ªÆ«¼ªÆ±²¼ ·«¥Æ¢ ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ f1; f2; f3; : : : ,

¿ªÆ ¬ ¾²¼ ®¤ ª®¢³ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¶¨´°, ¥ ¬¥¸  ·®²¨°¼®µ Æ ¥ ¡Æ«¼¸ 

¯'¿²¨. �¯° ¢¤Æ, ¿ª¹® ¬¨ ¯®§ ·¨¬® t1 ¯¥°¸¨© ·«¥ § (k + 1) ¶¨´°®¾,

²® 10k < t1 < 2 � 10k, ¡® t1 Ä ±³¬®¾ ¤¢®µ k-¶¨´°®¢¨µ ·¨±¥«. �ª¡¨

t0 � (1=2)10k; ²®, ¯®§ ¿ª t1 � 2t0, ®¤¥°¦ «¨ ¡ t1 � 10k;   ¶¥ ±³¯¥°¥·-

Æ±²¼, ¡® t1 ¬ Ä k+1 ¶¨´°³. �®¬³ (1=2)10
k
< t0 < 10k Æ ¯®§ ¿ª t2 = t1+t0,

²® (3=2)10k < t2 < 3 � 10k: Ǳ°®¤®¢¦³¾·¨ ¤ «Æ ² ª ¤Æ¿²¨, ®¤¥°¦¨¬® ² ªÆ

¥°Æ¢®±²Æ:

(5=2)10k < t3 < 5 � 10k;
4 � 10k < t4 < 8 � 10k;

(13=2)10k < t5 < 13 � 10k;
(21=2)10k < t6 < 21 � 10k:

�¢Æ¤±¨ ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® £°³¯  (k + 1)-¶¨´°®¢¨µ ·¨±¥« �Æ¡® ··Æ ¬ Ä ¥

¬¥¸¥ ·®²¨°¼®µ Æ ¥ ¡Æ«¼¸¥ ¯'¿²¨ ·«¥Æ¢.

�±ªÆ«¼ª¨ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ·«¥Æ¢ ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ f1; f2; f3; : : : ; fn�1 ¥ ¯¥°¥-
¢¨¹³Ä 5L10(fn) � 1, ²® ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¤Æ«¥¼, ¿ªÆ ²°¥¡  ¢¨ª® ²¨ ¤«¿ § µ®-

¤¦¥¿ ���(fn+1; fn) ¥ ¯¥°¥¢¨¹³Ä ªÆ«¼ª®±²Æ ¶¨´° fn, ¯®¬®¦¥®È  

¯'¿²¼.

�¥µ © ²¥¯¥° µ®·¥¬® § ©²¨  ©¡Æ«¼¸¨© ±¯Æ«¼¨© ¤Æ«¼¨ª ¤¢®µ ¶Æ«¨µ

·¨±¥« a; b (a > b) Æ ¥µ © fn�1 � b < fn.

�¨¿±¨¬®, ¿ª °®§¯®¤Æ«¥Æ ®±² ·Æ ¢Æ¤®±® Æ²¥°¢ «Æ¢ [fs�1; fs), ³²¢®-
°¥¨µ ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¾ fn+1; fn; : : : ; f2; f1. �¯®· ²ª³ °®§£«¿¥¬® ¢¨¯ -

¤®ª q1 = q2 = : : : = qk = 1. �ª¹® ¤¢Æ ®±² ·Æ rh Æ rh�1 ¯®²° ¯«¿²¼ ¢

®¤¨ Æ²¥°¢ « [fs�1; fs) ² ª, ¹® fs�1 � rh < rh�1 < fs = fs�1 + fs�2, ²®
rh�1 = rh + rh+1 Æ rh+1 = rh�1 � rh < fs � fs�1 = fs�2. �²¦¥, Æ²¥°¢ «
[fs�2; fs�1) ¥ ¬Æ±²¨²¼ ®±² ·.

�²®¦, ¿ª¹® ¢±Æ · ±²ª¨ ¢  «£®°¨²¬Æ �¢ª«Æ¤  ¤®°Æ¢¾¾²¼ 1, ²® ®±² ·Æ

¡³¤³²¼ °®§¯®¤Æ«¥Æ ² ª, ¹® ¢ ª®¦®¬³ Æ²¥°¢ «Æ, ³²¢®°¥®¬³ ±³±Æ¤Æ¬¨

·¨±« ¬¨ �Æ¡® ··Æ, ¡³¤¥ ¥ ¡Æ«¼¸¥ ¤¢®µ ®±² · Æ ª®¦®¬³ Æ²¥°¢ «³, ¿ª¨©

¬Æ±²¨²¼ ¤¢Æ ®±² ·Æ, ¯¥°¥¤³¢ ²¨¬¥ Æ²¥°¢ « ¡¥§ ®±² ·.

�®§£«¿¥¬® ¢¨¯ ¤®ª q > 1, ²®¡²®   ¤¥¿ª®¬³ ª°®¶Æ  «£®°¨²¬³ �¢-

ª«Æ¤  ®¤¥°¦¨¬® ri = qri+1 + ri+2 � 2 � ri+1 + ri+2. �¥µ © fj Æ fj+1 | ¤¢ 

¯®±«Æ¤®¢Æ ·¨±«  �Æ¡® ··Æ, ¬Æ¦ ¿ª¨¬¨ «¥¦¨²¼ ri. �®¤Æ ri � 2ri+1 > 0;

2fj � fj+1 > 0 Æ 2(fj � ri+1) � (fj+1 � ri) > 0. �¢Æ¤±¨ ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹®

ri+1 < fj . �ª¹® ri+1 ² ª®¦ ¬¥¸¥ fj�1, ²® Æ²¥°¢ « (fj�1; fj) ¥ ¡³¤¥
¬Æ±²¨²¨ ®±² ·. �ª¹® ¦ ri+1 � fj�1 Æ ri+2 � fj�2; ²® ri � 2ri+1 + ri+2 �
2fj�1 + fj�2 = fj�1 + fj = fj+1;   ¶¥ ±³¯¥°¥·¨²¼ ²®¬³, ¹® ri 2 [fj ; fj+1]:
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�²¦¥, ¿ª¹® · ±²ª  ¢  «£®°¨²¬Æ �¢ª«Æ¤  ¡Æ«¼¸  1, ²® § ©¤¥²¼±¿ µ®·  ¡

®¤¨ Æ²¥°¢ « ³ ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ �Æ¡® ··Æ, ¿ª¨© ¥ ¬Æ±²¨²¼ ®±² · Æ ¶¥ ¥

ª®¬¯¥±³Ä²¼±¿ Æ²¥°¢ «®¬ § ¤¢®¬  ®±² · ¬¨.

�²¦¥, ¤«¿ ²®£® ¹®¡ ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ ®±² · r1; r2; : : : ; rk ¬ «  ² ª³

± ¬³ ¤®¢¦¨³, ¹® © ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ fn; fn�1; : : : ; f2; f1, · ±²ª¨ ¢ ³±Æµ

®¯¥° ¶Æ¿µ ¤Æ«¥¿ ¯®¢¨Æ ¤®°Æ¢¾¢ ²¨ 1. �®¤Æ rk = 1,  «¥ f1 = 1; f2 = 2

Æ ²®¬³ rk�1 ¥ ¬®¦¥ ¤®°Æ¢¾¢ ²¨ 2, ¡® Æ ª¸¥ ¶Æ ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ ®¤ ª®¢Æ

Æ b = fn+1, ¹® ¥ ² ª. �¢Æ¤±¨ ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® rk�1 ¤®°Æ¢¾Ä ¹® ©¬¥¸¥
3 Æ ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ ®±² · ¬ ²¨¬¥ ±²°®£® ¬¥¸³ ¤®¢¦¨³ Æ¦ ¢Æ¤¯®¢Æ¤ 

¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ ·¨±¥« �Æ¡® ··Æ.

3.3.4. �Æ °¨©  «£®°¨²¬ ¯Æ¤¥±¥¿ ¤® ±²¥¯¥¿

�®§£«¿¥¬® § ¤ ·³ ®¡·¨±«¥¿ ´³ª¶ÆÈ f(x) = x
N ¢ ªÆ«¼¶Æ Zm. �¿ § ¤ -

·  ¬ Ä ¯°¨ª« ¤¥ § ·¥¿: ¯Æ¤¥±¥¿ ¤® ±²¥¯¥¿ §  ¬®¤³«¥¬ ¤¥¿ª®£®

·¨±«  m ¢¨ª®°¨±²®¢³¾²¼,  ¯°¨ª« ¤, ³ °¥ «Æ§ ¶ÆÈ ª°¨¯²®±¨±²¥¬ § ¢Æ¤-

ª°¨²¨¬ ª«¾·¥¬ (¤¨¢. ¯. 4.3.2.). �®°¨±²³¾·¨±¼ ®§ ·¥¿¬ ±²¥¯¥¥¢®È

´³ª¶ÆÈ, ¬®¦  § ¯°®¯®³¢ ²¨ ¯°¿¬®«ÆÆ©³ ¯°®£° ¬³ ¤«¿ ÈÈ ®¡·¨±«¥-

¿, ¿ª  ¯®²°¥¡³Ä (N � 1) ¬®¦¥¼.

�µÆ¤: x; N; m;

�¨µÆ¤: f := x
N mod m.

1. (ÅÆ¶Æ «Æ§ ¶Æ¿). f :=MOD(x;m); i := 1:

2. (�±®¢¨© ¶¨ª«). �®²¨, ¤®ª¨ i < N

¢¨ª®³¢ ²¨ f :=MOD(f � x;m); i := i+ 1:

3. (�¨µÆ¤). Ǳ®¢¥°³²¨ f .

�¥µ © m |  ²³° «¼¥ ·¨±«® ¤®¢¦¨¨ k ¡Æ²Æ¢, N | l-¡Æ²®¢¥  ²³-

° «¼¥ ·¨±«®. � ¢¦¤¨ ¬®¦¥¬® ¢¢ ¦ ²¨, ¹® N < m. �ª¹® ¶¥ ¥ ² ª,

²® ¢¨ª®°¨±²®¢³¾·¨ ²¥®°¥¬³ �©«¥°  (x'(m) � 1 mod m, ¤¥ m > '(m)

| § ·¥¿ ´³ª¶ÆÈ �©«¥°  ¢Æ¤ m), ¯®ª §¨ª N § ¢¦¤¨ ¬®¦  ¯®¨§¨-

²¨. �ª¹® ¯°¨©¿²¨, ¹® N Æ x Ä ¯®°¿¤ª³ m, ²®  «£®°¨²¬ ®¡·¨±«¥¿

x
N mod m §   ¢¥¤¥®¾ ±µ¥¬®¾ ¡³¤¥ ¥ª±¯®¥¶Æ©¨¬. �¯° ¢¤Æ, ¢Æ ¢¨-

ª®³Ä ¯®°¿¤ª³ 2k ¬®¦¥¼ ¢µÆ¤®£® ·¨±«  ¤®¢¦¨¨ k,   ¹® ¯®²°Æ¡®

O(k2k) ¡Æ²®¢¨µ ®¯¥° ¶Æ©.

�¥ ¤®  ¸®È ¥°¨ ¢ Å¤ÆÈ ¡³¢ ¢Æ¤®¬¨© ®¹ ¤«¨¢Æ¸¨©  «£®°¨²¬ ¯Æ¤¥-

±¥¿ ¤® ±²¥¯¥¿, ¿ª¨©  §¨¢ ¾²¼ ¡Æ °¨¬ ·¨ ¬¥²®¤®¬ ¡ £ ²®ª° ²®£®

¯Æ¤¥±¥¿ ¤® ª¢ ¤° ² .
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�¢¥°¤¦¥¿ 3.20. Å±³Ä ¯®«Æ®¬Æ «¼¨©  «£®°¨²¬ § µ®¤¦¥¿ «¨¸-

ª³ §  ¬®¤³«¥¬ m ¢Æ¤ xN , ±ª« ¤Æ±²¼ ¿ª®£® O(k2l); ¤¥ k; l | ¤®¢¦¨¨

¢Æ¤¯®¢Æ¤® ·¨±¥« m Æ N .

�®¢¥¤¥¿. � ¯¨¸¥¬® ¯®ª §¨ª N ³ ¤¢Æ©ª®¢Æ© ±¨±²¥¬Æ ·¨±«¥¿ N =

bl�1 � 2l�1 + bl�2 � 2l�2 + : : :+ b1 � 2 + b0; ¤¥ bi 2 f0; 1g i = 0; 1; : : : ; l� 1:

� «Æ ¯®±«Æ¤®¢® ®¡·¨±«¾Ä¬® «¨¸ª¨ x2
i

§  ¬®¤³«¥¬ m, ¯Æ¤®±¿·¨ ¤® ª¢ -

¤° ²  «¨¸®ª x2
i�1

mod m, ®¤¥°¦ ¨©   ¯®¯¥°¥¤¼®¬³ ª°®¶Æ. Ǳ®§ ¿ª

¤®¢¦¨  ·¨±¥«   ª®¦®¬³ ª°®¶Æ Ä ¬¥¸  k, ²® · ± ¢¨ª® ¿ ®¤®£®

ª°®ª³ Ä ¯®°¿¤ª³ O(k2).

�¥µ © ²¥¯¥° i1; i2; : : : ; is Ä ²¨¬¨ Æ¤¥ª± ¬¨, ¤«¿ ¿ª¨µ bij = 1; j =

1; : : : ; s: �®¤Æ N =
Ps

j=1 2
ij Æ xN =

Qs
j=1 x

2
ij

: �®¬³ ¬®¦¨¬®,  ¯°¨ª« ¤,

±¯®· ²ª³ x2
i1
  x2

i2
§  ¬®¤³«¥¬ m, ¤ «Æ ®¤¥°¦ ¨© °¥§³«¼² ² ¬®¦¨¬®

  x2
i3 Æ ¸³ª Ä¬® «¨¸®ª §  ¬®¤³«¥¬ m Æ ². ¤. � °¥§³«¼² ²Æ ®¤¥°¦¨¬®

x
N mod m: �·¥¢¨¤®, ¹® ² ª¨µ ¬®¦¥¼ ³  ©£Æ°¸®¬³ ¢¨¯ ¤ª³ ¡³¤¥

l� 1. �¢Æ¤±¨ ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹®  ¢¥¤¥¨©  «£®°¨²¬ ¡Æ °®£® ¯Æ¤¥±¥¿ ¤®

±²¥¯¥¿ ¯®²°¥¡³Ä · ±³ ¯®°¿¤ª³ O(k2l) ·¨ O(k3), ²®¡²® Ä ¯®«Æ®¬Æ «¼¨¬.

� ¢¥¤¥¬® ±µ¥¬³ ¡Æ °®£®  «£®°¨²¬³ ¯Æ¤¥±¥¿ ¤® ±²¥¯¥¿.

�µÆ¤: x; m; N = (bl�1; bl�2; : : : ; b1; b0)2.
�¨µÆ¤: f := x

N mod m.

1. (ÅÆ¶Æ «Æ§ ¶Æ¿). i := 0; a :=MOD(x;m); f := 1:

2. (�±®¢¨© ¶¨ª«). �®²¨, ¤®ª¨ i < l

¢¨ª®³¢ ²¨:
�
¿ª¹® bi 6= 0, ²® f :=MOD(f � a;m);

a :=MOD(a � a;m); i := i+ 1;
�
.

3. (�¨µÆ¤). Ǳ®¢¥°³²¨ f .

� ³¢ ¦¨¬® ² ª¥: ¿ª¹® ���(x;m) = 1 Æ N = '(m)� 1, ²®  ¢¥¤¥¨©

 «£®°¨²¬ ¥´¥ª²¨¢® ®¡·¨±«¾Ä x�1 2Zm.

3.3.5. �¨¯¨ § ¤ · ²  Èµ¿ §¢Æ¤Æ±²¼

� «Æ ¤«¿ § £ «¼®£® ®¯¨±³ § ¢¤ ¿ ¬¨ ¢¦¨¢ ²¨¬¥¬® ²¥°¬Æ ¬ ±®¢  § -

¤ ·  ·¨ ¯°®±²® § ¤ · , ²®¤Æ ¿ª ª®¦¨© ª®ª°¥²¨© ¯°¨ª« ¤ § ¤ ·Æ  -

§¨¢ ²¨¬¥¬® Æ¤¨¢Æ¤³ «¼®¾ § ¤ ·¥¾.

Ǳ°¨ª« ¤¨

1. � ¤ ·  ´ ª²®°¨§ ¶ÆÈ ¶Æ«®£® ·¨±«  Ä § ¢¤ ¿¬ § µ®¤¦¥¿ ¥²°¨¢Æ «¼®£®
¤Æ«¼¨ª  ·¨±«  N  ¡® ¢¨§ ·¥¿, ¹® ² ª®£® ¤Æ«¼¨ª  ¥¬ Ä (²®¡²® N | ¯°®-

±²¥ ·¨±«®). �®«¨ § ¤ ¥ ª®ª°¥²¥ ·¨±«® N , ¤«¿ ¿ª®£® ¸³ª Ä¬® ¤Æ«¼¨ª, ²®

¬ Ä¬® ±¯° ¢³ § Æ¤¨¢Æ¤³ «¼®¾ § ¤ ·¥¾.
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2. � ¤ ·  ª®¬Æ¢®¿¦¥°  Ä § ¢¤ ¿¬ § µ®¤¦¥¿  ©ª®°®²¸®£® ¸«¿µ³, ¿ª¨© ¢¨-

µ®¤¨²¼ § ¬Æ±²  A, ¯°®µ®¤¨²¼ ·¥°¥§ ¢±Æ Æ¸Æ  ¯¥°¥¤ § ¤ Æ ¬Æ±²  Æ ¯®¢¥°² Ä²¼±¿

¤® ¬Æ±²  A. Å¤¨¢Æ¤³ «¼®¾ § ¤ ·¥¾ ª®¬Æ¢®¿¦¥°  Ä ª®ª°¥²¨© ±¯¨±®ª ¬Æ±²
Æ ¢Æ¤±² ¥© ¬Æ¦ ¨¬¨. (� «¥¦® ¢Æ¤ ²®£®, ¹® ª®¬Æ¢®¿¦¥° µ®·¥ ¬ÆÆ¬Æ§³¢ ²¨,

±¯¨±®ª § ¬Æ±²¼ ¢Æ¤±² ¥© ¬®¦¥ ¬Æ±²¨²¨ ¶Æ¨  ¢²®¡³±¨µ ¡Æ«¥²Æ¢ ¬Æ¦ § ¤ ¨¬¨

¬Æ±² ¬¨, ¢¨²° ²¨ ¯ «¼®£® ²®¹®.)

3. � ¤ ·  ²°¼®µ ´ °¡ Ä § ¢¤ ¿¬ (¿ª¹® ¶¥ ¬®¦«¨¢®) | °®§¬ «¾¢ ²¨ § ¤ ³

ª °²³ §  ¤®¯®¬®£®¾ ²°¼®µ ª®«¼®°Æ¢ ² ª, ¹®¡ ¡³¤¼-¿ªÆ ¤¢Æ ±³±Æ¤Æ ®¡« ±²Æ ¡³«¨

°®§¬ «¼®¢ Æ ³ °Æ§Æ ª®«¼®°¨. � ±¯° ¢¤Æ, ¯°¨°®¤Æ¸¥ ±² ¢¨²¨ § ¤ ·³ ¯°® °®§-
¬ «¾¢ ¿ £° ´ , ¡® ¶¿ § ¤ ·  Ä § £ «¼Æ¸®¾ (¯®¿±¥¿ ¶¼®£® ¤¨¢.   ±. 155).

� ¤ ·  °®§¬ «¾¢ ¿ £° ´  ¯®«¿£ Ä ³ §Æ±² ¢«¥Æ ª®¦Æ© ¢¥°¸¨Æ £° ´  ®¤-

®£® § ²°¼®µ ª®«¼®°Æ¢ ² ª, ¹®¡ ¦®¤¥ °¥¡°® ¥ §'Ä¤³¢ «® ¢¥°¸¨¨ ®¤ ª®¢®£®
ª®«¼®°³.

ǱÆ¤ ²¥°¬Æ®¬ ¢µÆ¤Æ ¤ Æ ·¨ ³¬®¢  § ¤ ·Æ °®§³¬Æ²¨¬¥¬® ¡³¤¼-¿ª³ Æ-

´®°¬ ¶Æ¾, ¿ª³ ²°¥¡  ¯®¤ ²¨ ¤«¿ ®¯¨± ¿ Æ¤¨¢Æ¤³ «¼®È § ¤ ·Æ. �«¿ § -

¤ ·Æ °®§ª« ¤³   ¬®¦¨ª¨ ¢µÆ¤¨¬¨ ¤ ¨¬¨ Ä ·¨±«®N . �¥µ © ¤®¢¦¨ 

¢µÆ¤¨µ ¤ ¨µ ®§ · ²¨¬¥ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ±¨¬¢®«Æ¢, ¯®²°Æ¡¨µ ¤«¿ § ¯¨±³ ¶¨µ

¤ ¨µ. �¢ ¦ ²¨¬¥¬®, ¹® § ´Æª±®¢ ® ¤¥¿ª³ ±¨±²¥¬³ ±¨¬¢®«Æ¢ (¢µÆ¤¨©

 «´ ¢Æ²). �ª¹®,  ¯°¨ª« ¤, ¢µÆ¤¨©  «´ ¢Æ² ±ª« ¤ Ä²¼±¿ § ¤¢®µ ±¨¬¢®-

«Æ¢ f0; 1g, ²® ¤ Æ § ¤ ·Æ °®§ª« ¤³   ¬®¦¨ª¨ § ¯¨±³¾²¼ ³ ¤¢Æ©ª®¢Æ©

±¨±²¥¬Æ ·¨±«¥¿ Æ Èµ¿ ¤®¢¦¨  ±² ®¢¨²¼ 1 + [log2N ].

�ª¹® ¯°®³¬¥°³Ä¬® ¢ § ¤ ·Æ ª®¬Æ¢®¿¦¥°  ¬Æ±²  ¢Æ¤ 1 ¤® m, ²® ¢µÆ¤-

¨¬¨ ¤ ¨¬¨ ¡³¤¥ ª®ª°¥²¥ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ § ¬®¦¨¨ ¯ ° (i; j); 1 � i <
j � m ³ ¬®¦¨³  ²³° «¼¨µ ·¨±¥« N. (Ǳ°¨¯³±ª Ä¬®, ¹® ¢±Æ ¢Æ¤±² Æ

¬Æ¦ ¬Æ±² ¬¨ ¤®¤ ²Æ ¶Æ«Æ ·¨±« .)

�ª¹® § ³¬¥°³¢ ²¨ ¢¥°¸¨¨ £° ´  ¢ § ¤ ·Æ ²°¼®µ ´ °¡, ²® ¢µÆ¤Æ

¤ Æ ¬®¦  ²° ª²³¢ ²¨ ¿ª ¯Æ¤¬®¦¨³ ¯ ° (i; j); 1 � i < j � m. Å ª¸¥
ª ¦³·¨, ¢µÆ¤Æ ¤ Æ | ¶¥ £° ´ G = (V;E), ¤¥ V | ¬®¦¨  ¢¥°¸¨

f1; 2; : : : ; mg,   E � f(i; j)j1� i < j � mg | ¬®¦¨  °¥¡¥°.

� «¥¦® ¢Æ¤ ³¬®¢¨ ²  °®§¢'¿§ª³ § ¤ ·Æ °®§°Æ§¿¾²¼ ¤¥ªÆ«¼ª  ²¨¯Æ¢

§ ¤ ·. Ǳ®ª ¦¥¬® ¿ª ¬®¦  ¬®¤¨´Æª³¢ ²¨  ¸Æ § ¤ ·Æ, ¹®¡ ®²°¨¬ ²¨

§ ¤ ·Æ °®§¯Æ§ ¢ ¿, ²®¡²® ² ªÆ § ¤ ·Æ, °¥§³«¼² ²®¬ °®§¢'¿§ ¿ ¿ª¨µ

Ä ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼ 1 (À² ªÁ)  ¡® 0 (ÀÆÁ). �ª¹® °®§¢'¿§ ¿¬ § ¤ ·Æ Ä ¹®±¼ ¡Æ«¼-

¸¥ Æ¦ ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼ À² ªÁ  ¡® ÀÆÁ, ²® ² ªÆ § ¤ ·Æ  §¨¢ ²¨¬¥¬® § ¤ · ¬¨

¯®¸³ª³.

� ³¢ ¦¥¿. �  ¢Æ¤¬Æ³ ¢Æ¤ § ¤ · °®§¯Æ§ ¢ ¿, § ¤ ·Æ ¯®¸³ª³ ¬®-

¦³²¼ ¬ ²¨ ¤¥ªÆ«¼ª  ¯° ¢¨«¼¨µ °®§¢'¿§ ¼. � ¯°¨ª« ¤, ³ § ¤ ·Æ ª®-

¬Æ¢®¿¦¥°  ¸³ª Ä¬® ¸«¿µ  ©¬¥¸®È ¤®¢¦¨¨, ¿ª¨© ¯°®µ®¤¨²¼ ·¥°¥§

¢±Æ ¬Æ±² . (�«¿µ, ¹® ¯°®µ®¤¨²¼ ·¥°¥§ ¢±Æ ¬Æ±²  Æ ¯®¢¥°² Ä²¼±¿ ¤® ¯®-
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· ²ª®¢®£® ¯³ª²³,  §¨¢ Ä²¼±¿ ¢ ²¥®°ÆÈ £° ´Æ¢ £ ¬Æ«¼²®®¢¨¬ ¶¨ª«®¬.)

�·¥¢¨¤®, £° ´ ¬®¦¥ ¬Æ±²¨²¨ ¤¥ªÆ«¼ª  °Æ§¨µ £ ¬Æ«¼²®®¢¨µ ¶¨ª«Æ¢ ¬Æ-

Æ¬ «¼®È ¤®¢¦¨¨.

Ǳ°¨ª« ¤¨

1. Å¤¨¢Æ¤³ «¼  § ¤ ·  °®§¯Æ§ ¢ ¿ ´ ª²®°¨§ ¶ÆÈ ¶Æ«®£® ·¨±«  ¢¨£«¿¤ Ä ² ª.

������: ¤®¤ ²Æ ¶Æ«Æ ·¨±«  N Æ k.

��Ǳ������: ·¨ N ¬ Ä ¤Æ«¼¨ª M , ¤«¿ ¿ª®£® 2 �M � k?

� ¤ ·  § µ®¤¦¥¿ ¥²°¨¢Æ «¼®£® ¤Æ«¼¨ª  M ·¨±«  N Ä § ¤ ·¥¾ ¯®¸³ª³
´ ª²®°¨§ ¶ÆÈ ·¨±¥«.

2. Å¤¨¢Æ¤³ «¼³ § ¤ ·³ ª®¬Æ¢®¿¦¥°  ³ ´®°¬Æ § ¤ ·Æ °®§¯Æ§ ¢ ¿ ¬®¦  § ¯¨-

± ²¨ ² ª.

������: ·¨±«® m 2 N, ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ § ¬®¦¨¨ ¯ ° (i; j); 1 � i < j � m

³ ¬®¦¨³  ²³° «¼¨µ ·¨±¥« Æ  ²³° «¼¥ ·¨±«® k.

��Ǳ������: ·¨ Æ±³Ä £ ¬Æ«¼²®Æ¢ ¶¨ª« ¤®¢¦¨¨ � k?

� ¤ ·¥¾ ¯®¸³ª³ ¤«¿ ª®¬Æ¢®¿¦¥°  Ä § ¢¤ ¿ § µ®¤¦¥¿ £ ¬Æ«¼²®®¢®£® ¶¨ª-

«³  ©¬¥¸®È ¤®¢¦¨¨.

3. Å¤¨¢Æ¤³ «¼  § ¤ ·  °®§¯Æ§ ¢ ¿ ¤«¿ ²°¼®µ ´ °¡ ¬ Ä ² ª¨© ¢¨£«¿¤:

������: £° ´ G = (V; E).

��Ǳ������: ·¨ ¬®¦  °®§¬ «¾¢ ²¨ £° ´ G ²°¼®¬  ª®«¼®° ¬¨, ²®¡²® ·¨

Æ±³Ä ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ c : V ! f1; 2; 3g ² ª¥, ¹® (i; j) 2 E =)
c(i) 6= c(j)?

�«¿ ¡Æ«¼¸®±²Æ § ¤ ·, ¢° µ®¢³¾·¨  ¢¥¤¥Æ  ¬¨ ³ ¯°¨ª« ¤ µ, ¢Æ¤-

¯®¢Æ¤Æ § ¤ ·  °®§¯Æ§ ¢ ¿ ²  § ¤ ·  ¯®¸³ª³ Ä °Æ¢®±¨«¼¨¬¨. �¥

®§ · Ä, ¹®  «£®°¨²¬, ¿ª¨© °®§¢'¿§³Ä § ¤ ·³ ®¤®£® ²¨¯³, ¬®¦  «¥£ª®

¯¥°¥²¢®°¨²¨ ¢  «£®°¨²¬ °®§¢'¿§ ¿ § ¤ ·Æ Æ¸®£® ²¨¯³. �¥  ¢®¤¿·¨

´®°¬ «¼®£® ¤®¢¥¤¥¿, ¯®ª ¦¥¬® ¿ª ¶¥ ¢Æ¤¡³¢ Ä²¼±¿   ¯°¨ª« ¤Æ § ¤ ·Æ

´ ª²®°¨§ ¶ÆÈ. �¯®· ²ª³ ¯°¨¯³±²¨¬®, ¹® Æ±³Ä  «£®°¨²¬, ¿ª¨© °®§¢'¿§³Ä

§ ¤ ·³ ¯®¸³ª³. �®¤Æ, § ±²®±®¢³¾·¨ ¶¥©  «£®°¨²¬, ¤® § ¤ ®£® N ¬®-

¦¥¬® § ©²¨ ©®£® ¥²°¨¢Æ «¼¨© ¤Æ«¼¨ª M . �  ¤®¯®¬®£®¾ ¶¼®£® ¦

± ¬®£®  «£®°¨²¬³ § µ®¤¨¬® ¥²°¨¢Æ «¼Æ ¤Æ«¼¨ª¨ ·¨±¥« M ²  N=M Æ

². ¤., ¤®ª¨ ¥ ®¤¥°¦¨¬® °®§ª« ¤ ·¨±«  N   ¯°®±²Æ ¬®¦¨ª¨. �¥¯¥°

¬®¦¥¬® ¤ ²¨ ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼   § ¯¨² ¿, ·¨ N ¬ Ä ¤Æ«¼¨ª ³ ¬¥¦ µ ¢Æ¤ 2

¤® k. �Æ¤¯®¢Æ¤¼ ¡³¤¥ À² ªÁ ²®¤Æ Æ ²Æ«¼ª¨ ²®¤Æ, ª®«¨  ©¬¥¸¨© ¯°®±²¨©

¤Æ«¼¨ª N «¥¦¨²¼ ¢ Æ²¥°¢ «Æ [2; k].

Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® ¬ Ä¬®  «£®°¨²¬ °®§¢'¿§ ¿ § ¤ ·Æ °®§¯Æ§ ¢ -

¿. �«¿ § µ®¤¦¥¿ § ·¥¿ ¥²°¨¢Æ «¼®£® ¤Æ«¼¨ª  ·¨±«  N ¬®-

¦¥¬® § ±²®±³¢ ²¨ ¬¥²®¤ ¯®±«Æ¤®¢¨µ ¯¨² ¼ (¡Æ °®£® ¯®¸³ª³). � 

¤®¯®¬®£®¾ ¶¼®£® ¬¥²®¤³ ®¡·¨±«¨¬® ¥²°¨¢Æ «¼¨© ¤Æ«¼¨ª ·¨±«  N
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¡Æ² §  ¡Æ²®¬, ¯®·¨ ¾·¨ § ¡Æ«¼¸ § ·³¹¨µ. �¥µ © 2n |  ©¬¥¸¨©

±²¥¯Æ¼ ¤¢Æ©ª¨ ¡Æ«¼¸¨©, Æ¦ N . Å¸¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, n Ä ¤®¢¦¨®¾ N :

n = 1 + [log2N ]. �¯®· ²ª³ § ±²®±³Ä¬®  «£®°¨²¬, ¿ª¨© °®§¢'¿§³Ä § -

¤ ·³ °®§¯Æ§ ¢ ¿ ¤«¿ k = 2n�1 � 1. �ª¹® ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼ ¡³¤¥ ÀÆÁ, ²®

N Ä ¯°®±²¨¬ ·¨±«®¬, ¡® ª®¦¨© ¥²°¨¢Æ «¼¨© ¤Æ«¼¨ª M ·¨±«  N

¯®¢¨¥ § ¤®¢®«¼¿²¨ ¥°Æ¢Æ±²¼ M � N=2 < 2n�1. � ¶¼®¬³ ¢¨¯ ¤-

ª³ ¬¨ ¢¦¥ °®§¢'¿§ «¨ § ¤ ·³ ¯®¸³ª³. Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼ ¡³-

«  À² ªÁ. �®¤Æ ¯®¢²®°¨¬®  ¸  «£®°¨²¬ ¤«¿ ¯°®¶¥±³ °®§¯Æ§ ¢ ¿ §

k = 2n�2 � 1. �ª¹® ®¤¥°¦¨¬® ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼ ÀÆÁ, ²® N ¬ Ä ¥²°¨¢Æ «¼-

¨© ¤Æ«¼¨ª M = 1 � 2n�2 + bn�3 � 2n�3 + : : : + b0; ¤¥ bi | ¡Æ²¨ ¤¢Æ©-

ª®¢®£® § ¯¨±³ ·¨±«  M . �ª¹® ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼ ¡³«  ¡ À² ªÁ, ²® N ¬ Ä ¥-

²°¨¢Æ «¼¨© ¤Æ«¼¨ª ¯®¤Æ¡®£® ¢¨£«¿¤³ «¨¸¥ § ¯¥°¸¨¬ ¡Æ²®¬ 0, ²®¡²®

M = bn�3 � 2n�3 + : : : + b0. �«¿ ²®£® ¹®¡ § ©²¨ ¡Æ² bn�3, ¯°¨©¬¥¬®

k =

(
2n�2 + 2n�3 � 1; ¿ª¹® ¯®¯¥°¥¤¿ ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼ À² ªÁ;

2n�3 � 1 ; ¿ª¹® ¯®¯¥°¥¤¿ ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼ ÀÆÁ:

�ª¹®  «£®°¨²¬ § ¤ ·Æ °®§¯Æ§ ¢ ¿ ¤ Ä ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼ ÀÆÁ, ²® bn�3 = 1.

�ª¹® ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼ À² ªÁ, ²® bn�3 = 0. Ǳ°®¤®¢¦³¾·¨ ¢¨ª®³¢ ²¨ ª°®ª¨

¯®¤Æ¡®, ®¤¥°¦¨¬® ¢±Æ ¡Æ²¨ ·¨±«  M . ǱÆ±«¿ n-ª° ²®£® § ±²®±³¢ ¿

 «£®°¨²¬³ °®§¢'¿§ ¿ § ¤ ·Æ °®§¯Æ§ ¢ ¿ ®¤¥°¦¨¬® ¥²°¨¢Æ «¼¨©

¤Æ«¼¨ª ·¨±«  N . �²¦¥, ¢Æ¤®¬¨©  «£®°¨²¬ § ¤ ·Æ °®§¯Æ§ ¢ ¿ ¡³«®

¬®¤¨´Æª®¢ ® ¢  «£®°¨²¬, ¿ª¨© °®§¢'¿§³Ä § ¤ ·³ ¯®¸³ª³.

Ǳ°¨ª« ¤
�¥µ © ¢Æ¤®¬®  «£®°¨²¬ § ¤ ·Æ °®§¯Æ§ ¢ ¿ ´ ª²®°¨§ ¶ÆÈ. � ©¤¥¬® ¥²°¨¢Æ -

«¼¨© ¤Æ«¼¨ª 119 ¬¥²®¤®¬ ¡Æ °®£® ¯®¸³ª³.

1. ��Ǳ������: ·¨ Æ±³Ä ¤Æ«¼¨ª 119 ¢ ¬¥¦ µ ¢Æ¤ 2 ¤® 63?
�Å�Ǳ��Å��: ² ª.

2. ��Ǳ������: ·¨ Æ±³Ä ¤Æ«¼¨ª 119 ¢ ¬¥¦ µ ¢Æ¤ 2 ¤® 31?
�Å�Ǳ��Å��: ² ª.

3. ��Ǳ������: ·¨ Æ±³Ä ¤Æ«¼¨ª 119 ¢ ¬¥¦ µ ¢Æ¤ 2 ¤® 15?

�Å�Ǳ��Å��: ² ª.

4. ��Ǳ������: ·¨ Æ±³Ä ¤Æ«¼¨ª 119 ¢ ¬¥¦ µ ¢Æ¤ 2 ¤® 7?

�Å�Ǳ��Å��: ² ª.

5. ��Ǳ������: ·¨ Æ±³Ä ¤Æ«¼¨ª 119 ¢ ¬¥¦ µ ¢Æ¤ 2 ¤® 3?

�Å�Ǳ��Å��: Æ.

6. ��Ǳ������: ·¨ Æ±³Ä ¤Æ«¼¨ª 119 ¢ ¬¥¦ µ ¢Æ¤ 2 ¤® 5?

�Å�Ǳ��Å��: Æ.

7. ��Ǳ������: ·¨ Æ±³Ä ¤Æ«¼¨ª 119 ¢ ¬¥¦ µ ¢Æ¤ 2 ¤® 2?

�Å�Ǳ��Å��: Æ.
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�¢Æ¤±¨ ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® (0000111)2 = 7 Ä ¥²°¨¢Æ «¼¨¬ ¤Æ«¼¨ª®¬ 119.

� ³¢ ¦¨¬®, ¹® §  ¤®¯®¬®£®¾ § ¯°®¯®®¢ ®£® ¬¥²®¤³ ¬¨ § ¢¦¤¨

®¤¥°¦¨¬®  ©¬¥¸¨© ¥²°¨¢Æ «¼¨© ¤Æ«¼¨ª ·¨±«  N .

�¥µ © �1 Æ �2 | ¤¢Æ ¬ ±®¢Æ § ¤ ·Æ °®§¯Æ§ ¢ ¿.

�§ ·¥¿ 3.22. �®¢®°¨²¨¬¥¬®, ¹® �1 ¯®«Æ®¬Æ «¼® §¢®¤¨²¼±¿ ¤®

�2 ( ¡® ¯°®±²® �1 §¢®¤¨²¼±¿ ¤® �2), ¿ª¹® Æ±³Ä  «£®°¨²¬, ¿ª¨© Ä

¯®«Æ®¬Æ «¼¨¬ ¹®¤® ¤®¢¦¨¨ ¢µÆ¤¨µ ¤ ¨µ § ¤ ·Æ �1 Æ ¤«¿ ª®¦®È

Æ¤¨¢Æ¤³ «¼®È § ¤ ·Æ P1 ¬ ±®¢®È § ¤ ·Æ �1 ¡³¤³Ä ² ª³ Æ¤¨¢Æ¤³ «¼³

§ ¤ ·³ P2 ¬ ±®¢®È § ¤ ·Æ �2, ¹® P1 Æ P2 ¬ ¾²¼ ®¤ ª®¢³ ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼.

Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® ¬¨ ¬ Ä¬® ¥´¥ª²¨¢¨©  «£®°¨²¬ °®§¢'¿§ ¿ § ¤ ·Æ

�2. �ª¹® �1 §¢®¤¨²¼±¿ ¤® �2, ²® ¬®¦¥¬® ¢¨ª®°¨±² ²¨  «£®°¨²¬ �2 ¤«¿

°®§¢'¿§ ¿ �1. � ±²®±³¢ ¢¸¨  «£®°¨²¬ § ®§ ·¥¿ 3.22 ¤® ¤¥¿ª®È Æ¤¨-

¢Æ¤³ «¼®È § ¤ ·Æ § �1, ¬®¦¥¬® § ©²¨ §  ¯®«Æ®¬Æ «¼¨© · ± ¢Æ¤¯®¢Æ¤³

Æ¤¨¢Æ¤³ «¼³ § ¤ ·³ § �2. �Æ¤¯®¢Æ¤¼, ¿ª³ ¤ Ä  «£®°¨²¬ °®§¢'¿§ ¿ § -

¤ ·Æ �2, §¡Æ£ Ä²¼±¿ § ¢Æ¤¯®¢Æ¤¤¾ § ¤ ·Æ �1. �®¡²®,  «£®°¨²¬ ¤«¿ § ¤ ·Æ

�2 ¤ Ä  ¬ §° §³  «£®°¨²¬ °®§¢'¿§ ¿ § ¤ ·Æ �1. �ª¹®  «£®°¨²¬ ¤«¿

§ ¤ ·Æ �2 ¡³¢ ¯®«Æ®¬Æ «¼¨¬, ²® ² ª¨¬ ¡³¤¥ ©  «£®°¨²¬, ®¤¥°¦ ¨©

¤«¿ § ¤ ·Æ �1.

Ǳ°¨ª« ¤
�¥µ © �1 ¡³¤¥ ² ª®¾ § ¤ ·¥¾.

������: ¯®«Æ®¬ ¤°³£®£® ±²¥¯¥¿ p(x) § ¶Æ«¨¬¨ ª®¥´Æ¶ÆÄ² ¬¨.

��Ǳ������: ·¨ p(x) ¬ Ä ¤¢  °Æ§Æ ¤Æ©±Æ ª®°¥Æ?

�¥µ © �2 | ¶¥ ² ª  § ¤ · .

������: ¶Æ«¥ ·¨±«® N .

��Ǳ������: ·¨ N Ä ¤®¤ ²¨¬ ·¨±«®¬?

Ǳ®ª ¦¥¬®, ¹® �1 §¢®¤¨²¼±¿ ¤® �2. �¥µ © p(x) = ax
2+bx+c ¡³¤¥ Æ¤¨¢Æ¤³ «¼®¾

§ ¤ ·¥¾ �1. � ·¥¿ N = b
2 � 4ac ¬®¦  ®¡·¨±«¨²¨ §  ¯®«Æ®¬Æ «¼¨© · ±. � ¤ · 

�2   ¢µ®¤Æ N ¬ Ä ¯®§¨²¨¢³ ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼ ²®¤Æ Æ ²Æ«¼ª¨ ²®¤Æ, ª®«¨ ¯®§¨²¨¢³ ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼

  ¢µ®¤Æ ax2 + bx+ c ¬ Ä § ¤ ·  �1.

�§ ·¥¿ 3.22 ¬®¦  ² ª®¦ ¢¨ª®°¨±² ²¨ ¤«¿ ¤®¢¥¤¥¿ ²®£®, ¹®

§ ¤ ·  Ä ¢ ¦ª®°®§¢'¿§®¾.

Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® § ¤ ·  �1 ¢ ¦ª  Æ ¬¨ ¢¯¥¢¥Æ, ¹® ¤«¿ ¥È ¥ Æ±³Ä

¥´¥ª²¨¢®£®  «£®°¨²¬³. �ª¹® �1 §¢®¤¨²¼±¿ ¤® �2, ²® ¤«¿ �2 ² ª®¦ ¥

Æ±³Ä ¥´¥ª²¨¢®£®  «£®°¨²¬³.

� ¢¥¤¥¥ ®§ ·¥¿ §¢Æ¤®±²Æ § ¤ · Ä ¤¥¹® ¢³§¼ª¨¬. �³«® ¡ ª®°¨±-

® ¬ ²¨ ² ª¥ ®§ ·¥¿ §¢Æ¤®±²Æ § ¤ ·Æ �1 ¤® �2, ¿ª¥ ¡ ¤ ¢ «® §¬®£³

¢¨ª®°¨±²®¢³¢ ²¨ ¤«¿ °®§¢'¿§ ¿ Æ¤¨¢Æ¤³ «¼®È § ¤ ·Æ § �1 ªÆ«¼ª  °Æ§-



118 ����Å� 3. ������Å �������, ����������� � ��������

¨µ Æ¤¨¢Æ¤³ «¼¨µ § ¤ · § �2. Ǳ¥°¥¤ ²¨¬ ¿ª  ¢¥±²¨ ®¢¥ ®§ ·¥¿

§¢Æ¤®±²Æ °®§£«¿¥¬® ¯®¿²²¿ ®° ª³« .

�§ ·¥¿ 3.23. �¥µ © �2 | § ¤ ·  ¯®¸³ª³ ·¨ °®§¯Æ§ ¢ ¿. ǱÆ¤

§¢¥°¥¿¬ ¤® �2-®° ª³«  ¢ ®¯¨±Æ  «£®°¨²¬³ ¤«¿ ¤¥¿ª®È § ¤ ·Æ �1 °®-

§³¬Æ²¨¬¥¬® ¯°®¶¥¤³°³, §  ¿ª®¾ ¶¥©  «£®°¨²¬ ³²¢®°¾Ä ¤¥¿ª³ Æ¤¨¢Æ-

¤³ «¼³ § ¤ ·³ § �2, ¿ª  °®§¢'¿§³Ä²¼±¿ Æ¸¨¬  «£®°¨²¬®¬. � ±, ¿ª¨©

¢¨²° · Ä  «£®°¨²¬   °®§¢'¿§ ¿ �2, ¥ ¢° µ®¢³Ä²¼±¿ ¢ · ± °®¡®²¨

 «£®°¨²¬³ ¤«¿ �1. Å¸¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¯°¨©¬ Ä¬®, ¹®  «£®°¨²¬ ¤«¿ �2

Ä À·®°®¾ ±ª°¨¥¾Á, ¿ª  ¤ Ä ¥£ ©³ ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼.

�®°¨±²³¾·¨±¼ ¯°®£° ¬Æ±²±¼ª¨¬¨ ²¥°¬Æ ¬¨, ¬®¦¥¬® Æ²¥°¯°¥²³¢ -

²¨ ®° ª³« ¿ª ¯°®£° ¬³, ¿ª  ¢¨ª«¨ª Ä²¼±¿ ¡¥§ ¢° µ³¢ ¿ · ±³ ÈÈ °®¡®²¨.

�§ ·¥¿ 3.24. �¥µ © �1 Æ �2 | ¤¢Æ § ¤ ·Æ (¯®¸³ª³ ·¨ °®§¯Æ§ ¢ -

¿). �®¢®°¨²¨¬¥¬®, ¹® �1 ¯®«Æ®¬Æ «¼® §¢®¤¨²¼±¿ ¤® �2, ¿ª¹® Æ±³Ä

¯®«Æ®¬Æ «¼¨©  «£®°¨²¬, ¿ª¨© §¢¥°² Ä²¼±¿ ¤® �2-®° ª³«  ¹® ©¡Æ«¼-

¸¥ ¯®«Æ®¬Æ «¼³ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ° §Æ¢.

Ǳ°¨ª« ¤
�¥µ © �1 Æ �2 ¡³¤³²¼ ¢Æ¤¯®¢Æ¤® § ¤ · ¬¨ ¯®¸³ª³ ²  °®§¯Æ§ ¢ ¿ ´ ª²®°¨§ ¶ÆÈ

¶Æ«¨µ ·¨±¥«. �¨ ¯®ª § «¨, ¹® �1 ¬®¦  °®§¢'¿§ ²¨ §  ¤®¯®¬®£®¾ n §¢¥°¥¼ ¤® �2-

®° ª³« , ¤¥ n| ¤®¢¦¨  ·¨±«  N , ¿ª¥ °®§ª« ¤ Ä¬®   ¬®¦¨ª¨. (Ǳ°¨ª« ¤   ±. 116

Æ«¾±²°³Ä ¶¾ ¯°®¶¥¤³°³ ¤«¿ N = 119). �²®¦, § ¤ ·  �1 §¢®¤¨²¼±¿ ¤® �2.

3.3.6. �« ±¨ P; NP Æ NP-¯®¢¨©

�®§£«¿¥¬® ¥´®°¬ «¼Æ ®§ ·¥¿ ²°¼®µ ´³¤ ¬¥² «¼¨µ ¯®¿²¼ ²¥®-

°ÆÈ ±ª« ¤®±²Æ: ª« ±³ P § ¤ · °®§¯Æ§ ¢ ¿, ¿ªÆ °®§¢'¿§³¾²¼ §  ¯®«Æ®-

¬Æ «¼¨© · ±; ª« ±³ NP § ¤ · °®§¯Æ§ ¢ ¿, ¿ªÆ °®§¢'¿§³¾²¼ ¥¤¥²¥°-

¬ÆÆ±²¨·® §  ¯®«Æ®¬Æ «¼¨© · ± Æ ª« ±³ § ¤ · ²¨¯³ NP , ¿ªÆ Ä À¯®¢¨-
¬¨Á.

�§ ·¥¿ 3.25. � ¤ ·  °®§¯Æ§ ¢ ¿ �  «¥¦¨²¼ ª« ±³ P § ¤ ·,

¿ªÆ °®§¢'¿§³¾²¼ §  ¯®«Æ®¬Æ «¼¨© · ±, ¿ª¹® Æ±³Ä ¯®«Æ®¬ p(n) Æ  «£®-

°¨²¬, ¹® ¤ Ä ¯° ¢¨«¼³ ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼ §  · ± � p(n) ¤® Æ¤¨¢Æ¤³ «¼®È § ¤ ·Æ
§ �, ¤®¢¦¨  ¢µÆ¤¨µ ¤ ¨µ ¿ª®È � n.

�Æ¢®±¨«¼¥ ®§ ·¥¿: § ¤ ·  °®§¯Æ§ ¢ ¿ �  «¥¦¨²¼ ª« ±³ P,
¿ª¹® Æ±³¾²¼ ² ªÆ ª®±² ²  c Æ  «£®°¨²¬, ª®«¨ Æ¤¨¢Æ¤³ «¼  § -

¤ ·  § � ¬ Ä ¢µÆ¤Æ ¤ Æ ¤®¢¦¨¨ � n, ²®  «£®°¨²¬ ¤ Ä ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼  

¯¨² ¿ § ¤ ·Æ §  · ± O(nc).
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� ³¢ ¦¨¬®, ¹® ¬Æ¦ ®§ ·¥¿¬ 3.25 Æ ®§ ·¥¿¬ ¯®«Æ®¬Æ «¼®£®

 «£®°¨²¬³ (¤¨¢. ±. 99) Æ±³Ä ²Æ±¨© §¢'¿§®ª: § ¤ ·  °®§¯Æ§ ¢ ¿ �

 «¥¦¨²¼ ª« ±³ P , ¿ª¹® Æ±³Ä ¯®«Æ®¬Æ «¼¨©  «£®°¨²¬, ¿ª¨© °®§¢'¿§³Ä

¶¾ § ¤ ·³.

�¨¨ª Ä § ¯¨² ¿, ·¨  ±¯° ¢¤Æ ®§ ·¥¿ 3.25 ®µ®¯«¾Ä ª« ± § ¤ ·,

¿ªÆ   ¯° ª²¨¶Æ ¬®¦  ¸¢¨¤ª® © ¥´¥ª²¨¢® °®§¢'¿§ ²¨. � ¯°¨ª« ¤,

 «£®°¨²¬ § · ±®¢®¾ ±ª« ¤Æ±²¾ n
100, ¤¥ n { ¤®¢¦¨  ¢µÆ¤¨µ ¤ ¨µ Ä

¯®¢Æ«¼Æ¸¨¬ ¢Æ¤  «£®°¨²¬³ § · ±®¢®¾ ±ª« ¤Æ±²¾ e
0;001�n ¤®ª¨ n Ä ¬¥¸¥

¤¥±¿²¨ ¬Æ«¼©®Æ¢. �«¥ ¯¥°¸¨©  «£®°¨²¬ ¯®«Æ®¬Æ «¼¨©,   ¤°³£¨© |

¥ª±¯®¥¶Æ©¨©.

�«¿ ¡ £ ²¼®µ § ¤ · ª« ±³ P , ¿ªÆ ¬ ¾²¼ ¯° ª²¨·¥ § ·¥¿, Æ±³-

¾²¼  «£®°¨²¬¨, · ± ¢¨ª® ¿ ¿ª¨µ ¬®¦  ®¡¬¥¦¨²¨ ¨§¼ª¨¬ ±²¥¯¥¥¬

¤®¢¦¨¨ ¢µÆ¤¨µ ¤ ¨µ. Åª®«¨ § ¤ ·Æ, ¿ªÆ  «¥¦ ²¼ ª« ±³ P  ¡® ¿ªÆ  

¯¥°¸¨© ¯®£«¿¤ Ä ª« ±³ P ,   ¯° ª²¨¶Æ ¬ ¾²¼ ¥´¥ª²¨¢¨© ¥ª±¯®¥¶Æ©-

¨©  «£®°¨²¬. �±ªÆ«¼ª¨ ¥ª±¯®¥¶Æ©Æ  «£®°¨²¬¨ Ä ¯®¢Æ«¼¨¬¨ «¨¸¥

¢  ©£Æ°¸®¬³ ¢¨¯ ¤ª³, ²® ¬®¦¥ ²° ¯¨²¨±¼, ¹® ¤«¿ ¡Æ«¼¸®±²Æ Æ¤¨¢Æ¤³-

 «¼¨µ § ¤ · ¢Æ ¯®²°¥¡³Ä § ·® ¬¥¸¥ · ±³. Ǳ®ª §®¢¨¬ ¯°¨ª« ¤®¬ Ä

±¨¬¯«¥ª±-¬¥²®¤ ¤«¿ § ¤ ·Æ «ÆÆ©®£® ¯°®£° ¬³¢ ¿, ¿ª¨© ¬ Ä ¥ª±¯®¥-

¶Æ©³ · ±®¢³ ±ª« ¤Æ±²¼, ¯°®²¥ ¤®¡°¥ ¯° ¶¾Ä   ¯° ª²¨¶Æ.

�²¦¥, ¤«¿ § ¤ · ª« ±³ P , ¿ªÆ ¬ ¾²¼ ¯° ª²¨·¥ § ·¥¿, Æ±³¾²¼

¥´¥ª²¨¢Æ  «£®°¨²¬¨, µ®·  ¢ ¤¥¿ª¨µ ¢¨¯ ¤ª µ  ©ª° ¹Æ  «£®°¨²¬¨ ¥

Ä ¯®«Æ®¬Æ «¼¨¬¨  ¡® · ± Èµ °®¡®²¨ ¥ ¯Æ¤¤ Ä²¼±¿   «Æ§³.

�§ ·¥¿ 3.26. � ¤ ·  °®§¯Æ§ ¢ ¿ �  «¥¦¨²¼ ¤® ª« ±³ NP, ¿ª-
¹® ¤«¿ ª®¦®È Æ¤¨¢Æ¤³ «¼®È § ¤ ·Æ § � ®±®¡ , ¿ª  ¢®«®¤ÆÄ ¥®¡¬¥¦¥-

¨¬¨ ®¡·¨±«¾¢ «¼¨¬¨ ¬®¦«¨¢®±²¿¬¨, ¬®¦¥ ¥ «¨¸¥ ¤ ²¨ ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼

  § ¯¨² ¿ § ¤ ·Æ,   © ³ ¢¨¯ ¤ª³ ¢Æ¤¯®¢Æ¤Æ À² ªÁ, ¬®¦¥  ¢¥±²¨ ¤®¢¥-

¤¥¿, ¿ª¥ ¡³¤¼-µ²® Æ¸¨© ¬®¦¥ ¢¨ª®°¨±² ²¨ ¤«¿ ¯¥°¥¢Æ°ª¨ ¢Æ¤¯®¢Æ¤Æ

§  ¯®«Æ®¬Æ «¼¨© · ±. � ª¥ ¤®¢¥¤¥¿ ¯° ¢¨«¼®±²Æ ¢Æ¤¯®¢Æ¤Æ À² ªÁ

 §¨¢ ²¨¬¥¬® ±¥°²¨´Æª ²®¬ ( ¡® ¯®«Æ®¬Æ «¼¨¬ ±¥°²¨´Æª ²®¬).

� ¤ ·  °®§¯Æ§ ¢ ¿ �  §¨¢ Ä²¼±¿ § ¤ ·¥¾ ª« ±³ co-NP , ¿ª¹® �
§ ¤®¢®«¼¿Ä ³¬®¢¨   «®£Æ·Æ ¤®  ¢¥¤¥¨µ ¢¨¹¥, ¢ ¿ª¨µ «¨¸¥ ¢Æ¤¯®-

¢Æ¤¼ À² ªÁ § ¬Æ¥®   ÀÆÁ. �¥ ®§ · Ä, ¹® ¤«¿ ª®¦®È Æ¤¨¢Æ¤³ «¼®È

§ ¤ ·Æ § �, ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼ ¿ª®È | ÀÆÁ, Æ±³Ä ¯®«Æ®¬Æ «¼¨© ±¥°²¨´Æª ², ¿ª¨©

¤®¢®¤¨²¼ ¯° ¢¨«¼Æ±²¼ ¢Æ¤¯®¢Æ¤Æ ÀÆÁ.

Ǳ°¨ª« ¤¨

1. �®§£«¿¥¬® § ¤ ·³ °®§¯Æ§ ¢ ¿ ´ ª²®°¨§ ¶ÆÈ:
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������:  ²³° «¼Æ ·¨±«  N Æ k.

��Ǳ������: ·¨ N ¬ Ä ¤Æ«¼¨ª ¢ ¬¥¦ µ [2; k]?

�¿ § ¤ ·  ¥ Ä § ª« ±³ P. �®   «¥¦¨²¼ ¤® ª« ±³ NP. Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹®

¤¥¿ª   ¤¯®²³¦  ®±®¡  ( ¯°¨ª« ¤, ¿ª  ¢®«®¤ÆÄ ª®¬¯'¾²¥°®¬ XXII ±². ·¨

¯°¥¤±² ¢¨ª ¯®§ §¥¬®È ¶¨¢Æ«Æ§ ¶ÆÈ) °®§ª« ¤ Ä ·¨±«® N   ¯°®±²Æ ¬®¦¨ª¨
Æ § µ®¤¨²¼ ¤Æ«¼¨ª M 2 [2; k]. � «Æ ¯®¢Æ¤®¬«¿Ä  ¬, ¹® ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼ § ¤ ·Æ |

À² ªÁ Æ ¯°¥¤'¿¢«¿Ä ·¨±«® M . �®«®¤Æ¾·¨ ¶ÆÄ¾ Æ´®°¬ ¶ÆÄ¾, ¬®¦¥¬® ¯¥°¥¢Æ°¨²¨

¯° ¢¨«¼Æ±²¼ ¢Æ¤¯®¢Æ¤Æ §  ¯®«Æ®¬Æ «¼¨© · ±, ¢¨ª® ¢¸¨ ¤Æ«¥¿ N   M .
� ¤ ·  ´ ª²®°¨§ ¶ÆÈ  «¥¦¨²¼ ² ª®¦ ¤® ª« ±³ co-NP. �ª¹® ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼ § ¤ ·Æ

ÀÆÁ, ²®  ¤¯®²³¦  Æ±²®²   ¤ Ä  ¬ ¯®¢¨© °®§ª« ¤ N   ¯°®±²Æ ¬®¦¨ª¨,
§ ¿ª®£® ¬®¦¥¬® §° §³ ¯®¡ ·¨²¨, ¹® ¥¬ Ä ¯°®±²®£® ¬®¦¨ª  � k. � §®¬ §

°®§ª« ¤®¬ ¬ Ä ¢®   ¬ ² ª®¦  ¤ ²¨ ±¥°²¨´Æª ², ¿ª¨© ¤ Ä §¬®£³ §  ¯®«Æ®-

¬Æ «¼¨© · ± ¯¥°¥¢Æ°¨²¨, ¹® ª®¦¨© ¬®¦¨ª  ±¯° ¢¤Æ ¯°®±²¥ ·¨±«®.

2. � ¤ ·  ª®¬Æ¢®¿¦¥°  ² ª®¦ Ä ¢ ¦ª®°®§¢'¿§®¾ § ¤ ·¥¾, ²®¡²® ¥ ª« ±³ P,  
 «¥¦¨²¼ ¤® ª« ±³ NP. Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® ¤¥¿ª  ¯®§ §¥¬  Æ±²®²  § µ®¤¨²¼

 ©ª®°®²¸¨© £ ¬Æ«¼²®®¢¨© ¶¨ª« Æ ¢¨¿¢«¿Ä²¼±¿, ¹® ¢Æ ª®°®²¸¨© Æ¦ k. �®¤Æ

¶¿ Æ±²®²  ¯®¢Æ¤®¬«¿Ä ª®¬Æ¢®¿¦¥°®¢Æ ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼   ©®£® § ¤ ·³ À² ªÁ Æ ¯®ª §³Ä

©®¬³ ¶¥© ¸«¿µ. ǱÆ±«¿ ¶¼®£® ¬®¦  ¸¢¨¤ª® ¯¥°¥¢Æ°¨²¨ ¯° ¢¨«¼Æ±²¼ ¢Æ¤¯®¢Æ¤Æ.

3. � «®£Æ·® ¬®¦  «¥£ª® ¯¥°¥ª® ²¨±¿, ¹® § ¤ ·  ¯°® °®§¬ «¾¢ ¿ £° ´ 

²°¼®¬  ª®«¼®° ¬¨ ²¥¦ Ä ª« ±³ NP.
4. �® ª« ±³ NP  «¥¦¨²¼ ² ª®¦ § ¤ ·  ¤¨±ª°¥²®£® «®£ °¨´¬ .

������: x; g; m; k 2 N.
��Ǳ������: ·¨ Æ±³Ä u 2 N ² ª¥, ¹® 2 � u � k; x � g

u mod m?

�®¦   ¢¥±²¨ ´®°¬ «¼Æ¸¥ ®§ ·¥¿ ª« ±³ NP . � ¤ ·  °®§¯Æ§-

 ¢ ¿  «¥¦¨²¼ ¤® ª« ±³ NP , ¿ª¹® Æ±³Ä ¯®«Æ®¬Æ «¼¨© ¥¤¥²¥°¬Æ-

®¢ ¨©  «£®°¨²¬, ¿ª¨© °®§¢'¿§³Ä ¶¾ § ¤ ·³. �  ¢Æ¤¬Æ³ ¢Æ¤ ¤¥²¥°¬Æ®-

¢ ¨µ  «£®°¨²¬Æ¢, ¥¤¥²¥°¬Æ®¢ ¨©  «£®°¨²¬ ¬ Ä ¢« ±²¨¢Æ±²¼ ¢£ ¤³-

¢ ¿. �®°¬ «¼¨¬ ¥ª¢Æ¢ «¥²®¬ ¥¤¥²¥°¬Æ®¢ ®£®  «£®°¨²¬³ Ä ¯°®-

£° ¬  ¤«¿ ¥¤¥²¥°¬Æ®¢ ®È ¬ ¸¨¨ �¼¾°Æ£ . �Æ¤ ®§ ·¥®È ¢ ¯. 3.2.4.

¬ ¸¨¨ �¼¾°Æ£ , ¥¤¥²¥°¬Æ®¢ ¨© ÈÈ   «®£ ¢Æ¤°Æ§¿Ä²¼±¿ ²¨¬, ¹®,

ª°Æ¬ ¬®¤³«¿ ª¥°³¢ ¿ § £®«®¢ª®¾ §·¨²³¢ ¿/§ ¯¨±³, ¢®«®¤ÆÄ ¬®¤³«¥¬

¢£ ¤³¢ ¿ § £®«®¢ª®¾ § ¯¨±³   ±²°Æ·ª³.

�  ¢¥¤¥¨µ ®§ ·¥¼ ¡¥§¯®±¥°¥¤¼® ¢¨¯«¨¢ Ä ² ª¥: ¿ª¹® § ¤ ·  ª« -

±³ P , ²® ¢®   «¥¦¨²¼ ² ª®¦ ¤® ª« ±³ NP , ²®¡²® P � NP . �ª®°Æ¸¥
§  ¢±¥ ª« ± NP § ·® ¡Æ«¼¸¨©, Æ¦ P ,  «¥ ¶¼®£®   ±¼®£®¤Æ ¥ ¤®¢¥¤¥-
®. �¢¥°¤¦¥¿ P 6= NP  ©¢Æ¤®¬Æ¸  £Æ¯®²¥§  ¢ ²¥®°¥²¨·¨µ ®±®¢ µ

Æ´®°¬ ²¨ª¨. �¥ ®¤  § ¶¥²° «¼¨µ § ¤ · ¥ «¨¸¥ ²¥®°ÆÈ ±ª« ¤®±²Æ,

  © ±³· ±®È ¬ ²¥¬ ²¨ª¨ ¢§ £ «Æ.

�§ ·¥¿ 3.27. � ¤ ·  °®§¯Æ§ ¢ ¿ �1 ª« ±³ NP  §¨¢ Ä²¼±¿ NP-
¯®¢®¾ § ¤ ·¥¾, ¿ª¹® ª®¦³ Æ¸³ § ¤ ·³ �2 ª« ±³ NP ¬®¦  §¢¥±²¨

¤® �1 §  ¯®«Æ®¬Æ «¼¨© · ±.
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Å ª¸¥ ª ¦³·¨, ¿ª¡¨ µ²®±¼ § ©¸®¢ ¯®«Æ®¬Æ «¼¨©  «£®°¨²¬ ¤«¿

¤¥¿ª®È NP-¯®¢®È § ¤ ·Æ �1, ²® Æ±³¢ ¢ ¡¨ ¯®«Æ®¬Æ «¼¨©  «£®°¨²¬ ¤«¿

¢±Æµ § ¤ · �2 ª« ±³ NP . �¥ ¡ ®§ · «®, ¹® ª« ± NP §¡Æ£ Ä²¼±¿ § ª« -

±®¬ P , ²®¡²® £Æ¯®²¥§  P 6= NP | µ¨¡ . � §¢'¿§ª³ § ¶¨¬ Æµ²® ¥ ±¯®-

¤Æ¢ Ä²¼±¿ ¯®¿¢¨ ¯®«Æ®¬Æ «¼®£®  «£®°¨²¬³ ¤«¿ ¡³¤¼-¿ª®È § ¤ ·Æ ª« ±³

NP-¯®¢¨©. � ¯¥¢®¬³ ±¥±Æ NP-¯®¢Æ § ¤ ·Æ Ä  ©¢ ¦·¨¬¨ § ¤ · ¬¨

¢ ª« ±Æ NP .
�±² Ä ²¢¥°¤¦¥¿ ²° ª²³¢ ²¨ ²°¥¡  ®¡¥°¥¦®. �¥ ²°¥¡  ¢¨ª«¾-

· ²¨, ¹® ¬®¦   ¢¥±²¨ ¥´¥ª²¨¢¨©  «£®°¨²¬ ( ¢Æ²¼ ¯®«Æ®¬Æ «¼¨©

§  · ±®¬), ¿ª¨© °®§¢'¿§³Ä ¡Æ«¼¸Æ±²¼ Æ¤¨¢Æ¤³ «¼¨µ § ¤ · ¤¥¿ª®È ¬ ±®¢®È

§ ¤ ·Æ � ª« ±³ NP-¯®¢¨©. Ǳ°®²¥ ¶¥ ¥ ±³¯¥°¥·¨²¼ £Æ¯®²¥§Æ P 6= NP .
�  ¯° ª²¨¶Æ · ±²® ¤®±¨²¼ ¢ ¦ª® °®§¢'¿§ ²¨ ¡Æ«¼¸Æ±²¼ Æ¤¨¢Æ¤³ «¼-

¨µ § ¤ · § ¤ ®ÈNP-¯®¢®È § ¤ ·Æ °®§¯Æ§ ¢ ¿, ¡® § °®±²®¬ ¤®¢¦¨¨

¢µÆ¤¨µ ¤ ¨µ · ± ®¡·¨±«¥¼ ¢±Æµ ¢Æ¤®¬¨µ  «£®°¨²¬Æ¢ °®±²¥ ¥ª±¯®¥¶Æ©-

®.

Ǳ°¨ª« ¤¨
� ¢¥¤¥¬® ±¯¨±®ª ¤¥¿ª¨µ NP-¯®¢¨µ § ¤ ·.

1. � ¤ ·  ª®¬Æ¢®¿¦¥° , ¿ª³ °®§£«¿¤ «¨ ³ ¯®¯¥°¥¤¼®¬³ ¯³ª²Æ, Ä NP-¯®¢®¾ § -
¤ ·¥¾.

2. � ¤ ·  °®§¬ «¾¢ ¿ £° ´  ²°¼®¬  ´ °¡ ¬¨.

3. ������: ¡³«¼®¢³ ´³ª¶Æ¾ ¢Æ¤ n §¬Æ¨µ § ¯¨± ³ ³ ª®'¾ª²¨¢Æ© ®°¬ «¼Æ©

´®°¬Æ.
��Ǳ������: ·¨ Æ±³¾²¼ § ·¥¿ §¬Æ¨µ, ¯°¨ ¿ª¨µ ¡³«¼®¢  ´³ª¶Æ¿  ¡³¢ Ä

§ ·¥¿ 1?

4. ������: ±ªÆ·¥³ ¯Æ¤¬®¦¨³ M � N Æ k 2 N.
��Ǳ������: ·¨ Æ±³Ä ¯Æ¤¬®¦¨  M 0 �M ² ª , ¹® ±³¬  ÈÈ ¥«¥¬¥²Æ¢ ¤®°Æ¢-

¾Ä k?

5. ������: ¤¢  £° ´¨ G1 = (V1; E1) Æ G2 = (V2; E2).

��Ǳ������: ·¨ ¬Æ±²¨²¼ £° ´ G1 ¯Æ¤£° ´ Æ§®¬®°´¨© ¤® G2?

3.3.7. �¬®¢Æ°Æ±Æ  «£®°¨²¬¨ ²  ª« ±¨ ±ª« ¤®±²Æ

�«£®°¨²¬¨, ¿ªÆ °®§£«¿¤ «¨ ¤®±Æ,  §¨¢ ¾²¼ ¤¥²¥°¬Æ®¢ ¨¬¨. �Æ«¼¸Æ

®¡·¨±«¾¢ «¼Æ ¬®¦«¨¢®±²Æ ¬ ¾²¼ ©¬®¢Æ°Æ±Æ  «£®°¨²¬¨. �°Æ¬ ¢µ®¤³

w, ©¬®¢Æ°Æ±¨©  «£®°¨²¬ ®²°¨¬³Ä ¢¨¯ ¤ª®¢³ ¤¢Æ©ª®¢³ ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼

r 2 f0; 1gl, ¤ «Æ ¯° ¶¾Ä ¿ª §¢¨· ©¨© ¤¥²¥°¬Æ®¢ ¨©  «£®°¨²¬ Æ °¥-

§³«¼² ² °®¡®²¨ u ¯®¤ Ä   ¢¨µÆ¤. �®¢¦¨  ¢¨¯ ¤ª®¢®È ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ l

§ «¥¦¨²¼ ¢Æ¤ ¤®¢¦¨¨ ¢µ®¤³ jwj.
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� ³¢ ¦¨¬®, ¹® ¢¨µÆ¤ u = u(w; r) ©¬®¢Æ°Æ±®£®  «£®°¨²¬³ § «¥¦¨²¼

¥ «¨¸¥ ¢Æ¤ ¢µ®¤³,   © ¢Æ¤ ¢¨¯ ¤ª®¢®È ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ. �¨¯ ¤ª®¢  ¯®±«Æ-

¤®¢Æ±²¼ ¢¢ ¦ Ä²¼±¿ °Æ¢®¬Æ°® °®§¯®¤Æ«¥®¾   f0; 1gl, ²®¡²® ª®¦¥ r
¢¨¡¨° Ä²¼±¿ § ©¬®¢Æ°Æ±²¾ 2�l. �¬®¢Æ°Æ±¨©  «£®°¨²¬ °®§¢'¿§³Ä ¬ ±®-

¢³ § ¤ ·³ � § ©¬®¢Æ°Æ±²¾ ¯®¬¨«ª¨ ", ¿ª¹®, ®²°¨¬ ¢¸¨   ¢µÆ¤ Æ¤¨¢Æ-

¤³ «¼³ § ¤ ·³ P , ¢Æ ¯®¤ Ä   ¢¨µÆ¤ ÈÈ ¯° ¢¨«¼¨© °®§¢'¿§®ª § ©¬®¢Æ°-

Æ±²¾ ¥ ¬¥¸¥ 1 � ". Å¸¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¢¨µÆ¤  «£®°¨²¬³ Ä °®§¢'¿§ª®¬

Æ¤¨¢Æ¤³ «¼®È § ¤ ·Æ P ¤«¿ ¢±Æµ, ª°Æ¬ ¹® ©¡Æ«¼¸¥ "2l ¢¨¯ ¤ª®¢¨µ ¯®±-

«Æ¤®¢®±²¥© r.

Ǳ°¨ª« ¤
�®§£«¿¥¬® ©¬®¢Æ°Æ±¨©  «£®°¨²¬, ¿ª¨© Ä  ©ª° ¹¨¬ ±¯®±®¡®¬ ²¥±²³¢ ¿ ¯°®±-

²®²¨ § ¤ ®£® ¥¯ °®£® ·¨±«  N . �«£®°¨²¬ ¤ Ä §¬®£³ ±²¢¥°¤¦³¢ ²¨, ¹® (i) ·¨±«®

N ©¬®¢Æ°® ¯°®±²¥,  ¡® (ii) N ¶Æ«ª®¬  ¯¥¢® ±ª« ¤¥¥.
�¯®· ²ª³ § ¯¨¸¥¬® N � 1 ³ ¢¨£«¿¤Æ N � 1 = 2st, ¤¥ 2s  ©¢¨¹¨© ±²¥¯Æ¼ ¤¢Æ©ª¨,

¹® ¤Æ«¨²¼ N � 1, t | ¥¯ °¥ ·¨±«®. �¨¯ ¤ª®¢® ¢¨¡¥°¥¬® ·¨±«® a ¢ ¬¥¦ µ 1 <

a < N � 1 Æ ¯¥°¥¢Æ°¨¬®, ·¨ ���(a;N) = 1. � «Æ ®¡·¨±«¾Ä¬® (N � 1) ±²¥¯Æ¼ a § 
¬®¤³«¥¬ N . �¡·¨±«¥¿ ¬®¦¥¬® °¥ «Æ§³¢ ²¨ §  ¤¢  ª°®ª¨: ( ) § ©¤¥¬® «¨¸®ª a

t § 

¡Æ °¨¬  «£®°¨²¬®¬ ¯Æ¤¥±¥¿ ¤® ±²¥¯¥¿ (¤¨¢. ¯. 3.3.4.),   ¯®²Æ¬ (¡) ¯Æ¤®±¨¬® a
t

¤® ª¢ ¤° ²  ¯®ª¨ ¥ ®¤¥°¦¨¬® a2
s
t = a

N�1:

a

t mod N; a

2t mod N; a

4t mod N; : : : ; a

2s�1t mod N; a

N�1 mod N: (3.8)

� ³¢ ¦¨¬® ² ª¥: ª®«¨ N | ¯°®±²¥ ·¨±«®, ²®

1) a
N�1 � 1 mod N (¬ «  ²¥®°¥¬  �¥°¬ ), ²®¡²® ®±² Ä ·¨±«® ¢ (3.8) ¤®°Æ¢-
¾¢ ²¨¬¥ 1;

2) ¿ª¹® ¥ ¢±Æ ·¨±«  ¢ (3.8) ¤®°Æ¢¾¾²¼ 1, ²® ¯¥°¸Æ© ®¤¨¨¶Æ ¢ ¶¼®¬³ ±¯¨±ª³ ¡³¤¥

¯¥°¥¤³¢ ²¨ N � 1 (¡® Ä¤¨¨¬¨ ª¢ ¤° ²¨¬¨ ª®°¥¿¬¨ § 1 §  ¯°®±²¨¬ ¬®¤³«¥¬

Ä �1).
�®«¨ ®¤®· ±® ¢¨ª®³¾²¼±¿ 1 Æ 2 ²® £®¢®°¨¬®, ¹® N ¢¨²°¨¬³Ä ±¨«¼¨© ²¥±² �¥°¬ 
¯°¨ ®±®¢Æ a. (�¥© ²¥±² ¹¥  §¨¢ ¾²¼ ²¥±²®¬ �Æ««¥°   ¡® ©¬®¢Æ°Æ±¨¬ ²¥±²®¬

� ¡Æ .)

Ǳ®§ ¿ª ¶¥© ²¥±² ¢¨ª®°¨±²®¢³Ä ¯Æ¤¥±¥¿ ¤® ±²¥¯¥¿ §  ¡Æ °¨¬  «£®°¨²¬®¬, ²®
©®£® ±ª« ¤Æ±²¼ ¬ Ä ¯®°¿¤®ª O(ln3N).

�ª¹® ·¨±«® N ¢¨²°¨¬³Ä ±¨«¼¨© ²¥±² �¥°¬ , ²® § ©¬®¢Æ°Æ±²¾ 3=4 ¬®¦¥¬® ¡³²¨

¯¥¢¨¬¨, ¹® ·¨±«® N | ¯°®±²¥. �¥ ¡³¤¥¬® ¤®¢®¤¨²¨, ¹® ©¬®¢Æ°Æ±²¼ ¯®¬¨«ª¨ ¶¼®£®
²¥±²³ ¤®°Æ¢¾Ä 1=4. �ª¹® ¯®¢²®°¨²¨ k ° §Æ¢ ±¨«¼¨© ²¥±² �¥°¬  ¤«¿ ¢¨¯ ¤ª®¢®

¢¨¡° ¨µ a Æ N § ¤®¢®«¼¿Ä ³¬®¢¨ 1 Æ 2 ¤«¿ ¢±Æµ ²¨µ a, ²® ¬®¦¥¬® ±²¢¥°¤¦³¢ ²¨, ¹®

·¨±«® N ¯°®±²¥ § ©¬®¢Æ°Æ±²¾ 1 � 4�k.

� ¢¥¤¥¬® ®§ ·¥¿ ª« ±³ ±ª« ¤®±²Æ, ¿ª¥ ®µ®¯«¾Ä ¢¨¯ ¤®ª ¯®¯¥°¥¤-

¼®£® ¯°¨ª« ¤³.

�§ ·¥¿ 3.28. � ¦³²¼, ¹® § ¤ ·  °®§¯Æ§ ¢ ¿ � °®§¢'¿§³Ä²¼±¿

§  ° ¤®¬Æ§ ¶Æ©® ¯®«Æ®¬Æ «¼¨© · ± (solvable in randomized polynomial
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time) Æ § ¯¨±³¾²¼ � 2 RP, ¿ª¹® Æ±³Ä ¯®«Æ®¬Æ «¼¨© ©¬®¢Æ°Æ±¨©  «-

£®°¨²¬, ¿ª¨© °®§¢'¿§³Ä § ¤ ·³ �, ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼ À² ªÁ   ¢¨µ®¤Æ  «£®°¨²¬³

Ä § ¢¦¤¨ ¯° ¢¨«¼®¾,   ©¬®¢Æ°Æ±²¼ ²®£®, ¹® ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼ ÀÆÁ Ä ¯° ¢¨«¼-

®¾ | ¡Æ«¼¸  §  1=2.

Ǳ°¨ª« ¤¨

1. � ¯®¯¥°¥¤¼®£® ¯°¨ª« ¤³ ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹®  ±²³¯  § ¤ ·   «¥¦¨²¼ ¤® ª« ±³ RP:
������: ¥¯ °¥  ²³° «¼¥ ·¨±«® N .

��Ǳ������: ·¨ ·¨±«® N ±ª« ¤¥¥?

2. Å¸¨¬ ¯°¨ª« ¤®¬ § ¤ ·Æ § ª« ±³ RP Ä § ¤ ·  ¢¨§ ·¥¿ ¥°Æ¢®§ ·®±²Æ

¬®¦¨ªÆ¢ ¤«¿ ¯®«Æ®¬Æ¢.
������: ¤¢Æ ¬®¦¨¨ ¯®«Æ®¬Æ¢ ff1; f2; : : : ; fmg Æ fg1; g2; : : : ; gng, ¤¥ fi Æ gj |
¯®«Æ®¬¨ ¢Æ¤ ®¤ÆÄÈ ·¨ ¤¥ªÆ«¼ª®µ §¬Æ¨µ  ¤ ¤¥¿ª¨¬ ¯®«¥¬ F.

��Ǳ������: ·¨ f1 � f2 � : : : � fm Æ g1 � g2 � : : : � gn Ä °Æ§¨¬¨ ¯®«Æ®¬ ¬¨?

�®¦¨© ¯®«Æ®¬ ®¤®§ ·® § ¤ Ä²¼±¿ ±ªÆ·¥®¾ ±³¬®¾ ¬®®¬Æ¢ § ¥³«¼®¢¨¬¨ ª®-

¥´Æ¶ÆÄ² ¬¨. �ª¹® ¡ ¬¨ ±¯°®¡³¢ «¨ °®§¢'¿§ ²¨ § ¤ ·³ §  ¤®¯®¬®£®¾ ¬®¦¥¿ ¤¢®µ
¬®¦¨ ¯®«Æ®¬Æ¢ Æ ¯®°Æ¢¿¿ ¢Æ¤¯®¢Æ¤¨µ ª®¥´Æ¶ÆÄ²Æ¢, ²® § £ «®¬ § ²° ²¨«¨ ¡¨

¡Æ«¼¸¥ Æ¦ ¯®«Æ®¬Æ «¼¨© · ±, ¡® ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¥³«¼®¢¨µ ¤®¤ ªÆ¢ ³ ¯®«Æ®¬Æ ¬®¦¥

§°®±² ²¨ ¥ª±¯®¥¶Æ©® ¹®¤® ¤®¢¦¨¨ ¢µÆ¤¨µ ¤ ¨µ.
Å±³Ä ¯°®±²Æ¸¨© ¬¥²®¤ ²¥±²³¢ ¿, ·¨

Q
m

i=1
fi =

Q
n

j=1
gj . Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® fi

²  gj Ä ¯®«Æ®¬ ¬¨ ¢Æ¤ l §¬Æ¨µ x1; x2; : : : ; xl. �¨¯ ¤ª®¢® ¢¨¡¥°¥¬® c1; c2; : : : ; cl 2
F Æ ®¡·¨±«¨¬® § ·¥¿ ª®¦®£® § ¯®«Æ®¬Æ¢ ¤«¿ xk = ck; k = 1; 2; : : : ; l;   ¯®²Æ¬

¯¥°¥¢Æ°¨¬® ·¨
mY
i=1

fi(c1; c2; : : : ; cl) =

nY
j=1

gj(c1; c2; : : : ; cl):

�ª¹® Æ, ²® § ²¨¬¥¬®, ¹® ¤¢Æ ¬®¦¨¨ ¯®«Æ®¬Æ¢ ¥ Ä °Æ¢®§ ·¨¬¨ Æ ¢Æ¤¯®¢Æ¤¤¾

§ ¤ ·Æ °®§¯Æ§ ¢ ¿ ¬ ©¦¥  ¯¥¢® ¡³¤¥ À² ªÁ. �ª¹® § ·¥¿ ¤®¡³²ªÆ¢ ®¤ ª®¢Æ,

²® ©¬®¢Æ°® ¯° ¢¨«¼  ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼ | ÀÆÁ. �·¥¢¨¤®, ¿ª¹® ®¤ ª®¢Æ § ·¥¿ ¯®«Æ®¬Æ¢

¢ ®¤Æ© ²®·¶Æ, ²® ¬¨ ¥ ¬®¦¥¬® ¡³²¨ ¯¥¢¨¬¨ ¢ ²®¬³, ¹® ¢®¨ °Æ¢Æ. �«¥ ¿ª¹® ÈµÆ

§ ·¥¿ ®¤ ª®¢Æ ¤«¿ ¤®±¨²¼ ¢¥«¨ª®È ªÆ«¼ª®±²Æ ¢¨¯ ¤ª®¢® ¢¨¡° ¨µ ²®·®ª, ²® ¶Æ«ª®¬

Æ¬®¢Æ°®, ¹® ² ªÆ ¯®«Æ®¬¨ °Æ¢Æ. �®¦¥¬® ±²¢¥°¤¦³¢ ²¨, ¹® ©¬®¢Æ°Æ±²¼ ¯° ¢¨«¼®-

±²Æ ¢Æ¤¯®¢Æ¤Æ À² ªÁ ¤®°Æ¢¾Ä 1 � ", ¤¥ " | ¤®¤ ²  ª®±² ²  ¥§ «¥¦  ¢Æ¤ ¢µÆ¤¨µ
¤ ¨µ § ¤ ·Æ. �²¦¥, § ¤ ·  °®§¯Æ§ ¢ ¿ ¥°Æ¢®§ ·®±²Æ ¬®¦¨ ¯®«Æ®¬Æ¢  «¥-

¦¨²¼ ¤® ª« ±³ RP.

� ³¢ ¦¥¿ 3.4. �ª¹® � 2 RP, ²® ¤«¿ ¤®¢Æ«¼®È ª®±² ²¨ " > 0

Æ±³Ä  «£®°¨²¬, ¿ª¨© ¤ Ä ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼ ÀÆÁ § Æ¬®¢Æ°Æ±²¾ ¡Æ«¼¸®¾, Æ¦

1 � ". �·¥¢¨¤®, ¤®±² ²¼® ¢¨¡° ²¨ k ² ª, ¹®¡ 2�k < " Æ ¢§¿²¨ k

¥§ «¥¦¨µ Æ²¥° ¶Æ©  «£®°¨²¬³ § ®§ ·¥¿ 3.28.

�§ ·¥¿ 3.29. � ¦³²¼, ¹® § ¤ ·  °®§¯Æ§ ¢ ¿ � °®§¢'¿§³Ä²¼±¿

§  ° ¤®¬Æ§ ¶Æ©® ¯®«Æ®¬Æ «¼¨© · ± § ©¬®¢Æ°Æ±²¾ ¯®¬¨«ª¨ ®¡¬¥¦¥-

®¾ 1=2 Æ § ¯¨±³¾²¼ � 2 BPP, ¿ª¹® Æ±³Ä ª®±² ²  Æ > 0 Æ ¯®«Æ®¬Æ-

 «¼¨© ©¬®¢Æ°Æ±¨©  «£®°¨²¬ § ©¬®¢Æ°Æ±²¾ ¯®¬¨«ª¨ ¬¥¸®¾ 1=2� Æ:
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�®¡²®, ¥§¢ ¦ ¾·¨   ²¥, ¿ª³ ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼ ¤ Ä   ¢¨µ®¤Æ  «£®°¨²¬ |

À² ªÁ  ¡® ÀÆÁ, ©¬®¢Æ°Æ±²¼ ÈÈ ¯° ¢¨«¼®±²Æ ¯¥°¥¢¨¹³Ä 1=2 + Æ.

� ³¢ ¦¥¿ 3.5. �ª Æ ³ ¢¨¯ ¤ª³ ª« ±³ RP (¤¨¢. ¯®¯¥°¥¤Ä § ³¢ ¦¥-

¿), ¿ª¹® � 2 BPP, ²® ¤«¿ ¡³¤¼-¿ª®È ª®±² ²¨ " > 0 Æ±³Ä  «£®°¨²¬,

¿ª¨© ¤ Ä ¯° ¢¨«¼³ ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼ § ©¬®¢Æ°Æ±²¾ ¡Æ«¼¸®¾ Æ¦ 1� ".
�®±² ²¼® ¢§¿²¨  «£®°¨²¬ ±ª« ¤¥¨© § k Æ²¥° ¶Æ©  «£®°¨²¬³ (Æ±-

³¢ ¿ ¿ª®£® £ ° ²³Ä ®§ ·¥¿ 3.29) Æ ¯°®¶¥¤³°¨ À£®«®±³¢ ¿ ¡Æ«¼-

¸Æ±²¾Á: ®¢¨©  «£®°¨²¬ ¤ Ä   ¢¨µ®¤Æ À² ªÁ, ¿ª¹® ¹® ©¬¥¸¥ [k=2]+1

ª°®ªÆ¢ Æ²¥° ¶ÆÈ ¤ «¨ ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼ À² ªÁ. � ±²®±®¢³¾·¨ ±² ¤ °²³ ²¥µÆ-

ª³ ·¨±«¥¿ ©¬®¢Æ°®±²Æ, ¬®¦  ¯®ª § ²¨, ¹® ¤«¿ ¡³¤¼-¿ª®È ª®±² ²¨

Æ > 0 Æ±³Ä ² ª¥ k, ¹® ©¬®¢Æ°Æ±²¼ ¯° ¢¨«¼®È ¢Æ¤¯®¢Æ¤Æ À² ªÁ   ¢¨µ®-

¤Æ  «£®°¨²¬³ À£®«®±³¢ ¿Á ¯¥°¥¢¨¹³Ä 1� ". Å²³È²¨¢® ² ª  ±¨²³ ¶Æ¿

§°®§³¬Æ« . � ¯°¨ª« ¤, ¿ª¹® ¬¨ ¬ Ä¬® ¬®¥²³, ¤«¿ ¿ª®È ©¬®¢Æ°Æ±²¼ ¢¨-

¯ ±²¨ À£¥°¡®¬Á ¤®°Æ¢¾Ä 1=2+Æ Æ ¡³¤¥¬® ÈÈ ¯Æ¤ª¨¤³¢ ²¨ ¡ £ ²® ° §Æ¢, ²®

©¬®¢Æ°Æ±²¼ ²®£®, ¹® À£¥°¡Á ¢¨¯ ¤¥ · ±²Æ¸¥, Æ¦ Àª®¯Æ©ª Á, ¡³¤¥ ¡Æ«¼¸®¾

Æ¦ 0; 999.

�¥£ª® ¯®¬Æ²¨²¨, ¹® ª« ± BPP ®µ®¯«¾Ä ª« ± RP . BPP ¬Æ±²¨²¼ ² -

ª®¦ co-RP , ²®¡²® ª« ± § ¤ · °®§¯Æ§ ¢ ¿, ¿ªÆ § ¤®¢®«¼¿¾²¼ ®§ -

·¥¿ 3.28, ¢ ¿ª®¬³ ¢Æ¤¯®¢Æ¤Æ À² ªÁ Æ ÀÆÁ ¬Æ¿¾²¼±¿ ¬Æ±¶¿¬¨.

Ǳ°¨ª« ¤
�® ª« ±³ co-RP ®·¥¢¨¤®  «¥¦¨²¼ ² ª  § ¤ · .

������: ¥¯ °¥  ²³° «¼¥ ·¨±«® N .
��Ǳ������: ·¨ Ä N ¯°®±²¨¬ ·¨±«®¬?



�®§¤Æ« 4

�° ´¨, ª®¤¨ ²  ¸¨´°¨

4.1. �° ´¨

�¥¬ Ä £ «³§Æ ¬ ²¥¬ ²¨ª¨, ¿ª®¾ ¡ ¢® 
¥ ¡³«   ¡±²° ª²®¾, ¹® ¥ ¬®¦¥ ¡³²¨

§ ±²®±®¢   ¤® ¿¢¨¹ °¥ «¼®£® ±¢Æ²³.

�. �®¡ ·¥¢±¼ª¨©

�° ¤¨¶Æ©® ¢¢ ¦ Ä²¼±¿, ¹® ²¥®°Æ¿ £° ´Æ¢ ¢¨¨ª«  ³ 1736 °., ª®«¨

�.�©«¥° °®§¢'¿§ ¢ § ¤ ·³ ¯°® ª¥Æ£±¡¥°£±¼ªÆ ¬®±²¨. Ǳ°®²¥ ²¥®°Æ¿ £° -

´Æ¢ ¿ª ¢ ¦«¨¢  · ±²¨  ¬ ²¥¬ ²¨ª¨ ¢¨¨ª«  «¨¸¥ ³ ¤°³£Æ© ¯®«®¢¨Æ

XIX ±²., ª®«¨ �.�Æ°ª£®´ § ±²®±³¢ ¢ ÈÈ ¤«¿ ¤®±«Æ¤¦¥¿ ¥«¥ª²°¨·¨µ

±µ¥¬,   �.�¥«Æ | ¤® ®¯¨± ¿ ¡³¤®¢¨ ¬®«¥ª³« ¢³£«¥¢®¤Æ¢.

�° ´ | ¶¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¨© ®¡'Äª², §  ¤®¯®¬®£®¾ ¿ª®£® ¬®¦  Æ²¥°-

¯°¥²³¢ ²¨ £¥®£° ´Æ·Æ ª °²¨, ±µ¥¬¨ ¤®°Æ£ Æ ¬®«¥ª³« µÆ¬Æ·¨µ °¥·®¢¨,

¥«¥ª²°¨·Æ ±µ¥¬¨, ¢Æ¤®±¨¨ ¬Æ¦ «¾¤¼¬¨ ²  £°³¯ ¬¨ «¾¤¥© Æ ¹¥ ¡ £ ²®

Æ¸¨µ °Æ§¨µ ª®ª°¥²¨µ ±¨²³ ¶Æ©.

�¥®°Æ¿ £° ´Æ¢ ²¥¯¥° ¡³°µ«¨¢® °®§¢¨¢ Ä²¼±¿, ÈÈ °¥§³«¼² ²¨ § ±²®±®-

¢³¾²¼, ¯°®¥ª²³¾·¨ °Æ§®¬ Æ²Æ ¥«¥ª²°®Æ ¯°¨±²°®È, ¢¨¢· ¾·¨  ¢²®-

¬ ²¨, ³ ¯°®£° ¬³¢ Æ, ´Æ§¨¶Æ, µÆ¬ÆÈ, ¡Æ®«®£ÆÈ, ¥ª®®¬Æ¶Æ, ±² ²¨±²¨¶Æ, ±®-

¶Æ®«®£ÆÈ ²  ¡ £ ²¼®µ Æ¸¨µ £ «³§¿µ ¤Æ¿«¼®±²Æ «¾¤¨¨.

4.1.1. �§ ·¥¿ £° ´Æ¢ Æ ¯°¨ª« ¤¨ £° ´Æ¢

�§ ·¥¿ 4.1. �¥µ © V { ¤®¢Æ«¼  ¬®¦¨ , E { ¿ª -¥¡³¤¼ ¯Æ¤¬®-

¦¨  ¬®¦¨¨ V (2), ¤¥ V (2) { ¬®¦¨  ¢±Æµ ¤¢®¥«¥¬¥²¨µ ¯Æ¤¬®¦¨

¬®¦¨¨ V . �° ´®¬ G  §¨¢ ¾²¼ ¯ °³ G = fV;Eg. �®¦¨³ V  -

§¨¢ ¾²¼ ¬®¦¨®¾ ¢¥°¸¨ £° ´  G,   ¬®¦¨³ E { ¬®¦¨®¾ ©®£®

°¥¡¥°.

125
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� ±²® ¯®°¿¤ § ¯®¿²²¿¬ £° ´  ¤®¢®¤¨²¼±¿ °®§£«¿¤ ²¨ § £ «¼Æ¸¥

¯®¿²²¿ ¬³«¼²¨£° ´ . �³«¼²¨£° ´ | ¶¥ ¯ °  G = fV;Eg, ¤¥ E ¥

¯Æ¤¬®¦¨ ,    ¡Æ° ¥«¥¬¥²Æ¢ ¬®¦¨¨ V
(2). ǱÆ¤  ¡®°®¬ ¥«¥¬¥²Æ¢

§ ¤¥¿ª®È ¬®¦¨¨ ¬¨ °®§³¬ÆÄ¬® ² ª³ ±³ª³¯Æ±²¼, ¢ ¿ªÆ© ¤¥¿ªÆ ¥«¥¬¥²¨

¬®¦³²¼ ²° ¯«¿²¨±¿ ¡Æ«¼¸¥ Æ¦ ®¤¨ ° §. �° ´ G  §¨¢ ¾²¼ ±ªÆ·¥¨¬,

¿ª¹® ¬®¦¨  V ±ªÆ·¥ . �¨ °®§£«¿¤ ²¨¬¥¬® «¨¸¥ ±ªÆ·¥Æ £° ´¨.

�° ´¨ ¬®¦  Æ²¥°¯°¥²³¢ ²¨ £¥®¬¥²°¨·®, ¯®±² ¢¨¢¸¨ ³ ¢Æ¤¯®¢Æ¤Æ±²¼

ª®¦®¬³ ¥«¥¬¥²®¢Æ v 2 V ²®·ª³ Pv   ¯«®¹¨Æ Æ ¯°®¢Æ¢¸¨ ¤³£³ ( ¡®

¢Æ¤°Æ§®ª ¯°¿¬®È) PvPw ¤«¿ ª®¦®È ¯ °¨ fv; wg 2 E.
� ³¢ ¦¨¬®, ¹® §   ¸¨¬ ®§ ·¥¿¬ ¬®¦¨  E °¥¡¥° £° ´  G ¥

¬Æ±²¨²¼ ¥«¥¬¥²Æ¢ ¢¨£«¿¤³ fv; vg, ¤¥ v 2 V . Å®¤Æ ¤ ¾²¼ ²°®µ¨ Æ¸¥

®§ ·¥¿ £° ´ , ¿ª¥ ¤®¯³±ª Ä °¥¡°  ¢¨£«¿¤³ fv; vg: Èµ  §¨¢ ¾²¼ ¯¥²-
«¿¬¨,   £° ´ ¡¥§ °¥¡¥° ¢¨£«¿¤³ fv; vg ²®¤Æ  §¨¢ ¾²¼ £° ´ ¡¥§ ¯¥²¥«¼.

� ² ªÆ© ²¥°¬Æ®«®£ÆÈ ¯¥°¸Æ ·®²¨°¨ £° ´¨  {£   °¨±. 4.3 Ä £° ´ ¬¨ ¡¥§

¯¥²¥«¼,   £° ´ ¤ ¬ Ä ¤¢Æ ¯¥²«Æ (°¥¡°  f1; 1g ²  f3; 3g.
Ǳ°¨ª« ¤¨
1. �¥µ © V1 = f1; 2; 3; 4; 5g; E1 = ff1; 2g; f1; 5g; f2; 3g; f2; 4g; f3; 4g; f4; 5gg. �®¤Æ ¯ ° 
G1 = fV1; E1g { £° ´. �ª¹® V1 = f1; 2; 3; 4g; E1 = ff1; 2g; f1; 2g; f2; 3g; f2; 3g; f1; 4g;
f2; 4g; f3; 4gg, ²® ¯ °  G2 = fV2; E2g Ä ¬³«¼²¨£° ´®¬.
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Æ
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�¨±. 4.1.

�¨±. 4.1 | ¶¥ £¥®¬¥²°¨·  Æ²¥°¯°¥² ¶Æ¿ £° ´Æ¢ G1 Æ G2. �¢¥°¥¬® ³¢ £³   ²¥,
¹® £° ´ G2 | ¶¥ £° ´ ¢Æ¤¯®¢Æ¤¨© ¤® ¢¨¹¥§£ ¤ ®È § ¤ ·Æ ¯°® ª¥Æ£±¡¥°£±¼ªÆ ¬®±²¨.

� £ ¤ Ä¬® ÈÈ ±³²¼. �¥°¥§ ¬Æ±²® �¥Æ£±¡¥°£ ¯°®²Æª Ä °Æ·ª , ¿ª  °®§£ «³¦³Ä²¼±¿   ¤¢ 

°³ª ¢¨, ª°Æ¬ ²®£®, ¯®±¥°¥¤¨Æ Ä ®±²°Æ¢. �¥© ®±²°Æ¢ ²  ®¡¨¤¢  ¡¥°¥£¨ °Æ·ª¨ ±¯®«³·¥Æ

¬®±² ¬¨ §  ±µ¥¬®¾, ¿ª  §®¡° ¦¥    °¨±. 4.2.

� ¤ ·  ¯°® ª¥Æ£±¡¥°£±¼ªÆ ¬®±²¨ ¯®«¿£ Ä ¢ ²®¬³, ¹® ²°¥¡ , ¢¨©¸®¢¸¨ § ¤¥¿ª®£®

¬Æ±¶¿, ¯°®©²¨ ¯® ª®¦®¬³ ¬®±²³ «¨¸¥ ®¤¨ ° § Æ ¯®¢¥°³²¨±¿ ¢ ¯®· ²ª®¢¥ ¬Æ±¶¥.
�¿ § ¤ ·  ¥ª¢Æ¢ «¥²  ¤®  ±²³¯®£® ¯¨² ¿: ·¨ ¬®¦  ®¤¨¬ °®§·¥°ª®¬ ¯¥° 

 ¬ «¾¢ ²¨ £° ´ G2 (°¨±. 4.1), ¯°®µ®¤¿·¨ ª®¦³ ¤³£³ «¨¸¥ ¯® ®¤®¬³ ° §³. �.�©«¥°

¯®ª § ¢, ¹® ¶¼®£® §°®¡¨²¨ ¥ ¬®¦  Æ ¢¨¤Æ«¨¢ ª« ± £° ´Æ¢ (¿ªÆ ²¥¯¥°  §¨¢ ¾²¼
®©«¥°®¢¨¬¨), £¥®¬¥²°¨·³ Æ²¥°¯°¥² ¶Æ¾ ¿ª¨µ ¬®¦   ¬ «¾¢ ²¨ ®¤¨¬ °®§·¥°ª®¬

¯¥° , ¯°®µ®¤¿·¨ ª®¦³ ¤³£³ «¨¸¥ ¯® ®¤®¬³ ° §³. �©«¥°®¢Æ £° ´¨ ¬¨ °®§£«¿¥¬®

¯Æ§Æ¸¥.
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�¨±. 4.3.

� Æ¬'¿¬ �©«¥°  ¯®¢'¿§ ¨© ¹¥ ®¤¨ ¢ ¦«¨¢¨© ª« ± £° ´Æ¢ | ¯«®±-

ªÆ  ¡® ¯«  °Æ £° ´¨. �° ´ G  §¨¢ ¾²¼ ¯«®±ª¨¬, ¿ª¹® Æ±³Ä ² ª¥

©®£® §®¡° ¦¥¿   ¯«®¹¨Æ, ¯°¨ ¿ª®¬³ ¤³£¨, ¿ªÆ ¢Æ¤¯®¢Æ¤ ¾²¼ °¥¡° ¬

£° ´ , ¯¥°¥²¨ ¾²¼±¿ «¨¸¥ ³ ¢¥°¸¨ µ £° ´ . �°®§³¬Æ«®, ¹® ¢¨¢·¥-

¿ ¯«®±ª¨µ £° ´Æ¢ ¬ Ä ¢ ¦«¨¢¥ ¯° ª²¨·¥ § ·¥¿: ¤®±¨²¼ §£ ¤ ²¨,

¹® ¤°³ª®¢ Æ ¥«¥ª²°®Æ ±µ¥¬¨, ¿ªÆ ¸¨°®ª® ¢¨ª®°¨±²®¢³¾²¼ ³ °Æ§®-

¬ Æ²¨µ ¥«¥ª²°®¨µ ¯°¨±²°®¿µ, ¬®¦  Æ²¥°¯°¥²³¢ ²¨ §  ¤®¯®¬®£®¾

¯«®±ª¨µ £° ´Æ¢.

�±Æ £° ´¨, §®¡° ¦¥Æ   °¨±. 4.3, Ä ¯«®±ª¨¬¨,   £° ´¨ K3;3 Æ K5 §

°¨±. 4.4 | ¥¯«®cªÆ. �¨ ¤®¢¥¤¥¬® ¶¥ ¯Æ§Æ¸¥. � Æ¸®£® ¡®ª³, ª®¦¥

±ªÆ·¥¨© £° ´ G ¬®¦  °®§¬Æ±²¨²¨ ³ ²°¨¢¨¬Æ°®¬³ ¯°®±²®°Æ ² ª,

¹® °Æ§Æ ©®£® °¥¡°  ¬®¦³²¼ ¯¥°¥²¨ ²¨±¿ «¨¸¥ ³ ¢¥°¸¨ µ. �®¢¥¤¥¿

¶¼®£® ´ ª²³ §®¢±Æ¬ ¯°®±²¥. �¨¡¨° Ä¬® ¿ª³-¥¡³¤¼ ¯°¿¬³ l Æ §®¡° ¦ Ä¬®

¢¥°¸¨¨ £° ´  G ²®·ª ¬¨ ¶ÆÄÈ ¯°¿¬®È. � «Æ ·¥°¥§ ¯°¿¬³ l ¯°®¢®¤¨¬®

±²Æ«¼ª¨ ¯«®¹¨, ±ªÆ«¼ª¨ °¥¡¥° ¬ Ä £° ´ G, ª®¦¥ °¥¡°® °®§¬Æ¹³Ä¬® ³
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�¨±. 4.4.

±¢®È© ¯«®¹¨Æ ² ª, ¿ª ¶¥ §®¡° ¦¥®   °¨±. 4.5.

� �

Æ 
s s s s s

s

ss

s

�¨±. 4.5.

Ǳ°¨ª« ¤
�Æ¤®¬  ² ª  £®«®¢®«®¬ª  ¯®¢'¿§   § £° ´®¬ K3;3   °¨±. 4.4. � Ä¬® ²°¨ ¡³¤¨ª¨

Æ ²°¨ ª°¨¨¶Æ § °Æ§®¾ ¢®¤®¾. �Æ¤ ª®¦®£® ¡³¤¨ª³ ¤® ª®¦®È ª°¨¨¶Æ ¯°®ª« ¤¥®
±²¥¦ª¨ ² ª, ¿ª ¶¥ §®¡° ¦¥®   °¨±. 4.4. �±Æ ¢« ±¨ª¨ ¡³¤¨ªÆ¢ ¬Æ¦ ±®¡®¾ ¯¥°¥-

±¢ °¨«¨±¿ Æ ª®¦¥ § ¨µ µ®²Æ¢ ¡¨ µ®¤¨²¨ ¤® ª°¨¨¶¼ ¤®¢¸¨¬ ¸«¿µ®¬ Æ ®ª°³¦¨¬¨

±²¥¦ª ¬¨,  ¡¨ «¨¸¥ ©®£® ±²¥¦ª¨ ¥ ¯¥°¥²¨ «¨±¿ §Æ ±²¥¦ª ¬¨ Æ¸¨µ. � ¯¨² ¿: ·¨
¬®¦  ¶¼®£® ¤®¬®£²¨±¿? ǱÆ§Æ¸¥ ¬¨ ¯¥°¥ª® Ä¬®±¿, ¹® ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼   ¶¥ § ¯¨² ¿

¥£ ²¨¢ . �Æ ·¨² ·Æ, ¿ªÆ ¹¥ ¥ § ¾²¼ °®§¢'¿§ª³, ¬®¦³²¼ ±¯°®¡³¢ ²¨ § ©²¨ ©®£®.

Ǳ°¨ ¢¨¢·¥Æ £° ´Æ¢ ¢ ¦«¨¢³ °®«¼ ¢Æ¤Æ£° Ä ¯®¿²²¿ Æ§®¬®°´Æ§¬³ £° -

´Æ¢. � ²¥®°ÆÈ £° ´Æ¢ Æ§®¬®°´Æ £° ´¨ ¥ °®§°Æ§¿¾²¼±¿: ª®¦¥ § ¨µ

¢¢ ¦ Ä²¼±¿ ²®·®¾ ª®¯ÆÄ¾ Æ¸®£®.

�§ ·¥¿ 4.2. �¥µ © G = fV;Eg i G0 = fV 0
; E

0g | ¤¢  £° ´¨. �° ´¨

G i G0  §¨¢ ¾²¼ Æ§®¬®°´¨¬¨, ¿ª¹® Æ±³Ä ¡ÆÄª²¨¢¥ ¢i¤®¡° ¦¥¿
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' : V ! V
0, ¿ª¥ À§¡¥°Æ£ Ä °¥¡° Á, ²®¡²® f'(vi); '(vj)g 2 E0 ²®¤Æ © «¨¸¥

²®¤Æ, ª®«¨ fvi; vjg 2 E.
� ¯°¨ª« ¤, £° ´¨   Æ ¡, §®¡° ¦¥Æ   °¨±. 4.3, Æ§®¬®°´Æ,   £° ´¨ ¢ Æ £

§ ¶¼®£® ¦ °¨±³ª  ¥Æ§®¬®°´Æ. �¯®¤Æ¢ Ä¬®±¿, ¹® § °¨±³ª  ¢¨¤® ·®¬³

£° ´¨   Æ ¡ Æ§®¬®°´Æ. �° ´¨ ¢ Æ £ ¥Æ§®¬®°´Æ ²®¬³, ¹® ¢ ¯¥°¸®¬³ §

¨µ Æ±³Ä § ¬ª¥¨© ¸«¿µ, ¿ª¨© ±ª« ¤ Ä²¼±¿ § ²°¼®µ °¥¡¥°,   ¢ ¤°³£®¬³

² ª®£® ¸«¿µ³ ¥ Æ±³Ä.

� ¦«¨¢³ °®«¼ ³ ²¥®°ÆÈ £° ´Æ¢ ¢Æ¤Æ£° Ä ª« ± ®°ÆÄ²®¢ ¨µ £° ´Æ¢.

�§ ·¥¿ 4.3. �°ÆÄ²®¢ ¨¬ £° ´®¬ G  §¨¢ ¾²¼ ¯ °³ G = fV;Eg,
¤¥ E � V �V | ¯Æ¤¬®¦¨  ¤¥ª °²®¢®£® ª¢ ¤° ²  ¬®¦¨¨ V . �®-

¦¨³ V  §¨¢ ¾²¼ ¬®¦¨®¾ ¢¥°¸¨ £° ´  G,   ¬®¦¨³ E | ¬®-

¦¨®¾ ©®£® °¥¡¥°.

�¢¥°² Ä¬® ³¢ £³   ²¥, ¹® ®°ÆÄ²®¢ ¨© £° ´ | ¶¥, ¯® ±³²Æ, ¡Æ °-

¥ ¢Æ¤®¸¥¿   ¬®¦¨Æ ©®£® ¢¥°¸¨. �²¦¥, ²¥®°Æ¿ ®°ÆÄ²®¢ ¨µ

£° ´Æ¢ §¡Æ£ Ä²¼±¿ (§ ²®·Æ±²¾ ¤® ²¥°¬Æ®«®£ÆÈ) § ²¥®°ÆÄ¾ ¡Æ °¨µ ¢Æ¤-

®¸¥¼. � ³¢ ¦¨¬® ¯°®  ¤§¢¨· ©® ¢ ¦«¨¢³ °®«¼ ¡Æ °¨µ ¢Æ¤®¸¥¼

³ ¬ ²¥¬ ²¨¶Æ,  ¤¦¥ ¶¥ Æ ´³ª¶ÆÈ ²  ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ § ¬®¦¨¨ V ¢ ±¥¡¥,

¢Æ¤®¸¥¿ ¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ ²  ¯®°¿¤ª³   V ²  ¡ £ ²® Æ¸¨µ ¢ ¦«¨¢¨µ

¤«¿ ¬ ²¥¬ ²¨ª¨ ®¡'Äª²Æ¢. �¥ ±¢Æ¤·¨²¼ ¯°® ®±®¡«¨¢³ °®«¼ ²¥®°ÆÈ £° ´Æ¢

³ ± ¬Æ© ¬ ²¥¬ ²¨¶Æ ²  ¢ ÈÈ § ±²®±³¢ ¿µ.

�¥¡° ¬¨ ®°ÆÄ²®¢ ®£® £° ´  Ä ¢¯®°¿¤ª®¢ Æ ¯ °¨ (vi; vj) 2 V � V ,
²®¤Æ ¿ª °¥¡° ¬¨ §¢¨· ©®£® £° ´  Ä ¯ °¨ fvi; vjg 2 V (2): ¶¥ °Æ§Æ °¥·Æ.

�°ÆÄ²®¢ ¨© £° ´  §¨¢ ¾²¼ ±ªÆ·¥¨¬, ¿ª¹® ¬®¦¨  ©®£® ¢¥°¸¨

Ä ±ªÆ·¥®¾. �¨ °®§£«¿¤ Ä¬® «¨¸¥ ±ªÆ·¥Æ £° ´¨ ²  ®°ÆÄ²®¢ Æ

£° ´¨, ²®¬³ ¤ «Æ ®¯³±ª ²¨¬¥¬® ¯°¨ª¬¥²¨ª À±ªÆ·¥¨©Á.

� ª ± ¬®, ¿ª Æ ³ ¢¨¯ ¤ª³ §¢¨· ©¨µ £° ´Æ¢ ¢ ¦«¨¢¨¬ Ä ¯®¿²²¿ Æ§®-

¬®°´Æ§¬³ ®°ÆÄ²®¢ ¨µ £° ´Æ¢.

�§ ·¥¿ 4.4. �¥µ © G = fV;Eg i G0 | ¤¢  ®°ÆÄ²®¢ ¨µ £° ´¨.

�° ´¨ G = fV;Eg i G
0 = fV 0

; E
0g  §¨¢ ¾²¼ Æ§®¬®°´¨¬¨, ¿ª¹® Æ±-

³Ä ¡ÆÄª²¨¢¥ ¢i¤®¡° ¦¥¿ ' : V ! V
0, ¿ª¥ À§¡¥°Æ£ Ä °¥¡° Á, ²®¡²®

('(vi); '(vj)) 2 E0 ²®¤Æ © «¨¸¥ ²®¤Æ, ª®«¨ (vi; vj) 2 E.
Ǳ®°¿¤ §Æ §¢¨· ©¨¬¨ £° ´ ¬¨ ®°ÆÄ²®¢ Æ £° ´¨ ²¥¦ Æ²¥°¯°¥²³¾²¼

¬ «¾ª ¬¨   ¯«®¹¨Æ, §®¡° ¦ ¾·¨ ¢¥°¸¨¨ ³ ¢¨£«¿¤Æ ²®·®ª,   °¥¡° 

³ ¢¨£«¿¤Æ ¢Æ¤°Æ§ªÆ¢ ¯°¿¬¨µ  ¡® ¤³£ §Æ ±²°Æ«ª ¬¨. �  °¨±. 4.6 §®¡° ¦¥®

²°¨ ®°ÆÄ²®¢ Æ £° ´¨, ª®¦¨© § ·®²¨°¬  ¢¥°¸¨ ¬¨. �¨±. 4.6,  | ¶¥
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�¨±. 4.6.

§®¡° ¦¥¿ £° ´  ff1; 2; 3; 4g; f(1; 2); (1; 3); (1; 4); (2; 1); (4; 4)g. �° ´¨  

²  ¡ Æ§®¬®°´Æ,   £° ´¨   Æ ¢ ¥ Æ§®¬®°´Æ.

4.1.2. �¥¿ªÆ ¢ ¦«¨¢Æ ª« ±¨ £° ´Æ¢

�° ´ G  §¨¢ ¾²¼ ¯®¢¨¬, ¿ª¹® ª®¦Æ ¤¢Æ ©®£® ¢¥°¸¨¨ §'Ä¤ Æ °¥¡-

°®¬, ²®¡²® ¬®¦¨  E °¥¡¥° £° ´  G = fV;Eg §¡Æ£ Ä²¼±¿ § ¬®¦¨®¾
¢±Æµ ¤¢®¥«¥¬¥²¨µ ¯Æ¤¬®¦¨ ¬®¦¨¨ V . �ª¹® ¬®¦¨  ¢¥°¸¨ ¯®¢-

®£® £° ´  G ±ª« ¤ Ä²¼±¿ § n ¥«¥¬¥²Æ¢, ²® ©®£® ¯®§ · ¾²¼ Kn. � 

°¨±. 4.7 §®¡° ¦¥® ¯®¢Æ £° ´¨ § 2,3,4 ²  5 ¢¥°¸¨ ¬¨.

s

s

s

ss

ss

s s s s

s

s

s

�¨±. 4.7.

�Æ«¼ªÆ±²¼ 2-¥«¥¬¥²¨µ ¯Æ¤¬®¦¨ n-¥«¥¬¥²®È ¬®¦¨¨ ¤®°Æ¢¾Ä

C
2
n, ²®¬³ ¯®¢¨© £° ´ Kn ¬ Ä C

2
n °¥¡¥°.

�° ´ G = fV;Eg § ¬®¦¨®¾ ¢¥°¸¨ fv1; : : : ; vng  §¨¢ ¾²¼ ¶¨ª«®¬
Æ ¯®§ · ¾²¼ Cn, ¿ª¹® ¬®¦¨®¾ ©®£® °¥¡¥° Ä ¬®¦¨  E = ffv1; v2g;
fv2; v3g; : : : ; fvn�1; vng; fvn; v1gg. �  °¨±. 4.8 §®¡° ¦¥® ¶¨ª«¨ C3; C4 ² 

C7. �° ´ G = fV;Eg § ¬®¦¨®¾ ¢¥°¸¨ fv1; : : : ; vng  §¨¢ ¾²¼ « -

¶¾£®¬ Æ ¯®§ · ¾²¼ Pn, ¿ª¹® ¬®¦¨®¾ ©®£® °¥¡¥° Ä ¬®¦¨  E =

ffv1; v2g; fv2; v3g; : : : ; fvn�1; vngg. �  °¨±. 4.8 §®¡° ¦¥® « ¶¾£¨ P4 ² 
P7.

� °¸°³²®¬ £° ´   §¨¢ ¾²¼ ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ °¥¡¥° (l1; : : : ; ln), ¢ ¿ªÆ©
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�¨±. 4.8.

ª®¦Æ ¤¢  ¯®±«Æ¤®¢¨µ °¥¡°  li ²  li+1 Ä °Æ§¨¬¨ Æ ¬ ¾²¼ (Ä¤¨³) ±¯Æ«¼-

³ ¢¥°¸¨³. �¥ ± ¬¥ °¥¡°® ¬®¦¥ ²° ¯«¿²¨±¿ ¢ ¬ °¸°³²Æ ¤¥ªÆ«¼ª  ° §Æ¢.

�¥°¸¨  °¥¡°  l1, ¿ª  ¥  «¥¦¨²¼ ¤® l2,  §¨¢ Ä²¼±¿ ¯®· ²ª®¬ ¬ °¸°³-

²³, ¢¥°¸¨  °¥¡°  ln, ¿ª  ¥  «¥¦¨²¼ ¤® ln�1,  §¨¢ Ä²¼±¿ ©®£® ªÆ¶¥¬.
�¢Æ ¢¥°¸¨¨ v Æ w  §¨¢ ¾²¼ §'Ä¤ ¨¬¨, ¿ª¹® Æ±³Ä ¬ °¸°³² § ¯®· ²-

ª®¬ ³ v Æ § ªÆ¶¥¬ ³ w. �ª¹® ¢¥°¸¨¨ v Æ w §'Ä¤ Æ Æ v = w, ²® ¬ °¸°³²

 §¨¢ ¾²¼ ¶¨ª«Æ·¨¬. �®¢¦¨  ¬ °¸°³²³ (¶¨ª«³, « ¶¾£ )| ¶¥ ªÆ«¼-

ªÆ±²¼ °¥¡¥°, § ¿ª¨µ ¢Æ ±ª« ¤ Ä²¼±¿. �Æ¤±² ¼ ¬Æ¦ §'Ä¤ ¨¬¨ ¢¥°¸¨-

 ¬¨ v Æ w { ¶¥ ªÆ«¼ªÆ±²¼ °¥¡¥° ¬ °¸°³²³  ©¬¥¸®È ¤®¢¦¨¨, ¿ª¨©

§'Ä¤³Ä v Æ w. �·¥¢¨¤®, ¹® ¢Æ¤®¸¥¿ À¢¥°¸¨¨ v Æ w §'Ä¤ ÆÁ Ä ¢Æ¤-

®¸¥¿¬ ¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ   ¬®¦¨Æ ¢¥°¸¨ £° ´  G. (�¨ ¢¢ ¦ Ä¬®,

¹® §  ®§ ·¥¿¬ ª®¦  ¢¥°¸¨  §'Ä¤   ± ¬  § ±®¡®¾.) �®¬³ ¬®¦¨-

  ¢¥°¸¨ £° ´  G °®§¡¨¢ Ä²¼±¿   ª« ±¨ ¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ (§'Ä¤ ¨µ

¬Æ¦ ±®¡®¾ ¢¥°¸¨). �°®§³¬Æ«®, ¹® ¢¥°¸¨¨ °Æ§¨µ ª« ±Æ¢ ¥ §'Ä¤ Æ.

�®¬³ £° ´ G °®§¡¨¢ Ä²¼±¿   · ±²¨¨ G1; : : : ; Gk, ¿ªÆ ±ª« ¤ ¾²¼±¿ §Æ

§'Ä¤ ¨µ ¢¥°¸¨ Æ °¥¡¥°, ¿ªÆ Èµ §'Ä¤³¾²¼. �Æ · ±²¨¨ G1; : : : ; Gk  §¨-

¢ ¾²¼ §¢'¿§¨¬¨ ª®¬¯®¥² ¬¨ £° ´  G. �ª¹® ¢±Æ ¢¥°¸¨¨ £° ´  G

§'Ä¤ Æ, ²® £° ´  §¨¢ ¾²¼ §¢'¿§¨¬. �±Æ £° ´¨, §®¡° ¦¥Æ   ¯®¯¥°¥¤-

Æµ °¨±³ª µ 4.1{4.8, Ä §¢'¿§¨¬¨. � Æ¸®£® ¡®ª³, °¨±. 4.8,  ¯°¨ª« ¤,

¬®¦  °®§£«¿¤ ²¨ ¿ª §®¡° ¦¥¿ ®¤®£® £° ´ , ¿ª¨© ¬ Ä 5 §¢'¿§¨µ

ª®¬¯®¥².

�° ´ G = fV;Eg  §¨¢ ¾²¼ 2-£° ´®¬, ¿ª¹® Æ±³Ä ² ª¥ °®§¡¨²²¿

V = V1\V2   ¤¢Æ ¯Æ¤¬®¦¨¨, ¹® ªÆ¶Æ ª®¦®£® °¥¡°   «¥¦ ²¼ °Æ§¨¬
¯Æ¤¬®¦¨ ¬. �ª¹® ª®¦Æ ¤¢Æ ¢¥°¸¨¨, ¿ªÆ  «¥¦ ²¼ °Æ§¨¬ ¯Æ¤¬®¦¨-

 ¬, §'Ä¤ Æ °¥¡°®¬, ²® £° ´  §¨¢ ¾²¼ ¯®¢¨¬ 2-£° ´®¬. Ǳ®¢¨©

2-£° ´, ³ ¿ª®¬³ jV1j = m; jV2j = n ¯®§ · ¾²¼ Km;n. �  °¨±. 4.9 §®¡° -

¦¥® ¯®¢Æ 2-£° ´¨ K1;3 ²  K2;3 (  °¨±. 4.4 §®¡° ¦¥® £° ´ K3;3) ² 

®¤¨ ¥¯®¢¨© 2-£° ´. �° ´ K1;n  §¨¢ ¾²¼ §Æ°ª®¾.
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�¨±. 4.9.

2-£° ´¨ ²° ¯«¿¾²¼±¿ ³ ¡ £ ²¼®µ °®§¤Æ« µ ¬ ²¥¬ ²¨ª¨. �®ª°¥¬ ,

ª®¦¥ ¢Æ¤®¸¥¿ ¬Æ¦ ¬®¦¨ ¬¨ V1 Æ V2 (¢ ²®¬³ ·¨±«Æ ´³ª¶ÆÈ ²  ¢Æ¤®-

¡° ¦¥¿ § V1 ³ V2) ¬®¦  ²° ª²³¢ ²¨ ¿ª 2-£° ´.

�¢¥°¤¦¥¿ 4.1. �° ´ G Ä 2-£° ´®¬ ²®¤Æ © «¨¸¥ ²®¤Æ, ª®«¨ ¢±Æ ©®£®

¶¨ª«¨ ¬ ¾²¼ ¯ °³ ¤®¢¦¨³.

�®¢¥¤¥¿. �ª¹® C | ¶¨ª« 2-£° ´  § ¯Æ¤¬®¦¨ ¬¨ V1 Æ V2, ²® C

¯°®µ®¤¨²¼ ¯®·¥°£®¢® ·¥°¥§ ¢¥°¸¨¨ § V1 Æ V2, ²®¬³ ¢Æ ¬³±¨²¼ ¬ ²¨

¯ °³ ¤®¢¦¨³. � ¢¯ ª¨, ¥µ © ¢±Æ ¶¨ª«¨ £° ´  G ¬ ¾²¼ ¯ °³ ¤®¢-

¦¨³. �®§£«¿¥¬® ¡³¤¼-¿ª³ §¢'¿§³ ª®¬¯®¥²³ G0 £° ´  G Æ ¢¨¡¥°¥¬®

¢¥°¸¨³ u £° ´  G0. �®¦¨  ¢¥°¸¨ V £° ´  G0 °®§¡¨¢ Ä²¼±¿   ¤¢Æ

¯Æ¤¬®¦¨¨: V1 | ¬®¦¨  ¢¥°¸¨, ¢Æ¤±² ¼ ¢Æ¤ ¿ª¨µ ¤® ¢¥°¸¨¨ u

¥¯ ° , V2 | ¬®¦¨  ¢¥°¸¨, ¢Æ¤±² ¼ ¢Æ¤ ¿ª¨µ ¤® ¢¥°¸¨¨ u ¯ ° .

�®·¥¬® ¤®¢¥±²¨, ¹® G0 2-£° ´ § ¯Æ¤¬®¦¨ ¬¨ ¢¥°¸¨ V1 Æ V2. �¥µ ©

v; w 2 V2. �Æ°ª³¾·¨ ¢Æ¤ ±³¯°®²¨¢®£®, ¯°¨¯³±²¨¬®, ¹® Æ±³Ä °¥¡°®, ¿ª¥

§'Ä¤³Ä v Æ w. �¥µ © L(u; v) ²  L(u; w) | « ¶¾£¨ (¯ °®È) ¤®¢¦¨¨, ¹®

§'Ä¤³¾²¼, ¢Æ¤¯®¢Æ¤®, u Æ v ²  u Æ w, Æ ¥µ © u0 | ¯¥°¸  (° µ³¾·¨ ¢Æ¤

u) ±¯Æ«¼  ¢¥°¸¨  « ¶¾£Æ¢ L(u; v) ²  L(u; w) (¤¨¢. °¨±. 4.10).

�¥µ © L(u0; v) ²  L(u0; w) | ¯Æ¤« ¶¾£¨ « ¶¾£Æ¢ L(u; v) ²  L(u; w)

§ ¯®· ²ª ¬¨ ³ ¢¥°¸¨Æ u0. �®¤Æ ¶¨ª« L(u0; v) [ fv; wg [ L�1(u0; w), ¤¥
L
�1(u0; w) ®§ · Ä « ¶¾£ L(u0; w), ¯°®©¤¥¨© ³ §¢®°®²®¬³ ¯®°¿¤ª³,

¬ Ä ¥¯ °³ ¤®¢¦¨³, ¹® ±³¯¥°¥·¨²¼ ¯°¨¯³¹¥¾. �®¬³ ¦®¤Æ ¤¢Æ ¢¥°-

¸¨¨ ¬®¦¨¨ V2 ¥ §'Ä¤ Æ °¥¡°®¬. � ª ± ¬® ¤®¢®¤¨²¼±¿, ¹® ¦®¤Æ

¤¢Æ ¢¥°¸¨¨ ¬®¦¨¨ V1 ¥ §'Ä¤ Æ °¥¡°®¬. �¥ ®§ · Ä, ¹® £° ´ G0 |

2-£° ´. �±ªÆ«¼ª¨ ¶¥ ¢Æ°® ¤«¿ ª®¦®È §¢'¿§®È ª®¬¯®¥²¨ £° ´  G, ²®

G | 2-£° ´.
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s

s

s

s

s

s s

u u' v w

L(u,v)

L(u,w)

�¨±. 4.10.

4.1.3. �¥¬  ¯°® °³ª®±²¨±ª ¿

�¥µ © G = fV;Eg | £° ´. �ª¹® l 2 E ¬ Ä ¢¨£«¿¤ l = fu; vg, ²®
°¥¡°® l  §¨¢ ¾²¼ Æ¶¨¤¥²¨¬ ¤® ¢¥°¸¨¨ u (Æ v),   ª®¦³ § ¢¥°¸¨

u Æ v  §¨¢ ¾²¼ Æ¶¨¤¥²®¾ ¤® °¥¡°  l. �²¥¯¥¥¬ ¢¥°¸¨¨ £° ´ 

 §¨¢ ¾²¼ ªÆ«¼ªÆ±²¼ Æ¶¨¤¥²¨µ È© °¥¡¥°. �¥°¸¨¨ u Æ v, ¿ªÆ  «¥¦ ²¼

¤¥¿ª®¬³ °¥¡°³,  §¨¢ ¾²¼ ±³¬Æ¦¨¬¨.

�¥¬  4.1. �³¬  ±²¥¯¥Æ¢ ¢¥°¸¨ ±ªÆ·¥®£® £° ´  Ä ¯ °¨¬ ·¨±«®¬.

�®¢¥¤¥¿. �®¦¥ °¥¡°® §'Ä¤³Ä ¤¢Æ ¢¥°¸¨¨ Æ ²®¬³ ¢®±¨²¼ ¤®¤ -

®ª 2 ³ ±³¬³ ±²¥¯¥Æ¢ ¢¥°¸¨. �²¦¥, c³¬  ±²¥¯¥Æ¢ ¢¥°¸¨ ¤®°Æ¢¾Ä

¯®¤¢®ÄÆ© ªÆ«¼ª®±²Æ °¥¡¥°.

� ±«i¤®ª 4.1. �Æ«¼ªÆ±²¼ ¢¥°¸¨ ¥¯ °®£® ±²¥¯¥¿ ¤®¢Æ«¼®£® ±ªÆ-

·¥®£® £° ´  Ä ¯ °¨¬ ·¨±«®¬.

�®¢¥¤¥¿. �®§Æ¡'Ä¬® ±³¬³ ±²¥¯¥Æ¢ ¢¥°¸¨ £° ´    ¤¢  ¤®¤ ª¨

A1+A2, ¤¥ A2 c³¬  ±²¥¯¥Æ¢ ¢¥°¸¨ ¯ °®£® ±²¥¯¥¿,   A1 c³¬  ±²¥¯¥Æ¢

¢¥°¸¨ ¥¯ °®£® ±²¥¯¥¿. �¨±«® A2, ®·¥¢¨¤®, ¯ °¥. �ª¡¨ ªÆ«¼ªÆ±²¼

¢¥°¸¨ ¥¯ °®£® ±²¥¯¥¿ ¡³«  ¥¯ °®¾, ²® ·¨±«® A1,   ®²¦¥, Æ ±³¬ 

A1 +A2 ¡³«  ¥¯ °®¾,   ¶¥ ±³¯¥°¥·¨²¼ «¥¬Æ.

� §¢³, ´®°¬³«¾¢ ¿ ²  ¤®¢¥¤¥¿ ®±² ¼®È «¥¬¨ ¬®¦  ¯°®Æ²¥°-

¯°¥²³¢ ²¨ ² ª. �¥µ ©   ¢¥·Æ°¶Æ §Æ¡° « ±¿ ¯¥¢  ªÆ«¼ªÆ±²¼ «¾¤¥©, c¥°¥¤

¿ª¨µ Ä § ©®¬Æ ²  ¥§ ©®¬Æ ¬Æ¦ ±®¡®¾ «¾¤¨. �±Æ § ©®¬Æ ¯®²¨±³«¨

®¤¨ ®¤®¬³ °³ª¨. �®¤Æ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¯®²¨±³²¨µ °³ª Ä ¯ °¨¬ ·¨±«®¬, ¡®

¯°¨ ª®¦®¬³ °³ª®±²¨±ª Æ ¡¥°³²¼ ³· ±²¼ ¤¢Æ °³ª¨.
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4.1.4. � ²°¨¶Æ, §¢'¿§ Æ § £° ´ ¬¨

�¥µ © G = fV;Eg| ±ªÆ·¥¨© £° ´, V = fv1; : : : ; vng| ¬®¦¨  ©®£®

¢¥°¸¨. �¨ ¢¢ ¦ Ä¬®, ¹® ¬®¦¨  fv1; : : : ; vng ¢¯®°¿¤ª®¢   Æ¤¥ª± -
¬¨ 1; : : : ; n.

�§ ·¥¿ 4.5. � ²°¨¶¥¾ ±³¬Æ¦®±²Æ £° ´  G  §¨¢ Ä²¼±¿ ª¢ ¤° -

²  ¬ ²°¨¶¿ n-£® ¯®°¿¤ª³ A = [�ij ], ¤«¿ ¿ª®È

�ij =

�
1; ¿ª¹® °¥¡°  vi; vj ±³¬Æ¦Æ;

0; ¢ Æ¸®¬³ ¢¨¯ ¤ª³:

� ²°¨¶¥¾ ±³¬Æ¦®±²Æ ®°ÆÄ²®¢ ®£® £° ´  G  §¨¢ Ä²¼±¿ ª¢ ¤° ² 

¬ ²°¨¶¿ n-£® ¯®°¿¤ª³ A = [�ij ], ¤«¿ ¿ª®È

�ij =

�
1; ¿ª¹® °¥¡°  vi; vj ±³¬Æ¦Æ;

0; ¢ Æ¸®¬³ ¢¨¯ ¤ª³:

�¢Æ ¢¥°¸¨¨ u Æ v ®°ÆÄ²®¢ ®£® £° ´  G = fV;Eg ±³¬Æ¦Æ, ¿ª¹®
Æ±³Ä °¥¡°® (u; v) 2 E � V � V . � ³¢ ¦¨¬®, ¹® ¤«¿ §¢¨· ©¨µ (¥-

®°ÆÄ²®¢ ¨µ) £° ´Æ¢ ¢Æ¤®¸¥¿ ±³¬Æ¦®±²Æ   ¬®¦¨Æ ©®£® ¢¥°¸¨

Ä ±¨¬¥²°¨·¨¬,   ¤«¿ ®°ÆÄ²®¢ ¨µ £° ´Æ¢ ¶¥ ¥ ² ª. �®¬³ ¬ ²°¨¶¿

±³¬Æ¦®±²Æ ¥®°ÆÄ²®¢ ®£® £° ´  ±¨¬¥²°¨· ,   ¬ ²°¨¶¿ ±³¬Æ¦®±²Æ

®°ÆÄ²®¢ ®£® £° ´  §¤¥¡Æ«¼¸®£® ¥±¨¬¥²°¨· .

�¥¯¥° ¯°¨¯³±²¨¬®, ¹® § ¤ ® ±ªÆ·¥¨© £° ´ G = fV;Eg, ¢ ¿ª®¬³
¬®¦¨  ¢¥°¸¨ V = fv1; : : : ; vmg Æ ¬®¦¨  °¥¡¥° E = fl1; : : : ; lng
¢¯®°¿¤ª®¢ Æ Æ¤¥ª± ¬¨ i = 1; : : : ; m ²  j = 1; : : : ; n ¢Æ¤¯®¢Æ¤®.

�§ ·¥¿ 4.6. � ²°¨¶¥¾ Æ¶¨¤¥²®±²Æ ®°ÆÄ²®¢ ®£® £° ´  G =

fV;Eg  §¨¢ Ä²¼±¿ m� n-¬ ²°¨¶¿ A = [�ij ], ¤«¿ ¿ª®È

�ij =

8<:
1; ¿ª¹® ¢¥°¸¨  vi Ä ¯®· ²ª®¬ °¥¡°  lj;

�1; ¿ª¹® ¢¥°¸¨  vi Ä ªÆ¶¥¬ °¥¡°  lj ;

0; ¢ Æ¸¨µ ¢¨¯ ¤ª µ:

� ²°¨¶¥¾ Æ¶¨¤¥²®±²Æ (¥®°ÆÄ²®¢ ®£®) £° ´  G = fV;Eg  §¨¢ -
Ä²¼±¿ m� n-¬ ²°¨¶¿ A = [�ij ], ¤«¿ ¿ª®È

�ij =

�
1; ¿ª¹® ¢¥°¸¨  vi  «¥¦¨²¼ °¥¡°³ lj ;

0; ¢ Æ¸®¬³ ¢¨¯ ¤ª³:
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�°Æ¬ ¬ ²°¨¶¼ ±³¬Æ¦®±²Æ ²  Æ¶¨¤¥²®±²Æ, ¢ ¦«¨¢¥ § ·¥¿ ³ ²¥®-

°ÆÈ £° ´Æ¢ ¬ ¾²¼ ¬ ²°¨¶Æ �Æ°ª£®´ .

�§ ·¥¿ 4.7. � ²°¨¶¥¾ �Æ°ª£®´  (¥®°ÆÄ²®¢ ®£®) £° ´  G =

fV;Eg  §¨¢ Ä²¼±¿ m� n-¬ ²°¨¶¿ A = [�ij ], ¤«¿ ¿ª®È

�ij =

8<:
�1; ¿ª¹® ¢¥°¸¨¨ vi ²  vj ±³¬Æ¦Æ;

0 ¿ª¹® ¢¥°¸¨¨ vi ²  vj ¥ ±³¬Æ¦Æ;

deg vi; ¿ª¹® i = j;

¤¥ deg vi | ±²¥¯Æ¼ ¢¥°¸¨¨ vi.

� ³¢ ¦¨¬®, ¹® ¬ ²°¨¶¿ �Æ°ª£®´  Ä ±¨¬¥²°¨·®¾ ¬ ²°¨¶¥¾. �°Æ¬

²®£®, ±³¬  ¥«¥¬¥²Æ¢ ª®¦®£® ÈÈ ±²®¢¯·¨ª  ²  ª®¦®£® ÈÈ °¿¤ª  ¤®°Æ¢¾Ä

³«¾.

Ǳ°¨ª« ¤¨

1. �¥µ © G1 = ff1; 2; 3; 4g; ff1; 2g; f1; 3g; f2; 3g; f2; 4ggg | (¥®°ÆÄ²®¢ ¨©) £° ´.

� ²°¨¶¿

A1 =

0
BB@
0 1 1 0

1 0 1 1
1 1 0 0

0 1 0 0

1
CCA

| ¶¥ ¬ ²°¨¶¿ ±³¬Æ¦®±²Æ £° ´  G1.

2. �¥µ © ²¥¯¥° G2 = ff1; 2; 3; 4g; f(1; 3); (3; 1); (2; 1); (2; 3); (4; 2); (4; 4)gg | ®°ÆÄ²®¢ -
¨© £° ´. �®£® ¬ ²°¨¶¥¾ ±³¬Æ¦®±²Æ Ä ² ª  ¬ ²°¨¶¿:

A2 =

0
BB@
0 0 1 0

1 0 1 0

1 0 0 0

0 1 0 1

1
CCA :

3. �¥¯¥°  ¢¥¤¥¬® ¯°¨ª« ¤ ¬ ²°¨¶Æ Æ¶¨¤¥²®±²Æ ®°ÆÄ²®¢ ®£® £° ´ . �®§£«¿¥¬®

£° ´ G3 = ff1; 2; 3; 4g; f(1; 3)1; (2; 1)2; (2; 3)3; (4; 2)4; (4; 4)5gg. �®£® ¬ ²°¨¶¥¾ Æ¶¨-
¤¥²®±²Æ Ä ² ª  ¬ ²°¨¶¿:

A3 =

0
BB@

1 �1 0 0 0

0 1 1 �1 0

�1 0 �1 0 0
0 0 0 1 0

1
CCA :

4. � ²°¨¶¿

A4 =

0
BB@
1 0 0 0 1

1 1 1 0 0

0 0 1 1 0
0 1 0 1 1

1
CCA
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Ä ¬ ²°¨¶¥¾ Æ¶¨¤¥²®±²Æ (¥®°ÆÄ²®¢ ®£®) £° ´  G4 = ff1; 2; 3; 4g; ff1; 2g1;
f2; 4g2; f2; 3g3; f3; 4g4; f1; 4g5gg.

5. �®§£«¿¥¬® £° ´ G5 = ff1; 2; 3; 4g; ff1; 2g; f1; 3g; f1; 4g; f2; 3g; f2; 4ggg. � ²°¨¶¿

�Æ°ª£®´  ¶¼®£® £° ´  ¬ Ä ² ª¨© ¢¨£«¿¤:

A5 =

0
BB@

3 �1 �1 �1
�1 3 �1 �1
�1 �1 2 0

�1 �1 0 2

1
CCA :

Ǳ°®¯®³Ä¬® £¥®¬¥²°¨·® §®¡° §¨²¨ £° ´¨ G1 �G5.

�¢¥°¤¦¥¿ 4.2. � ²°¨¶Æ ±³¬Æ¦®±²Æ ²  �Æ°ª£®´  Æ§®¬®°´¨µ

£° ´Æ¢ ¯®¤Æ¡Æ.

�®¢¥¤¥¿. �¥µ © A Æ B | ¬ ²°¨¶Æ ±³¬Æ¦®±²Æ Æ§®¬®°´¨µ £° ´Æ¢

G1 Æ G2. � ¬ ²°¥¡  ¤®¢¥±²¨ Æ±³¢ ¿ ¥¢¨°®¤¦¥®È ¬ ²°¨¶Æ C, ¤«¿

¿ª®È B = C
�1
AC. �¥µ © fv1; : : : ; vng | ¬®¦¨  ¢¥°¸¨ £° ´  G1 Æ

'(vk) = v
0
ik
, ¤¥ '| Æ§®¬®°´Æ§¬ £° ´Æ¢ G1 Æ G2. �°®§³¬Æ«®, ¹® Æ§®¬®°´Æ§¬

' ¶Æ«ª®¬ ¢¨§ · Ä²¼±¿ ¯Æ¤±² ®¢ª®¾

' =

�
1 2 � � � n

i1 i2 � � � in

�
¬®¦¨¨ f1; 2; : : : ; ng. �®§ª« ¤¥¬® ¯Æ¤±² ®¢ª³ ' ¢ ¤®¡³²®ª ²° ±¯®§¨-

¶Æ© ' = �k � � ��1. �¥µ © �s = (is; js); s = 1; : : : ; k. �®¢¥¤¥¬®  ¸¥ ²¢¥°¤-

¦¥¿ ³ ¢¨¯ ¤ª³, ª®«¨ ' = �1. � ¶¼®¬³ ¢¨¯ ¤ª³ §°®§³¬Æ«®, ¹® ¬ ²°¨¶¾

B ®¤¥°¦³Ä¬® § ¬ ²°¨¶Æ A §  ¤®¯®¬®£®¾ ¯¥°¥±² ®¢ª¨ ¬Æ±¶¿¬¨ i1-£® Æ

j1-£® °¿¤ªÆ¢ ²  i1-£® Æ j1-£® ±²®¢¯·¨ªÆ¢ ¬ ²°¨¶Æ A. � ª³ ¯¥°¥±² ®¢-

ª³ °¿¤ªÆ¢ Æ ±²®¢¯·¨ªÆ¢ ¬ ²°¨¶Æ A ®¤¥°¦³Ä¬® ¤®¬®¦¥¿¬ ¬ ²°¨¶Æ A

«Æ¢®°³· ²  ¯° ¢®°³·   ¬ ²°¨¶¾ �i1j1 , ®¤¥°¦ ³ § ®¤¨¨·®È ¬ ²°¨¶Æ

¯¥°¥±² ®¢ª®¾ ¬Æ±¶¿¬¨ ÈÈ i1-£® Æ j1-£® °¿¤ªÆ¢ (¢Æ¤¯®¢Æ¤Æ ±²®¢¯·¨ª¨ ¯°¨

¶¼®¬³ ¯¥°¥±² ¢«¿¾²¼±¿  ¢²®¬ ²¨·®).

�²¦¥, ¬ Ä¬® B = �i1j1A�i1j1 . �«¥ �
2
i1j1

= E | ®¤¨¨·  ¬ ²°¨¶¿,

²®¡²® �i1j1 = ��1i1j1 . �®¬³ ¢ ¶¼®¬³ ¢¨¯ ¤ª³ B = C
�1
AC, ¤¥ C = �i1j1 .

� £ «¼¨© ¢¨¯ ¤®ª ¤®¢Æ«¼®È ¯Æ¤±² ®¢ª¨ ' §¢®¤¨²¼±¿ ¤® °®§£«¿³-

²®£® ¢¨¯ ¤ª³, ¢¨ª®°¨±²®¢³¾·¨ °®§ª« ¤ ' ¢ ¤®¡³²®ª ²° ±¯®§¨¶Æ©. �³²

¬ Ä¬®

B = (�ikjk � � ��i1j1)A(�i1j1 � � ��ikjk) = C
�1
AC;

¤¥ C = �i1j1 � � ��ikjk .
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�§ ·¥¿ 4.8. � ° ª²¥°¨±²¨·¨¬ ¯®«Æ®¬®¬ £° ´  G  §¨¢ Ä²¼±¿

µ ° ª²¥°¨±²¨·¨© ¯®«Æ®¬ ©®£® ¬ ²°¨¶Æ ±³¬Æ¦®±²Æ. �¯¥ª²°®¬ £° -

´  G  §¨¢ Ä²¼±¿ ¬®¦¨  ª®°¥Æ¢ ©®£® µ ° ª²¥°¨±²¨·®£® ¯®«Æ®¬ .

� ¯®¯¥°¥¤¼®£® ²¢¥°¤¦¥¿ ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® µ ° ª²¥°¨±²¨·Æ ¯®«Æ®¬¨

²  ±¯¥ª²°¨ Æ§®¬®°´¨µ £° ´Æ¢ §¡Æ£ ¾²¼±¿. � ³¢ ¦¨¬®, ¹® £° ´¨ ¬®-

¦³²¼ ¬ ²¨ ®¤ ª®¢Æ ±¯¥ª²°¨ Æ ¥ ¡³²¨ Æ§®¬®°´¨¬¨. �«¿ ²®£® ¹®¡

¯¥°¥ª® ²¨±¿ ³ ¶¼®¬³, ¯°®¯®³Ä¬® § ©²¨ ±¯¥ª²°¨ ² ª¨µ (¥Æ§®¬®°-

´¨µ) £° ´Æ¢: G1 = ff1; 2; 3; 4; 5g; ff2; 3g; f3; 4g; f4; 5g; f2; 5ggg, G2 =

ff1; 2; 3; 4; 5g; ff1; 2g; f1; 3g; f1; 4g; f1; 5ggg.
� «Æ  ¬ ¡³¤¥ ¯®²°Æ¡¨© ²®© ´ ª², ¹® ¢±Æ  «£¥¡°¨·Æ ¤®¯®¢¥¿

¬ ²°¨¶Æ �Æ°ª£®´  °Æ¢Æ ¬Æ¦ ±®¡®¾.

�¥®°¥¬  4.1. �¥µ © A = [aij ] { ª¢ ¤° ²  ¬ ²°¨¶¿ n-£® ¯®°¿¤ª³ §

¥«¥¬¥² ¬¨ § ¤¥¿ª®£® ¯®«¿ P . Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹®

nX
k=1

aik =

nX
k=1

akj = 0 8i; j; 1 � i; j � n: (4.1)

�®¤Æ ¢±Æ  «£¥¡°¨·Æ ¤®¯®¢¥¿ ¬ ²°¨¶Æ A °Æ¢Æ ¬Æ¦ ±®¡®¾.

�®¢¥¤¥¿. �¥µ © r | ° £ ¬ ²°¨¶Æ A. � ³¬®¢ (4.1) ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹®

°¿¤ª¨ (Æ ±²®¢¯·¨ª¨) ¬ ²°¨¶Æ A «ÆÆ©® § «¥¦Æ. �®¬³ r � n � 1. �ª¹®

r < n � 1, ²® ¢±Æ  «£¥¡°¨·Æ ¤®¯®¢¥¿ ¬ ²°¨¶Æ A ¤®°Æ¢¾¾²¼ ³«¾,

®²¦¥ °Æ¢Æ ¬Æ¦ ±®¡®¾.

�®¬³ ¤®±² ²¼® °®§£«¿³²¨ ¢¨¯ ¤®ª, ª®«¨ r = n � 1. �¥µ © Aij |

 «£¥¡°¨·Æ ¤®¯®¢¥¿ ¬ ²°¨¶Æ A Æ ~
A = [Aij ]

t | ¯°¨Ä¤   ¬ ²°¨¶¿.

Ǳ®§ ¿ª °¿¤ª¨ ¬ ²°¨¶Æ A «ÆÆ©® § «¥¦Æ, ²® ÈÈ ¢¨§ ·¨ª detA ¤®°Æ¢¾Ä

³«¾ Æ A � ~A = detA �E = 0 | ³«¼®¢  ¬ ²°¨¶¿. �®¬³ ¬ Ä¬® °Æ¢®±²Æ

nX
k=1

aikAjk = 0 1 � i; j � n: (4.2)

� ´Æª±³¢ ¢¸¨ j, ¬®¦  °®§£«¿¤ ²¨ (4.2) ¿ª ±¨±²¥¬³ «ÆÆ©¨µ ®¤®°Æ¤-

¨µ °Æ¢¿¼ § ¬ ²°¨¶¥¾ A ¹®¤® ¥¢Æ¤®¬¨µ Aj1; : : : ; Ajn. �±ªÆ«¼ª¨ ° £

¬ ²°¨¶Æ A ¤®°Æ¢¾Ä n�1, ²® §  ²¥®°¥¬®¾ ¯°® ´³¤ ¬¥² «¼³ ±¨±²¥¬³

°®§¢'¿§ªÆ¢ ¶¿ ±¨±²¥¬  ¬ Ä ®¤¨ ´³¤ ¬¥² «¼¨© °®§¢'¿§®ª. �¬®¢¨ (4.1)

§ ±¢Æ¤·³¾²¼, ¹® ¶¨¬ °®§¢'¿§ª®¬ Ä (1; 1; : : : ; 1). �®¬³ Aj1 = : : : = Ajn,
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²®¡²® ¢±Æ  «£¥¡°¨·Æ ¤®¯®¢¥¿ § ¤®¢Æ«¼®£® j-£® °¿¤ª  ¬ ²°¨¶Æ ~A °Æ¢-

Æ ¬Æ¦ ±®¡®¾. �®§£«¿³¢¸¨ ¹¥ © ¤®¡³²®ª ~
A �A = detA �E = 0, ¿ª¨© ²¥¦

Ä ³«¼®¢®¾ ¬ ²°¨¶¥¾,   «®£Æ·® ®¤¥°¦¨¬® ±¨±²¥¬³ °Æ¢®±²¥©

nX
k=1

akjAki = 0 1 � i; j � n: (4.3)

�¥¯¥° § ´Æª±³¢ ¢¸¨ i, °®§£«¿¥¬® (4.3) ¿ª ±¨±²¥¬³ «ÆÆ©¨µ ®¤®°Æ¤¨µ

°Æ¢¿¼ § ¬ ²°¨¶¥¾ A
t ¹®¤® ¥¢Æ¤®¬¨µ A1i; : : : ; Ani. �ª Æ ° Æ¸¥, § ³¬®¢

(4.1) ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® A1i = : : : = Ani, ²®¡²® ¢±Æ  «£¥¡°¨·Æ ¤®¯®¢¥¿ §

¤®¢Æ«¼®£® i-£® °¿¤ª  ¬ ²°¨¶Æ ~
A °Æ¢Æ ¬Æ¦ ±®¡®¾.

�±² ²®·® ¬ Ä¬® Ast = Ait = Aij ¤«¿ ¤®¢Æ«¼¨µ i; j; s; t; 1 � i; j; s; t� n.
� ±«i¤®ª 4.2. �±Æ  «£¥¡°¨·Æ ¤®¯®¢¥¿ ¬ ²°¨¶Æ �Æ°ª£®´  ±ªÆ·¥-

®£® £° ´  °Æ¢Æ ¬Æ¦ ±®¡®¾.

4.1.5. �¥£³«¿°Æ £° ´¨

�§ ·¥¿ 4.9. �ªÆ·¥¨© §¢'¿§¨© £° ´  §¨¢ ¾²¼ °¥£³«¿°¨¬, ¿ª-

¹® ±²¥¯¥Æ ¢±Æµ ©®£® ¢¥°¸¨ ®¤ ª®¢Æ. C²¥¯¥¥¬ °¥£³«¿°®£® £° ´ 

 §¨¢ ¾²¼ ±¯Æ«¼¨© ±²¥¯Æ¼ ©®£® ¢¥°¸¨. �Æ«¼ªÆ±²¼ ¢¥°¸¨ °¥£³«¿°-

®£® £° ´   §¨¢ ¾²¼ ©®£® ¯®°¿¤ª®¬.

�  °¨±. 4.11 §®¡° ¦¥® ²°¨ °¥£³«¿°Æ £° ´¨, ¢Æ¤¯®¢Æ¤Æ ² ª¨¬ ¯° -

¢¨«¼¨¬ ¬®£®£° ¨ª ¬: ²¥²° ¥¤°³, ª³¡³ ²  ®ª² ¥¤°³.
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�¨±. 4.11.

�¥®°¥¬  4.2. �«¿ ª®¦®£®  ²³° «¼®£® ·¨±«  n � 1 Æ ¤«¿ ª®¦®-

£®  ²³° «¼®£® ·¨±«  d � n � 1 Æ±³Ä °¥£³«¿°¨© £° ´ ±²¥¯¥¿ d Æ

¯®°¿¤ª³ n.
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�®¢¥¤¥¿. �®±² ²¼® ¤®¢¥±²¨ Æ±³¢ ¿ °¥£³«¿°¨µ £° ´Æ¢ G =

fV;Eg ¤«¿ ¿ª¨µ d � n�1
2 . �¢Æ¤±¨ ¢¨¯«¨¢ ²¨¬¥, ¹® ²¥®°¥¬  ¯° ¢¨«¼ 

Æ ¤«¿ d > n�1
2
. �¯° ¢¤Æ, ²®¤Æ ¬®¦  °®§£«¿³²¨ £° ´ G

0 = fV;E(Kn) n
Eg, ¿ª¨© ¬ Ä ²Æ ± ¬Æ ¢¥°¸¨¨, ¹® © £° ´ G, ¬®¦¨  °¥¡¥° ¿ª®£® Ä

¤®¯®¢¥¿¬ ¬®¦¨¨ °¥¡¥° £° ´  G ¤® ¬®¦¨¨ °¥¡¥° ¯®¢®£® £° ´ 

Kn. �° ´ G
0 ¡³¤¥ °¥£³«¿°¨¬ ±²¥¯¥¿ d0 = n�1�d > n�1� n�1

2
>

n�1
2
.

Ǳ®¡³¤³Ä¬® °¥£³«¿°¨© £° ´ G ¯®°¿¤ª³ n Æ ±²¥¯¥¿ d � n�1
2 . �«¿

¶¼®£® °®§£«¿¥¬®  ¤¨²¨¢³ £°³¯³ ª« ±Æ¢ «¨¸ªÆ¢ Zn, ¥«¥¬¥²¨ ¿ª®È ¢¢ -

¦ ²¨¬¥¬® ¬®¦¨®¾ ¢¥°¸¨ £° ´  G.

� ³¢ ¦¨¬®, ¹® ¤«¿ ª®¦®£® °¥£³«¿°®£® £° ´  ±²¥¯¥¿ d Æ ¯®°¿¤ª³

n µ®· ®¤¥ § ·¨±¥« d  ¡® n ®¡®¢'¿§ª®¢® ¡³¤¥ ¯ °¨¬. �¯° ¢¤Æ, §  «¥¬®¾

¯°® °³ª®±²¨±ª ¿ ¤®¡³²®ª nd Ä ¯ °¨¬ ·¨±«®¬, ²®¬³ ·¨±«  n Æ d ¥

¬®¦³²¼ ¡³²¨ ®¡¨¤¢  ¥¯ °¨¬¨.

�ª¹® d = 2k { ¯ °¥ ·¨±«®, ²® °®§£«¿¥¬® ¯Æ¤¬®¦¨³ A � Zn,
A = f��1;��2; : : :� �

kg Æ  §¢¥¬® ¤¢Æ ¢¥°¸¨¨ x; y 2 Zn ±³¬Æ¦¨¬¨, ¿ª¹®
x� y 2 A, ²®¡²® x 2 y + A.

�ª¹® d = 2k+1| ¥¯ °¥ ·¨±«®, ²® ·¨±«® n ¯ °¥ Æ ¬®¦  °®§£«¿³-

²¨ ¯Æ¤¬®¦¨³ A �Zn, A = f��1;��2; : : :� �k;��n
2
= �n

2
g Æ ² ª ± ¬®  §¢ ²¨

¤¢Æ ¢¥°¸¨¨ x; y 2Zn ±³¬Æ¦¨¬¨, ¿ª¹® x� y 2 A, ²®¡²® x 2 y +A.

� ®¡®µ ¢¨¯ ¤ª µ ®¤¥°¦³Ä¬® °¥£³«¿°¨© £° ´ ±²¥¯¥¿ d Æ ¯®°¿¤ª³ n.

�  ±²³¯Æ© ²¥®°¥¬Æ ¢Æ¤®¡° ¦¥® ¤¥¿ªÆ ¶Æª ¢Æ ¢« ±²¨¢®±²Æ ¢« ±¨µ

§ ·¥¼ °¥£³«¿°¨µ £° ´Æ¢.

�¥®°¥¬  4.3. �¥µ © G { °¥£³«¿°¨© £° ´ ±²¥¯¥¿ d. �®¤Æ:

1) d | ¢« ±¥ § ·¥¿ £° ´  G;

2) ¿ª¹® G | §¢'¿§¨© £° ´, ²® ª° ²Æ±²¼ ¢« ±®£® § ·¥¿ d ¤®-

°Æ¢¾Ä 1;

3) d � j�j ¤«¿ ª®¦®£® ¢« ±®£® § ·¥¿ � £° ´  G.

�®¢¥¤¥¿. 1. � £ ¤ Ä¬®, ¹® §  ®§ ·¥¿¬ ¤«¿ ¥«¥¬¥²Æ¢ �ij ¬ ²-

°¨¶Æ ±³¬Æ¦®±²Æ A £° ´  G ¬ Ä¬®: �ij = 1, ¿ª¹® i-a ²  j-a ¢¥°¸¨¨

±³¬Æ¦Æ, Æ �ij = 0 ¢ Æ¸®¬³ ¢¨¯ ¤ª³. �¢Æ¤±¨ ¡ ·¨¬®, ¹® ª®¦¨© °¿¤®ª

¬ ²°¨¶Æ ±³¬Æ¦®±²Æ A °¥£³«¿°®£® £° ´  ±²¥¯¥¿ d ¬Æ±²¨²¼ d ®¤¨¨¶¼,

°¥¸²  ©®£® ¥«¥¬¥²Æ¢ Ä ³«¿¬¨. �®¬³ ¤«¿ �!a = (1; 1; : : : ; 1) ¬ Ä¬® �!a A =

d
�!
a , ²®¡²®, d | ¢« ±¥ § ·¥¿ £° ´  G, ¢Æ¤¯®¢Æ¤¥ ¢« ±®¬³ ¢¥ª²®°³
�!
a .

2. �®±² ²¼® ¤®¢¥±²¨, ¹® ¢±Æ ª®®°¤¨ ²¨ ¡³¤¼-¿ª®£® ¢« ±®£® ¢¥ª-

²®° 
�!
b , ¢Æ¤¯®¢Æ¤®£® ¢« ±®¬³ § ·¥¾ d, °Æ¢Æ ¬Æ¦ ±®¡®¾. �¢Æ¤±¨ ©
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¢¨¯«¨¢ ²¨¬¥ ²¢¥°¤¦¥¿ 2. �¯° ¢¤Æ, § «ÆÆ©®È  «£¥¡°¨ ¢Æ¤®¬®, ¹® ¤«¿

±¨¬¥²°¨·®È ¬ ²°¨¶Æ § ¥«¥¬¥² ¬¨ § ¯®«¿R Æ±³Ä ¡ §  ¢ Rn, ±ª« ¤¥  § ÈÈ

¢« ±¨µ ¢¥ª²®°Æ¢. �®¬³, ¿ª¡¨ ª° ²Æ±²¼ ¢« ±®£® § ·¥¿ d ¡³«  ¡Æ«¼-

¸®¾ ¢Æ¤ 1, ²® Æ±³¢ ¢ ¡¨ ¢Æ¤¯®¢Æ¤¨© ¢« ±¨© ¢¥ª²®° ¥ ¯°®¯®°¶Æ©¨©

¢¥ª²®°³ �!a .
�²¦¥, ¥µ ©

�!
b = (b1; : : : ; bn),

�!
b A = d

�!
b Æ ¥µ © bj | ª®®°¤¨ ² 

¢¥ª²®° 
�!
b § ¬ ª±¨¬ «¼¨¬ ¬®¤³«¥¬, ²®¡²® jbjj � jbij ¤«¿ ¢±Æµ i; 1 � i �

n. Ǳ®§ · ¾·¨ ·¥°¥§ (
�!
b A)j j-³ ª®®°¤¨ ²³ ¢¥ª²®° 

�!
b A, ®¤¥°¦³Ä¬®

(
�!
b A)j = dbj : (4.4)

�¥µ © Nj ®§ · Ä ®²®·¥¿ j-®È ¢¥°¸¨¨ £° ´  G, ²®¡²® ¬®¦¨³ ¢±Æµ

¢¥°¸¨, ¿ªÆ §'Ä¤ Æ °¥¡° ¬¨ § j-®¾ ¢¥°¸¨®¾. �®¤Æ °Æ¢Æ±²¼ (4.4) ¬®¦ 

§ ¯¨± ²¨ ³ ¢¨£«¿¤Æ X
i2Nj

bi = dbj; (4.5)

§¢Æ¤ª¨ ¢¨¯«¨¢ Ä ¥°Æ¢Æ±²¼

djbjj �
X
i2Nj

jbij: (4.6)

�±ªÆ«¼ª¨ ¯° ¢  · ±²¨  ¥°Æ¢®±²Æ (4.6) ¬ Ä d ¤®¤ ªÆ¢, ²® ¶¿ ¥°Æ¢Æ±²¼

¬®¦«¨¢  «¨¸¥ ²®¤Æ, ª®«¨ jbij = jbj j ¤«¿ ¢±Æµ i 2 Nj. �«¥ ²®¤Æ § (4.5)

¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® bi = bj ¤«¿ ¢±Æµ i 2 Nj. �¨ª®°¨±²®¢³¾·¨ §¢'¿§Æ±²¼ £° ´ 

G, ¡ ·¨¬®, ¹® bi = bj ¤«¿ ¢±Æµ i; 1 � i � n, Æ ¶¥ § ¢¥°¸³Ä ¤®¢¥¤¥¿

²¢¥°¤¦¥¿ 2.

3. �¥µ © �| ¢« ±¥ § ·¥¿ £° ´  G, �!x = (x1; : : : ; xn) | ¢Æ¤¯®¢Æ¤-

¨© ¢« ±¨© ¢¥ª²®°. �¥µ © xj | ª®®°¤¨ ²  ¢¥ª²®°  �!x §  ©¡Æ«¼¸¨¬

¬®¤³«¥¬. Ǳ®§ · ¾·¨ ·¥°¥§ (�!x A)j j-³ ª®®°¤¨ ²³ ¢¥ª²®°  �!x A, ®¤¥°-
¦³Ä¬® (�!x A)j = �xj ; ¤¥ Nj | ®²®·¥¿ j-®È ¢¥°¸¨¨ £° ´  G. �¥ ®§-

 · Ä, ¹®
P

i2Nj
xi = �xj. �¢Æ¤±¨ §  ¥°Æ¢Æ±²¾ ²°¨ª³²¨ª  ®¤¥°¦³Ä¬®

j�jjxjj �
P

i2Nj
jxij � djxj j, ¹® © ¤ Ä ¯®²°Æ¡³ ¥°Æ¢Æ±²¼ j�j � d.

4.1.6. �¥°¥¢ 

� ¦«¨¢¨© ª« ± £° ´Æ¢ ±² ®¢«¿²¼ ¤¥°¥¢ .

�§ ·¥¿ 4.10. �ªÆ·¥¨© £° ´, ¿ª¨© ¥ ¬Æ±²¨²¼ ¶¨ª«Æ¢,  §¨¢ -

¾²¼ «Æ±®¬. �¢'¿§¨© «Æ±  §¨¢ ¾²¼ ¤¥°¥¢®¬.
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�¨±. 4.12.

�  °¨±. 4.12 §®¡° ¦¥® «Æ±, ¿ª¨© ±ª« ¤ Ä²¼±¿ § ·®²¨°¼®µ ¤¥°¥¢.

�¥¬  4.2. �¥µ © G = fV;Eg| §¢'¿§¨© £° ´, l 2 E. �®¤Æ:
1) ¿ª¹® °¥¡°® l  «¥¦¨²¼ ¤¥¿ª®¬³ ¶¨ª«³ C £° ´  G, ²® £° ´ G�l =
fV;E n flgg §¢'¿§¨©;

2) ¿ª¹® °¥¡°® l ¥  «¥¦¨²¼ ¦®¤®¬³ ¶¨ª«³ £° ´  G, ²® £° ´ G� l
¬ Ä ¤¢Æ §¢'¿§Æ ª®¬¯®¥²¨.

�®¢¥¤¥¿. 1. �¥µ © u Æ v | ¤¢Æ ¢¥°¸¨¨ £° ´  G � l. Ǳ®²°Æ¡®

¤®¢¥±²¨, ¹® Æ±³Ä ¬ °¸°³², ¿ª¨© §'Ä¤³Ä u Æ v. � ª¨© ¬ °¸°³² L Æ±³Ä

³ £° ´Æ G, ¡® G §¢'¿§¨©. �ª¹® °¥¡°® l ¥ ¬Æ±²¨²¼±¿ ¢ L, ²® ¢®® §'Ä¤³Ä

¢¥°¸¨¨ u Æ v Æ ¢ £° ´Æ G� l. �ª¹® ¦ L = fl1; : : : ; lk; l; lk+2; : : : ; lsg, ²®
¬ °¸°³² L0 = fl1; : : : ; lkg [ (C � l) [ flk+2; : : : ; lsg §'Ä¤³Ä u Æ v ³ £° ´Æ

G� l, ¤¥ C � l | ¬ °¸°³², ®¤¥°¦ ¨© § ¶¨ª«³ C ¢¨«³·¥¿¬ °¥¡°  l.

2. �¥µ © l = fa; bg. Ǳ¥°¥¤³±Æ¬ £° ´ G� l ¥§¢'¿§¨©: ¿ª¡¨ ¢¥°¸¨¨

a Æ b ²³² ¡³«¨ §'Ä¤ Æ §  ¤®¯®¬®£®¾ ¤¥¿ª®£® « ¶¾£  L, ²®, ¤®«³·¨¢-

¸¨ ¤® L °¥¡°® l, ¬¨ ®¤¥°¦ «¨ ¡ ¶¨ª« £° ´  G, ¿ª¨© ¬Æ±²¨²¼ l. �²®¦,

£° ´ G � l ¬ Ä ¯°¨ ©¬Æ ¤¢Æ §¢'¿§Æ ª®¬¯®¥²¨ Ga Æ Gb, ¤¥ Ga Æ Gb

| ¯Æ¤£° ´¨ £° ´  G § ¬®¦¨ ¬¨ ¢¥°¸¨, §'Ä¤ ¨µ § a ²  b ¢Æ¤¯®-

¢Æ¤®. � «¨¸ Ä²¼±¿ ¯¥°¥¢Æ°¨²¨, ¹® Æ¸¨µ §¢'¿§¨µ ª®¬¯®¥² ¥¬ Ä.

�¥µ © ¢¥°¸¨  c £° ´  G � l ¥ §'Ä¤   § ¢¥°¸¨®¾ a. �®¢¥¤¥¬®, ¹®

c §'Ä¤   § ¢¥°¸¨®¾ b. � £° ´Æ G Æ±³Ä ¬ °¸°³² L § c ¢ a Æ °¥¡°® l

¯®¢¨¥ ¢µ®¤¨²¨ ¢ ¶¥© ¬ °¸°³²: L = fl1; : : : ; lk; l; : : : ; lsg. �  ®§ ·¥-
¿¬ ¬ °¸°³²³, °¥¡°® lk ¬ Ä § l = fa; bg ±¯Æ«¼³ ¢¥°¸¨³, ¿ª®¾ ¥ ¬®¦¥
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¡³²¨ a, ²®¬³ ¶¥ b. �²¦¥, ª®¦  ¢¥°¸¨  £° ´  G � l §'Ä¤    ¡® § a
 ¡® § b. �¥¬  ¤®¢¥¤¥ .

� ±²³¯  «¥¬  § ±¢Æ¤·³Ä, ¹® §¢'¿§¨© £° ´ ¥ ¬®¦¥ ¬ ²¨ §  ¤²®

¬ «® °¥¡¥°.

�¥¬  4.3. �¥µ © G = fV;Eg | §¢'¿§¨© £° ´, jV j = n > 0; jEj = m.

�®¤Æ m � n� 1.

�®¢¥¤¥¿. �¨ª®°¨±² Ä¬® Æ¤³ª¶Æ¾ §  m. �ª¹® m = 0, ²® §Æ §¢'¿§-

®±²Æ £° ´  G ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® n = 1 Æ ¥°Æ¢Æ±²¼ m � n � 1 ¯° ¢¨«¼ .

Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® «¥¬  ¤®¢¥¤¥  ¤«¿ §¢'¿§¨µ £° ´Æ¢ § ¬¥¸®¾, Æ¦ m

ªÆ«¼ªÆ±²¾ °¥¡¥°. �¥µ © l 2 E | ¿ª¥-¥¡³¤¼ °¥¡°® £° ´  G. � ¯®¯¥-

°¥¤¼®È «¥¬¨ ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® £° ´ G � l  ¡® § «¨¸ Ä²¼±¿ §¢'¿§¨¬  ¡®

°®§¡¨¢ Ä²¼±¿   ¤¢Æ §¢'¿§Æ ª®¬¯®¥²¨ G1; G2. � ¯¥°¸®¬³ ¢¨¯ ¤ª³ § 

¯°¨¯³¹¥¿¬ Æ¤³ª¶ÆÈ ¬ Ä¬® m� 1 � n� 1, ²¨¬ ¡Æ«¼¸¥ m � n� 1. �®§-

£«¿¥¬® ¤°³£¨© ¢¨¯ ¤®ª. �¥µ © £° ´¨ G1 Æ G2 ¬ ¾²¼ ¢Æ¤¯®¢Æ¤® ¯® m1

Æ m2 °¥¡¥° ²  n1 Æ n2 ¢¥°¸¨. �®¤Æ m1 +m2 = m� 1; n1 + n2 = n, Æ, § 

¯°¨¯³¹¥¿¬ Æ¤³ª¶ÆÈ m1 � n1 � 1; m2 � n2 � 1, ²®¬³ m1 +m2 � n � 2,

²®¡²® m� 1 � n� 2 Æ m � n� 1, ¹® © ¯®²°Æ¡® ¤®¢¥±²¨.

�¥®°¥¬  4.4. �¥µ © G = fV;Eg| £° ´, jV j = n; jEj = m. � ªÆ ³¬®¢¨

¥ª¢Æ¢ «¥²Æ:

1) G | ¤¥°¥¢®;

2) G | §¢'¿§¨© £° ´ Æ m = n� 1;

3) G | £° ´ ¡¥§ ¶¨ª«Æ¢ Æ m = n� 1.

�®¢¥¤¥¿. 1 ) 2. �¨ª®°¨±² Ä¬® Æ¤³ª¶Æ¾ §  n. �«¿ n = 1 ²¢¥°¤-

¦¥¿ ²°¨¢Æ «¼¥. �¥µ © n > 1. Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® ¤«¿ £° ´Æ¢ § ¬¥¸®¾

ªÆ«¼ªÆ±²¾ ¢¥°¸¨  ¸¥ ²¢¥°¤¦¥¿ ¤®¢¥¤¥¥. �®§£«¿¥¬® £° ´ G � l,
¤¥ l 2 E { ¿ª¥-¥¡³¤¼ °¥¡°® £° ´  G. �  «¥¬®¾ 4.2 £° ´ G� l °®§¡¨¢ -
Ä²¼±¿   ¤¢Æ §¢'¿§Æ ª®¬¯®¥²¨ G1 Æ G2. �¥µ © £° ´¨ G1 Æ G2 ¬ ¾²¼,

¢Æ¤¯®¢Æ¤® ¯® m1 Æm2 °¥¡¥° ²  n1 Æ n2 ¢¥°¸¨. �  ¯°¨¯³¹¥¿¬ Æ¤³ª¶ÆÈ

m1 = n1 � 1; m2 = n2 � 1, ²®¬³ m1 +m2 = n � 2,  «¥ m1 +m2 = m� 1,

²®¬³ m� 1 = n� 2, ®²¦¥ m = n� 1.

2 ) 3. Ǳ°¨¯³±²¨¬® (¢Æ¤ ±³¯°®²¨¢®£®), ¹® £° ´ G ¬Æ±²¨²¼ ¶¨ª«.

�¥µ © l | °¥¡°® ¶¼®£® ¶¨ª«³. �®¤Æ §  «¥¬®¾ 4.2 £° ´ G � l §¢'¿§¨© Æ

¬ Ä n � 2 °¥¡° ,   ¶¥ ±³¯¥°¥·¨²¼ «¥¬Æ 4.3.

3) 1. �®±² ²¼® ¤®¢¥±²¨, ¹® £° ´ G §¢'¿§¨©. �Æ°ª³Ä¬® Æ¤³ª¶ÆÄ¾

§  n. �«¿ n = 1 ¤®¢®¤¨²¨ ¥ ²°¥¡ . Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® ¢±Æ £° ´¨ § ¬¥¸®¾
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ªÆ«¼ªÆ±²¾ ¢¥°¸¨, ¿ªÆ § ¤®¢®«¼¿¾²¼ ³¬®¢³ 3, §¢'¿§Æ. �ª¹® £° ´ G

¥§¢'¿§¨©, ²® ¢Æ °®§¡¨¢ Ä²¼±¿   k > 1 §¢'¿§¨µ ª®¬¯®¥² G1; : : : ; Gk.

�¥µ © mi ²  ni | ªÆ«¼ªÆ±²¼ °¥¡¥° Æ ¢¥°¸¨ £° ´  Gi; 1 � i � k. �®¦¥

£° ´ Gi Ä ¤¥°¥¢®¬, ²®¬³ §  ¤®¢¥¤¥¨¬ mi = ni � 1; 1 � i � k. �®¤ ¢¸¨

¯®·«¥® ¶Æ °Æ¢®±²Æ, ®¤¥°¦¨¬®
Pk

i=1mi =
Pk

i=1 ni�k, ²®¡²® m = n�k.
�  ¯°¨¯³¹¥¿¬ m = n � 1, ²®¬³ k = 1 Æ £° ´ G §¢'¿§¨©. �¥®°¥¬ 

¤®¢¥¤¥ .

�¥°¸¨³ v  §¨¢ ¾²¼ ªÆ¶¥¢®¾, ¿ª¹® ÈÈ ±²¥¯Æ¼ ¤®°Æ¢¾Ä 1. �¨¿¢«¿-

Ä²¼±¿, ¹® ª®¦¥ ¤¥°¥¢® § ¢¦¤¨ ¬ Ä ªÆ¶¥¢Æ ¢¥°¸¨¨.

� ±«i¤®ª 4.3. �®¦¥ ¤¥°¥¢® D ¯®°¿¤ª³ n � 2 ¬ Ä ¥ ¬¥¸ Æ¦ 2 ªÆ-

¶¥¢Æ ¢¥°¸¨¨.

�®¢¥¤¥¿. �¥µ © d1; d2; : : : ; dn | ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ ±²¥¯¥Æ¢ ¢¥°¸¨ ¤¥-

°¥¢  D. �  «¥¬®¾ ¯°® °³ª®±²¨±ª ¿ ¬ Ä¬®
Pn

i=1 di = 2n � 2, ²®¬³

¯°¨ ©¬Æ ¤¢  ·¨±«  ±¥°¥¤ di ¯®¢¨Æ ¤®°Æ¢¾¢ ²¨ 1.

� ¦«¨¢³ °®«¼ ³ ¢¨¢·¥Æ ¤®¢Æ«¼¨µ £° ´Æ¢ ¢Æ¤Æ£° ¾²¼ ª °ª ±Æ ¤¥-

°¥¢ . �ª¹® G = fV;Eg| £° ´, ²® £° ´ G
0 = fV;E0g, ¤¥ E0 � E  §¨¢ -

¾²¼ ª °ª ±®¬ £° ´  G. � °ª ±, ¿ª¨© Ä ¤¥°¥¢®¬,  §¨¢ ¾²¼ ª °ª ±¨¬

¤¥°¥¢®¬. � ¦«¨¢®¾ § ¤ ·¥¾ Ä ¢Æ¤¸³ª ¿ ª °ª ±¨µ ¤¥°¥¢ §¢'¿§¨µ

£° ´Æ¢. Çµ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¬®¦  ®¡·¨±«¾¢ ²¨ §  ¤®¯®¬®£®¾ ² ª®È ²¥®°¥¬¨.

�¥®°¥¬  4.5. (�Æ°ª£®´) �Æ«¼ªÆ±²¼ ª °ª ±¨µ ¤¥°¥¢ §¢'¿§®£® £° ´  G

¯®°¿¤ª³ n � 2 ¤®°Æ¢¾Ä  «£¥¡°¨·®¬³ ¤®¯®¢¥¾ ¤®¢Æ«¼®£® ¥«¥¬¥² 

©®£® ¬ ²°¨¶Æ �Æ°ª£®´ .

�«¿ ¤®¢¥¤¥¿ ²¥®°¥¬¨ �Æ°ª£®´   ¬ ¡³¤¥ ¯®²°Æ¡® ¤¥ªÆ«¼ª  «¥¬.

� ¯¥°¸¨µ ¤¢®µ § ¨µ ¢¨ª®°¨±²®¢³¾²¼ ¯®¿²²¿ ®°ÆÄ² ¶ÆÈ (¥®°ÆÄ²®¢ -

®£®) £° ´ . �°ÆÄ² ¶ÆÄ¾ £° ´  G = fV;Eg  §¨¢ ¾²¼ ®°ÆÄ²®¢ ¨©

£° ´ G
0 = fV;E0g, ¤¥ E0 � V � V Æ ª®¦¥ °¥¡°® l0 2 E

0 ¬ Ä ¢¨£«¿¤

l
0 = (a; b), ¤¥ fa; bg | ¤¥¿ª¥ °¥¡°® £° ´  G.

�¥®¬¥²°¨·® ¶¥ ®§ · Ä, ¹® ®°ÆÄ² ¶ÆÈ ®¤¥°¦³¾²¼ § ¬Æ®¾ ¤³£ ³

§®¡° ¦¥Æ £° ´    ±²°Æ«ª¨.

�¥¬  4.4. �¥µ © § ´Æª±®¢ ¨© ¯¥°¥«Æª ¢¥°¸¨ ²  °¥¡¥° £° ´  G Æ ¥-

µ © A ²  I, ¢Æ¤¯®¢Æ¤®, | ¬ ²°¨¶¿ �Æ°ª£®´  £° ´  G ²  ¬ ²°¨¶¿

Æ¶¨¤¥²®±²Æ ¿ª®È-¥¡³¤¼ ©®£® ®°ÆÄ² ¶ÆÈ. �®¤Æ A = I � I t, ¤¥ I t |
²° ±¯®®¢   § I ¬ ²°¨¶¿.
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�®¢¥¤¥¿. �¥µ © m | ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¢¥°¸¨ £° ´  G, n | ªÆ«¼ªÆ±²¼

©®£® °¥¡¥°. � ²°¨¶¿ I = [�ij] | ¶¥ m� n-¬ ²°¨¶¿ § ¥«¥¬¥² ¬¨

�ij =

8<:
1; ¿ª¹® ¢¥°¸¨  viÄ ¯®· ²ª®¬ °¥¡°  lj;

�1; ¿ª¹® ¢¥°¸¨  viÄ ªÆ¶¥¬ °¥¡°  lj ;

0; ¢ Æ¸¨µ ¢¨¯ ¤ª µ:

Ǳ °  °Æ§¨µ ¢¥°¸¨ vi ²  vj £° ´  G ¬®¦¥  «¥¦ ²¨ «¨¸¥ ®¤®¬³ ( -

¯°¨ª« ¤ k-®¬³) °¥¡°³, Æ ¢ ¶¼®¬³ ¢¨¯ ¤ª³ �ik = ��jk. �ª¹® vi  ¡® vj ¥
 «¥¦ ²¼ k-®¬³ °¥¡°³, ²® �ik � �jk = 0. �¢Æ¤±¨ ®¤¥°¦³Ä¬®, ¹® ¯°¨ i 6= j

nX
k=1

�ik�jk =

� �1; ¿ª¹® ¢¥°¸¨¨ vi ²  vj  «¥¦ ²¼ ®¤®¬³ § °¥¡¥°;

0; ¢ Æ¸®¬³ ¢¨¯ ¤ª³:

� Æ¸®£® ¡®ª³,
Pn

k=1 �
2
ik ¤®°Æ¢¾Ä ªÆ«¼ª®±²Æ °¥¡¥°, ¿ª¨¬  «¥¦¨²¼ i- 

¢¥°¸¨ , ²®¡²® ¶¥ degv i | ±²¥¯Æ¼ i-®È ¢¥°¸¨¨. �²¦¥, ¤«¿ ¥«¥¬¥²Æ¢

�ij ¬ ²°¨¶Æ I � I t ®¤¥°¦³Ä¬®

�ij =

nX
k=1

�ik�jk =

8<:
�1; ¿ª¹® ¢¥°¸¨¨ vi ²  vj ±³¬Æ¦Æ;

0; ¿ª¹® ¢¥°¸¨¨ vi ²  vj ¥ ±³¬Æ¦Æ;

deg vi; ¿ª¹® i = j:

�¥ © ®§ · Ä, ¹® ¬ ²°¨¶¿ A = I � I t Ä ¬ ²°¨¶¥¾ �Æ°ª£®´  £° ´  Æ

§ ¢¥°¸³Ä ¤®¢¥¤¥¿ «¥¬¨.

�¥¬  4.5. �¥µ © G = fV;Eg | £° ´, jV j = n; jEj = m; n = m + 1.

�¥µ © I | ¬ ²°¨¶¿ Æ¶¨¤¥²®±²Æ ¿ª®È-¥¡³¤¼ ©®£® ®°ÆÄ² ¶ÆÈ Æ M |

¤®¢Æ«¼¨© ¬Æ®° m-£® ¯®°¿¤ª³ ¬ ²°¨¶Æ I. �®¤Æ:

1) ¿ª¹® G | ¤¥°¥¢®, ²® M = �1;
2) ¿ª¹® G | ¥ ¤¥°¥¢®, ²® M = 0.

�®¢¥¤¥¿. Ǳ®·¥¬® § § ³¢ ¦¥¿ ¯°® ²¥, ¹® ¯Æ±«¿ ¯¥°¥±² ®¢ª¨ ¤¥-

ªÆ«¼ª®µ °¿¤ªÆ¢ ²  ¤¥ªÆ«¼ª®µ ±²®¢¯·¨ªÆ¢ ¢¨§ ·¨ª ª¢ ¤° ²®È ¬ ²°¨¶Æ

¥ §¬Æ¾Ä²¼±¿  ¡® ¬Æ¿Ä § ª   ¯°®²¨«¥¦¨©. �¥ ®§ · Ä, ¹® ¢ ¤®¢¥-

¤¥Æ «¥¬¨ ¬¨ ¬®¦¥¬® ¯¥°¥³¬¥°®¢³¢ ²¨ °¿¤ª¨ Æ ±²®¢¯·¨ª¨ ¬Æ®°  M

(¶¥ ¿ª° § ¢±Æ ±²®¢¯·¨ª¨ ¬ ²°¨¶Æ I) ² ª, ¿ª  ¬ §°³·®.

1. �¥µ © £° ´ G Ä ¤¥°¥¢®¬, a | ©®£® ¢¥°¸¨ , ¢Æ¤¯®¢Æ¤  °¿¤ª³

¬ ²°¨¶Æ I , ¹® ¥ ¢µ®¤¨²¼ ³ ¬Æ®°M . Ǳ°¨±¢®È¬® ¶Æ© ¢¥°¸¨Æ ®¬¥°m+1.

�   ±«Æ¤ª®¬ 4.3 ¤¥°¥¢® ¬ Ä ¥ ¬¥¸¥ Æ¦ ¤¢Æ ªÆ¶¥¢Æ ¢¥°¸¨¨. �¨¡¥°¥¬®
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±¥°¥¤ ¨µ ®¤³, Æ¸³ Æ¦ a (¿ª¹® a ªÆ¶¥¢ ), Æ ¯®§ ·¨¬® ÈÈ v1,   Ä¤¨¥

°¥¡°®, Æ¶¨¤¥²¥ ¢¥°¸¨Æ v1, ¯®§ ·¨¬® l1. �®¤Æ °®§£«¿¥¬® ¤¥°¥¢®

D1, ¿ª¥ ®¤¥°¦³Ä²¼±¿ § D ¢¨«³·¥¿¬ ¢¥°¸¨¨ v1 ²  °¥¡°  l1, Æ ² ª ± ¬®

§ ©¤¥¬® ³ D1 ªÆ¶¥¢³ ¢¥°¸¨³ v2 ²  °¥¡°® l2. Ǳ®¢²®°¾¢ ²¨¬¥¬® ¶¥©

¯°®¶¥± ¤®ª¨ ¥ ¢¨·¥°¯ ¾²¼±¿ ¢±Æ ¢¥°¸¨¨ ²  °¥¡°  £° ´  G, ®¤¥°¦¨¬®

¯¥°¥«Æª v1; v2; : : : ; vm; vm+1, l1; l2; : : : ; lm ¢¥°¸¨ Æ °¥¡¥° £° ´  G. Ǳ°¨

² ª®¬³ ¯¥°¥«Æª³ ¬ ²°¨¶¿ Æ¶¨¤¥²®±²Æ £° ´  G ¬ Ä ¢¨£«¿¤0BBBB@
�1 0 0 � � � 0 0

� �1 0 � � � 0 0

� � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � �1
� � � � � � � �

1CCCCA ;

� ¯®§ · Ä ¥«¥¬¥²¨, ¿ªÆ ¥ ¢¯«¨¢ ¾²¼    ¸¥ ¬Æ°ª³¢ ¿. �Æ®° M ,

¿ª¨© ²¥¯¥° ¯°®µ®¤¨²¼ ·¥°¥§ ¯¥°¸Æ m °¿¤ªÆ¢ ¶ÆÄÈ (m + 1) � m-¬ ²°¨¶Æ,
¤®°Æ¢¾Ä �1.

2. �¥µ © £° ´ G ¥ Ä ¤¥°¥¢®¬. �®¤Æ §  ²¥®°¥¬®¾ 4.4 £° ´ G ¥-

§¢'¿§¨©. �¥µ © G1 | ®¤  § ©®£® §¢'¿§¨µ ª®¬¯®¥², ¹® ¥ ¬Æ±²¨²¼

¢¥°¸¨¨ a (¢¥°¸¨¨, ¤«¿ ¿ª®È ¢Æ¤¯®¢Æ¤¨© °¿¤®ª ¥ ¢µ®¤¨²¼ ³ ¬Æ®°

M). �®§£«¿¥¬® ² ª¨© ¯¥°¥«Æª ¢¥°¸¨ Æ °¥¡¥° £° ´  G: ±¯®· ²ª³ ³¬¥-

°³Ä¬® ¤®¢Æ«¼¨¬ ±¯®±®¡®¬ ¢¥°¸¨¨ v1; : : : ; vk ²  °¥¡°  l1; : : : ; ls £° ´ 

G1,   ²®¤Æ ¤®¢Æ«¼¨¬ ±¯®±®¡®¬ ¯°®¤®¢¦³Ä¬® ¶¥© ¯¥°¥«Æª vk+1; : : : ; vm+1,

ls+1; : : : ; lm ¤®ª¨ ¥ ¢¨·¥°¯ Ä¬® ¢±Æ ¢¥°¸¨¨ ²  °¥¡°  £° ´  G. Ǳ°¨

² ª®¬³ ¢¯®°¿¤ª³¢ Æ ¢¥°¸¨ Æ °¥¡¥° ¬ ²°¨¶¿ Æ¶¨¤¥²®±²Æ I £° ´ 

G  ¡³¢ Ä ¡«®·®-¤Æ £® «¼®£® ¢¨£«¿¤³

I =

�
I1 0

0 I2

�
;

¤¥ I1 | ¬ ²°¨¶¿ Æ¶¨¤¥²®±²Æ £° ´  G1.

�³¬  ±²®¢¯·¨ªÆ¢ ¬ ²°¨¶Æ I1 ¤®°Æ¢¾Ä ³«¾, ¡® §  ÈÈ ®§ ·¥¿¬ ³

ª®¦®¬³ °¿¤ª³ ®¤¨ ° § ²° ¯«¿¾²¼±¿ +1 Æ �1,   ¢±Æ Æ¸Æ ¥«¥¬¥²¨ ¤®-

°Æ¢¾¾²¼ ³«¾. �®¬³ © ±³¬  ¯¥°¸¨µ s ±²®¢¯·¨ªÆ¢ ¬ ²°¨¶Æ I (Æ ¬Æ®° 

M) ¤®°Æ¢¾Ä ³«¾. �¢Æ¤±¨ ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® M = 0, ¡® ©®£® ±²®¢¯·¨ª¨

«ÆÆ©® § «¥¦Æ. �¥¬  ¤®¢¥¤¥ .

� ±²³¯  «¥¬  | ²¥®°¥¬  �Æ¥-�®¸Æ ¯°® ¢¨§ ·¨ª ¤®¡³²ª³ ¤¢®µ

¯°¿¬®ª³²¨µ ¬ ²°¨¶¼. �¥µ © A| n�m-¬ ²°¨¶¿, B | m�n-¬ ²°¨¶¿.
C = AB | ª¢ ¤° ²  ¬ ²°¨¶¿ n-£® ¯®°¿¤ª³ Æ ¬®¦  £®¢®°¨²¨ ¯°® ÈÈ
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¢¨§ ·¨ª. �¥µ © n � m, ¥µ © ¬Æ®° M n-£® ¯®°¿¤ª³ ¬ ²°¨¶Æ A °®§¬Æ-

¹¥¨© ³ ±²®¢¯·¨ª µ § ®¬¥° ¬¨ j1; : : : ; jn. �®¤Æ ¬Æ®° M
0
n-£® ¯®°¿¤ª³

¬ ²°¨¶Æ B, °®§¬Æ¹¥¨© ³ °¿¤ª µ § ²¨¬¨ ± ¬¨¬¨ ®¬¥° ¬¨ j1; : : : ; jn,

 §¨¢ ¾²¼ ¢Æ¤¯®¢Æ¤¨¬ ¬Æ®°³ M .

�¥¬  4.6. � ¯®¯¥°¥¤Æµ ¯®§ ·¥¿µ det(AB) = 0, ¿ª¹® n > m, Æ

det(AB) =
X

1�j1�����jn�m
MM

0

| ±³¬  §  ¢±Æ¬   ¡®° ¬¨ ®¬¥°Æ¢ ±²®¢¯·¨ªÆ¢, ¬Æ®°Æ¢ n-£® ¯®°¿¤ª³

¬ ²°¨¶Æ A   ¢Æ¤¯®¢Æ¤Æ ¬Æ®°¨ ¬ ²°¨¶Æ B.

�®¢¥¤¥¿. �¥µ ©

A =

0BB@
a11 a12 � � � a1m

a21 a22 � � � a2m

� � � � � � � � � � � �
an1 an2 � � � anm

1CCA ; B =

0BB@
b11 b12 � � � b1n

b21 b22 � � � b2n

� � � � � � � � � � � �
bm1 bm2 � � � bmn

1CCA ;

�®¤Æ C = AB =0BB@
a11b11 + a12b21 + � � �+ a1mbm1 � � � a11b1n + a12b2n + � � �+ a1mbmn

a21b11 + a22b21 + � � �+ a2mbm1 � � � a21b1n + a22b2n + � � �+ a2mbmn

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
an1b11 + an2b21 + � � �+ anmbm1 � � � an1b1n + an2b2n + � � �+ anmbmn

1CCA :

�²®¢¯·¨ª¨ ¬ ²°¨¶Æ C Ä «ÆÆ©¨¬¨ ª®¬¡Æ ¶Æ¿¬¨ ±²®¢¯·¨ªÆ¢ ¬ ²°¨¶Æ A

§ ª®¥´Æ¶ÆÄ² ¬¨ b11; : : : ; bm1; : : : ; b1n; : : : ; bmn. �®¬³, ¢¨ª®°¨±²®¢³¾·¨

«ÆÆ©Æ±²¼ ¢¨§ ·¨ª  §  ±²®¢¯·¨ª ¬¨, ¬ Ä¬®

det(C) =
X

1�i1;::: ;in�m
bi11 � � �binn

������
a1i1 � � � a1in

� � � � � � � � �
ani1 � � � anin

������ : (4.7)

�ª¹® ±¥°¥¤ Æ¤¥ª±Æ¢ i1; : : : ; in ®¤ ª®¢Æ, ²® ¢Æ¤¯®¢Æ¤¨© ¤®¤ ®ª ³ (4.7)

¤®°Æ¢¾Ä ³«¾, ¡® ¢¨§ ·¨ª, ¹® ¢µ®¤¨²¼ ¢ ¼®£® ¬ Ä ¤¢  ®¤ ª®¢Æ

±²®¢¯·¨ª¨. �¨ª¨¥¬® § ±³¬¨ (4.7) ² ªÆ ³«¼®¢Æ ¤®¤ ª¨, °¥¸²³ ¤®¤ -

ªÆ¢ ¯¥°¥£°³¯³Ä¬®: ¢ ®ª°¥¬³ £°³¯³ ¢¨¤Æ«¨¬® ¤®¤ ª¨, ¿ªÆ ¢Æ¤¯®¢Æ¤ ¾²¼

§ ¤ ®¬³ § ´Æª±®¢ ®¬³  ¡®°³ 1 � j1 < � � � < jn � n. �¤¥°¦¨¬®
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det(C) =
X

1�j1<���<jn�m

0BBB@ X�
i1 ��� in
j1 ��� jn

� bi11 � � �binn
������
a1i1 � � � a1in

� � � � � � � � �
ani1 � � � anin

������
1CCCA ; (4.8)

¤¥
�
i1 ��� in
j1 ��� jn

�
| ¯Æ¤±² ®¢ª  ¥«¥¬¥²Æ¢ i1; : : : ; in.

� ¢¨§ ·¨ª µ, ¿ªÆ ¢µ®¤¿²¼ ³ (4.8), ¯¥°¥±² ¢¨¬® ±²®¢¯·¨ª¨ ³ ¯®°¿¤-

ª³ §°®±² ¿ ¤°³£¨µ Æ¤¥ª±Æ¢ i1; : : : ; in:

det(C) =
X

1�j1<���<jn�m

0BBB@ X�
i1 ��� in
j1 ��� jn

� bi11 � � �binn(�1)"
������
a1j1 � � � a1jn

� � � � � � � � �
anj1 � � � anjn

������
1CCCA ;

(4.9)

¤¥ " = 0, ¿ª¹® ¯Æ¤±² ®¢ª 
�
i1 ��� in
j1 ��� jn

�
¯ °  Æ " = 1, ¿ª¹® ¶¿ ¯Æ¤±² ®¢ª 

¥¯ ° .

�¨®±¿·¨ ¢ (4.9) §  ¤³¦ª¨ ±¯Æ«¼¨© ¬®¦¨ª, ®¤¥°¦³Ä¬®

det(C) =
X

1�j1<���<jn�m

������
a1j1 � � � a1jn

� � � � � � � � �
anj1 � � � anjn

������ �
������
bj11 � � � bj1n

� � � � � � � � �
bjn1 � � � bjnn

������ ;
¹® © ²°¥¡  ¡³«® ¤®¢¥±²¨.

�®¢¥¤¥¿ ²¥®°¥¬¨ 4.5. �¥µ © £° ´ G ¬ Ä n ¢¥°¸¨ Æ m °¥¡¥°, A|

¬ ²°¨¶¿ �Æ°ª£®´  £° ´  G,   I | ¬ ²°¨¶¿ Æ¶¨¤¥²®±²Æ ¿ª®È-¥¡³¤¼

©®£® ®°ÆÄ² ¶ÆÈ. �  «¥¬®¾ 4.4 A = I � I t. �¥µ © B | ¬ ²°¨¶¿, ®¤¥°¦  

§ A, ¢¨ª°¥±«¥¿¬ ®±² ¼®£® °¿¤ª  ²  ®±² ¼®£® ±²®¢¯·¨ª  ¬ ²°¨¶Æ

A, C | ¬ ²°¨¶¿, ®¤¥°¦   § I , ¢¨ª°¥±«¥¿¬ ®±² ¼®£® °¿¤ª . �®¤Æ §

°Æ¢®±²Æ A = I � I t ®¤¥°¦³Ä¬® °Æ¢Æ±²¼ B = C � Ct.

�¨§ ·¨ª ¬ ²°¨¶Æ B ¤®°Æ¢¾Ä Ann |  «£¥¡°¨·®¬³ ¤®¯®¢¥¾

¥«¥¬¥²  �nn ¬ ²°¨¶Æ A. � Æ¸®£® ¡®ª³, §  «¥¬®¾ 4.6, det(B) =
P
MM

0

| ±³¬Æ ¤®¡³²ªÆ¢ ¬Æ®°Æ¢ M n � 1-£® ¯®°¿¤ª³ ¬ ²°¨¶Æ C   ¢Æ¤¯®¢Æ¤Æ

¬Æ®°¨ M
0 ¬ ²°¨¶Æ Ct. �  ¸®¬³ ¢¨¯ ¤ª³ M = M

0, Æ, §  «¥¬®¾ 4.5,

M =M
0 = �1, ¿ª¹® ¯Æ¤£° ´ £° ´  G, °¥¡°  ¿ª®£® ¢Æ¤¯®¢Æ¤ ¾²¼ ±²®¢¯-

·¨ª ¬, ¹® ¢µ®¤¿²¼ ¢ M , Ä ª °ª ±¨¬ ¤¥°¥¢®¬, Æ M = M
0 = 0 ¢ Æ¸®¬³
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¢¨¯ ¤ª³. �²¦¥, Ann = det(B) =
P
MM

0 =
P
M

2 ¤®°Æ¢¾Ä ªÆ«¼ª®±²Æ

ª °ª ±¨µ ¤¥°¥¢ £° ´  G. �«¿ § ¢¥°¸¥¿ ¤®¢¥¤¥¿ ²¥®°¥¬¨ § «¨¸ -

Ä²¼±¿ § ³¢ ¦¨²¨, ¹® ¢±Æ  «£¥¡°¨·Æ ¤®¯®¢¥¿ ¬ ²°¨¶Æ �Æ°ª£®´  °Æ¢Æ

¬Æ¦ ±®¡®¾.

� ±«i¤®ª 4.4. �¥µ © k(G)| ªÆ«¼ªÆ±²¼ §¢'¿§¨µ ª®¬¯®¥² n-¢¥°¸¨-

®£® £° ´  G, n > 1, rankA | ° £ ¬ ²°¨¶Æ �Æ°ª£®´  £° ´  G. �®¤Æ

k(G) = n� rankA:

�®¢¥¤¥¿. �¥µ © ±¯®· ²ª³ £° ´ G §¢'¿§¨©, ²®¡²® k(G) = 1. �

¶¼®¬³ ¢¨¯ ¤ª³ G ¬ Ä ª °ª ±Æ ¤¥°¥¢ , ²®¬³ rankA = n � 1 Æ ´®°¬³« 

¯° ¢¨«¼ .

�ª¹® k(G) = k > 1, ²® ¯¥°¥³¬¥°³Ä¬® ©®£® ¢¥°¸¨¨ ² ª: ±¯®· ²-

ª³ ³¬¥°³Ä¬® ¢¥°¸¨¨ v1; : : : ; vi1 ¯¥°¸®È ª®¬¯®¥²¨ §¢'¿§®±²Æ, ¯®²Æ¬

¤°³£®È Æ ².¤., vik�1 ; : : : ; vn | ¢¥°¸¨¨ ®±² ¼®È ª®¬¯®¥²¨ §¢'¿§®±²Æ.

�®¤Æ ¬ ²°¨¶¿ �Æ°ª£®´  ¬ Ä ¡«®·®-¤Æ £® «¼¨© ¢¨£«¿¤

A =

0BBBBB@
A1

A2 0

� � �
0 � � �

Ak

1CCCCCA :

�®¦  ¬ ²°¨¶¿ Ai Ä ¬ ²°¨¶¥¾ �Æ°ª£®´  §¢'¿§®£® £° ´  Gi; 1 � i � k.
�®¬³, ¿ª ¡³«® § ³¢ ¦¥® ¢¨¹¥, rankAi = ni�1, ¤¥ ni { ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¢¥°¸¨
£° ´  Gi. � Æ¸®£® ¡®ª³, rankA =

Pk
i=1 rankAi =

Pk
i=1(ni � 1) = n� k,

²®¬³ k = n� rankA.

� ±«i¤®ª 4.5. �Æ«¼ªÆ±²¼ ª °ª ±¨µ ¤¥°¥¢ ¯®¢®£® £° ´  Kn ¤®°Æ¢¾Ä

n
n�2.

�®¢¥¤¥¿. � ²°¨¶¿ �Æ°ª£®´  ¯®¢®£® £° ´  Kn ¬ Ä ¢¨£«¿¤

A =

0BB@
n � 1 �1 �1 � � � �1
�1 n � 1 �1 � � � �1
� � � � � � � � � � � � � � �
�1 �1 �1 � � � n� 1

1CCA :
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�Æ«¼ªÆ±²¼ ª °ª ±¨µ ¤¥°¥¢ ¯®¢®£® £° ´  Kn ¤®°Æ¢¾Ä  «£¥¡°¨·®¬³

¤®¯®¢¥¾ ¡³¤¼-¿ª®£® ¥«¥¬¥²  ¶ÆÄÈ ¬ ²°¨¶Æ, §®ª°¥¬   «£¥¡°¨·®¬³

¤®¯®¢¥¾ ¥«¥¬¥² , °®§¬Æ¹¥®£® ¢ ®±² ¼®¬³ °¿¤ª³ Æ ®±² ¼®¬³

±²®¢¯·¨ª³. �²¦¥, ªÆ«¼ªÆ±²¼ ª °ª ±¨µ ¤¥°¥¢ ¤®°Æ¢¾Ä ¢¨§ ·¨ª³ n�1-
£® ¯®°¿¤ª³ ��������

n� 1 �1 �1 � � � �1
�1 n� 1 �1 � � � �1
� � � � � � � � � � � � � � �
�1 �1 �1 � � � n � 1

�������� :
�«¿ ®¡·¨±«¥¿ ¶¼®£® ¢¨§ ·¨ª  ¤®¤ ¬® ¤® ¯¥°¸®£® °¿¤ª  ¢±Æ Æ¸Æ

°¿¤ª¨,   ¯®²Æ¬ ¤® ª®¦®£® °¿¤ª , ¯®·¨ ¾·¨ § ¤°³£®£®, ¯¥°¸¨© °¿¤®ª.

�¤¥°¦¨¬®��������
n� 1 �1 �1 � � � �1
�1 n � 1 �1 � � � �1
� � � � � � � � � � � � � � �
�1 �1 �1 � � � n � 1

�������� =
��������
1 1 1 � � � 1

�1 n� 1 �1 � � � �1
� � � � � � � � � � � � � � �
�1 �1 �1 � � � n � 1

�������� =

=

��������
1 1 1 � � � 1

0 n 0 � � � 0

� � � � � � � � � � � � � � �
0 0 0 � � � n

�������� = n
n�2

:

4.1.7. �¢ ¦¥Æ £° ´¨. �«£®°¨²¬¨ �° ±ª «  ²  �¥©ª±²°¨

�§ ·¥¿ 4.11. �° ´ G  §¨¢ ¾²¼ §¢ ¦¥¨¬, ¿ª¹® ª®¦®¬³ ©®£®

°¥¡°³ l ¯°¨¯¨± ¥ ¤®¤ ²¥ ¤Æ©±¥ ·¨±«® w(l) (Æ ª¸¥ ª ¦³·¨, § ¤ ¥

¢Æ¤®¡° ¦¥¿ w § ¬®¦¨¨ °¥¡¥° £° ´  G ³ ¬®¦¨³ ¤Æ©±¨µ ·¨±¥«).

�¨±«® w(l)  §¨¢ ¾²¼ ¢ £®¾ °¥¡°  l. �³¬³ ¢ £ ¢±Æµ °¥¡¥°  §¨¢ ¾²¼

¢ £®¾ £° ´  Æ ¯®§ · ¾²¼ w(G).

�±¼ ®¤  § ¬®¤¥«¥© §¢ ¦¥®£® £° ´ . �¥µ © A1; : : : ; An |¬Æ±² . �«¿

ª®¦®È ¯ °¨ ¬Æ±² Ai; Aj w(fAi; Ajg) ®§ · Ä ¢Æ¤±² ¼ ¬Æ¦ ¨¬¨. � Ä¬®

¯®¢¨© §¢ ¦¥¨© £° ´ n-£® ¯®°¿¤ª³.

Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® ¬Æ±²  A1; : : : ; An ¯®²°Æ¡® §'Ä¤ ²¨,  ¯°¨ª« ¤, «ÆÆ-

¿¬¨ ¥«¥ª²°®¯¥°¥¤ · ( ¡® ª  « ¬¨ §¢'¿§ª³,  ¡® ²°³¡®¯°®¢®¤ ¬¨). �°®-

§³¬Æ«®, ¹®  ©ª° ¹¨¬¨ Ä  ©¤¥¸¥¢¸Æ §'Ä¤ ¿, ²®¡²® ² ªÆ, ¤«¿ ¿ª¨µ

¢Æ¤¯®¢Æ¤¨© §¢ ¦¥¨© £° ´ ¬ Ä  ©¬¥¸³ ¢ £³. � §¢'¿§ª³ § ¶¨¬ ¢ ¦«¨-

¢®¾ Ä § ¤ ·  ¢Æ¤¸³ª ¿ ³ ¯®¢®¬³ §¢ ¦¥®¬³ £° ´Æ ª °ª ±®£® ¤¥°¥¢ 
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 ©¬¥¸®È ¢ £¨. Å±³¾²¼  «£®°¨²¬¨, ¿ªÆ °®§¢'¿§³¾²¼ ¶¾ § ¤ ·³. �¤¨¬

§ ¨µ Ä  «£®°¨²¬ �° ±ª « , ¿ª¨© ¬¨ § ° § ±´®°¬³«¾Ä¬®.

�«£®°¨²¬ �° ±ª « . �¥µ © G | §¢ ¦¥¨© §¢'¿§¨© £° ´, ¹®

¬ Ä n ¢¥°¸¨. Ǳ®²°Æ¡® ¢¨¡° ²¨ ª °ª ±¥ ¤¥°¥¢® £° ´  G, ¿ª¥ ¬ Ä

 ©¬¥¸³ ¢ £³.

�«¿ ¶¼®£® °®§£«¿¥¬® £° ´ T0, ¹® ±ª« ¤ Ä²¼±¿ «¨¸¥ § ¢¥°¸¨ £° ´ 

G Æ ¥ ¬ Ä °¥¡¥°.

1. �  ¯¥°¸®¬³ ª°®¶Æ ¤®¤ ¬® ¤® £° ´  T0 ¡³¤¼-¿ª¥ °¥¡°® l1 §  ©¬¥-

¸®¾ ¢ £®¾. Ǳ®§ ·¨¬® ®¤¥°¦ ¨© £° ´ T1.

2. �  ¤°³£®¬³ ª°®¶Æ ¤®¤ ¬® ¤® £° ´  T1 ¡³¤¼-¿ª¥ °¥¡°® l2 6= l1 §  ©-

¬¥¸®¾ ¢ £®¾. Ǳ®§ ·¨¬® ®¤¥°¦ ¨© £° ´ T2.

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
i. �  i-¬³ ª°®¶Æ ¤®¤ ¬® ¤® £° ´  Ti�1 ¡³¤¼-¿ª¥ °¥¡°® li §  ©¬¥¸®¾
¢ £®¾, Æ ² ª¥, ¹®:

 ) li ¬ Ä  ©¬¥¸³ ¢ £³ ±¥°¥¤ ²¨µ °¥¡¥° £° ´  G, ¿ªÆ ¥ ¢µ®¤¿²¼

³ Ti�1;

¡) li ¥ ³²¢®°¾Ä ¶¨ª«Æ¢ § °¥¡° ¬¨, ¿ªÆ ¢µ®¤¿²¼ ³ Ti�1.
Ǳ®§ ·¨¬® ®¤¥°¦ ¨© £° ´ Ti�1.

n-1. Tn�1 | ¸³ª ¨© £° ´.

�¥®°¥¬  4.6. �¯¨± ¨©  «£®°¨²¬ Ä ª®°¥ª²¨¬ Æ ¤ Ä   n � 1 ª°®¶Æ

ª °ª ±¥ ¤¥°¥¢®  ©¬¥¸®È ¢ £¨.

�®¢¥¤¥¿. � ³¢ ¦¨¬®, ¹® ¤«¿ ª®¦®£® i; 1 � i < n � 1 § ©¤¥²¼±¿

°¥¡°® li, ¿ª¥ § ¤®¢®«¼¿Ä ³¬®¢¨   Æ ¡. �¯° ¢¤Æ, £° ´ G §¢'¿§¨©, ²®¬³

§  «¥¬®¾ 4.3 ¢Æ ¬ Ä ¥ ¬¥¸¥ Æ¦ n�1 °¥¡°®. � «Æ, ¿ª¡¨ ¯°¨ ¤®«³·¥Æ
ª®¦®£® °¥¡°  l 6= l1; : : : ; li�1; i < n� 1 £° ´  G ¤® Ti�1 ¢¨¨ª ¢ ¶¨ª«,
²® £° ´ Ti�1 ¡³¢ ¡¨ §¢'¿§¨©,   ¶¥ ±³¯¥°¥·¨²¼ «¥¬Æ 4.3.

�²¦¥, £° ´ Tn�1 ¬®¦  ¯®¡³¤³¢ ²¨. � ²¥®°¥¬¨ 4.4 ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹®

Tn�1 ¤¥°¥¢®. � «¨¸ Ä²¼±¿ ¯¥°¥¢Æ°¨²¨, ¹® Tn�1 | ¤¥°¥¢®  ©¬¥¸®È

¢ £¨. �«¿ ¶¼®£® ¯°¨¯³±²¨¬®, ¹® Æ±³Ä ª °ª ±¥ ¤¥°¥¢® S 6= Tn�1 Æ

w(S) < w(Tn�1), ¤¥ w | ¢ £ . �®¤Æ Æ±³Ä µ®· ®¤¥ °¥¡°® £° ´  Tn�1,
¿ª¥ ¥ Ä °¥¡°®¬ £° ´  S. �¥°¥¤ ² ª¨µ °¥¡¥° ¢¨¡¥°¥¬® °¥¡°® li §  ©-

¬¥¸¨¬ i. �®«³·¨¬® ¶¥ °¥¡°® li ¤® £° ´  S. � ²¥®°¥¬¨ 4.4 ¢¨¯«¨¢ Ä,

¹® £° ´ S ¯®¢¨¥ ¬ ²¨ ¶¨ª«. �¥µ © l 6= li { ¤¥¿ª¥ °¥¡°® £° ´  S,
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¿ª¥ ¢µ®¤¨²¼ ³ ¶¥© ¶¨ª«. �®§£«¿¥¬® £° ´ S
0 = S + li � l. �¥ ¤¥°¥¢® Æ

w(S0) = w(S)+w(li)�w(l). �ª¡¨ w(l) > w(li), ²® ¬¨ ¬ «¨ ¡ w(S
0) < w(S).

�«¥ S { £° ´  ©¬¥¸®È ¢ £¨, ²®¬³ w(l) < w(li), l ¥ ³²¢®°¾Ä ¶¨ª«Æ¢

§ °¥¡° ¬¨ l1; : : : ; li�1 (¡® l1; : : : ; li�1; l { · ±²¨  ¤¥°¥¢  S0). �²®¦,  

i-³ ª°®¶Æ  «£®°¨²¬³ § ¬Æ±²¼ °¥¡°  li ¯®¢¨® ¡³«® ¡³²¨ ¢¨¡° ¨¬ °¥¡°®

l ( ¡® Æ¸¥ °¥¡°® § ¢ £®¾ w(l)). �¤¥°¦   ±³¯¥°¥·Æ±²¼ ±¢Æ¤·¨²¼, ¹®

£° ´ Tn�1 Ä ª °ª ±¨¬ ¤¥°¥¢®¬  ©¬¥¸®È ¢ £¨.

�«¿ §¢ ¦¥¨µ £° ´Æ¢ §°³·® ¤¥¹® ¬®¤¨´Æª³¢ ²¨ ®§ ·¥¿ ¬ ²°¨¶Æ

±³¬Æ¦®±²Æ.

�§ ·¥¿ 4.12. �¥µ © G | §¢ ¦¥¨© £° ´ Æ ¥µ © v1; : : : ; vn | ¤¥-

¿ª¨© ¯¥°¥«Æª ¢¥°¸¨ £° ´  G. �¢ ¤° ²³ ¬ ²°¨¶¾ A = [aij ] n-£® ¯®-

°¿¤ª³ § ¥«¥¬¥² ¬¨

aij =

�
w(fvi; vjg); ¿ª¹® ¢¥°¸¨¨ vi; vj ±³¬Æ¦Æ;

0; ¢ Æ¸®¬³ ¢¨¯ ¤ª³:

� ²°¨¶¥¾ ±³¬Æ¦®±²Æ ®°ÆÄ²®¢ ®£® £° ´  G  §¨¢ Ä²¼±¿ ª¢ ¤° ² 

¬ ²°¨¶¿ n-£® ¯®°¿¤ª³ A = [�ij ], ¤«¿ ¿ª®È

�ij =

�
w((vi; vj)); ¿ª¹® ¢¥°¸¨¨ vi; vj ±³¬Æ¦Æ;

0; ¢ Æ¸®¬³ ¢¨¯ ¤ª³:

� ³¢ ¦¨¬®, ¹® ¬ ²°¨¶¿ ±³¬Æ¦®±²Æ ¥®°ÆÄ²®¢ ®£® §¢ ¦¥®£® £° -

´  ±¨¬¥²°¨· ,   ¬ ²°¨¶¿ ±³¬Æ¦®±²Æ ®°ÆÄ²®¢ ®£® §¢ ¦¥®£® £° ´ 

§¤¥¡Æ«¼¸®£® ¥±¨¬¥²°¨· .

�ª¹® ¬ Ä¬® §¢ ¦¥¨© £° ´ G (®°ÆÄ²®¢ ¨©  ¡® Æ), ²® ¢¨¨ª Ä § -

¤ ·  ¢Æ¤¸³ª ¿ ¢ G ¬ °¸°³²Æ¢  ©¬¥¸®È ¢ £¨ § ¯®· ²ª®¬ ³ § ¤ Æ©

¢¥°¸¨Æ u. � £³ ¬ °¸°³²³  ©¬¥¸®È ¢ £¨, ¿ª¨© §'Ä¤³Ä ¢¥°¸¨¨ u Æ

v,  §¢¥¬® ¢Æ¤±² ¾ ¢Æ¤ u ¤® v Æ ¯®§ ·¨¬® d(u; v). Å±³Ä § £ «¼¨©

 «£®°¨²¬ ( «£®°¨²¬ �¥©ª±²°¨) ¤«¿ § µ®¤¦¥¿ ¬ °¸°³²Æ¢  ©¬¥¸®È

¢ £¨. �  «£®°¨²¬Æ �¥©ª±²°¨ ¢¥°¸¨ ¬ s ¯°¨¯¨±³¾²¼ ¬Æ²ª¨ �(s). �Æ²ª¨

| ¶¥ ¥¢Æ¤'Ä¬Æ ·¨±«   ¡® 1. �Æ²ª¨ ¡³¢ ¾²¼ ²¨¬· ±®¢Æ ²  ±² «Æ. �ª¹®

¬Æ²ª  �(s) ±² « , ²® �(s) | ¢Æ¤±² ¼ ¢Æ¤ u ¤® s. Ǳ°¨ °®¡®²Æ  «£®°¨²¬³

²¨¬· ±®¢Æ ¬Æ²ª¨ §¬¥¸³¾²¼±¿, ¤®ª¨ ¥ ±² ³²¼ ±² «¨¬¨. �  ª®¦®¬³

ª°®¶Æ ®¤  § ²¨¬· ±®¢¨µ ¬Æ²®ª ±² Ä ±² «®¾. �² «Æ ¬Æ²ª¨ ¥ §¬Æ¾¾²¼±¿

¯Æ¤ · ± °®¡®²¨  «£®°¨²¬³. �°Æ¬ ¬Æ²®ª �(s), ¤¥¿ªÆ ¢¥°¸¨¨ s 6= u ¯°¨

°®¡®²Æ  «£®°¨²¬³  ¤Æ«¿¾²¼±¿ ¬Æ²ª ¬¨ �(s):   ª®¦®¬³ ª°®¶Æ  «£®°¨²-

¬³ �(s) ¤®°Æ¢¾Ä ®¬¥°³ ¢¥°¸¨¨, ¿ª  ¯¥°¥¤³Ä s ³ ¬ °¸°³²Æ  ©¬¥¸®È
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¢ £¨ ¢Æ¤ u ¤® s ±¥°¥¤ ¢±Æµ ²¨µ ¬ °¸°³²Æ¢, ¿ªÆ ¯°®µ®¤¿²¼ ·¥°¥§ ¢¥°¸¨¨,

¹® ¢¦¥ ¬ ¾²¼ ±² «Æ ¬Æ²ª¨. �Æ²ª¨ �(s) ¢¨ª®°¨±²®¢³¾²¼ ¤«¿ § ¯¨±³ ¯®-

±«Æ¤®¢®±²Æ ¢¥°¸¨ u; : : : ; v, ¿ªÆ § ¤ ¾²¼ ¬ °¸°³²  ©¬¥¸®È ¢ £¨ ¢Æ¤ u

¤® v.

Ǳ¥°¥¤ ¯®· ²ª®¬ ¯¥°¸®£® ª°®ª³ ¢¥°¸¨  u ¬ Ä ±² «³ ¬Æ²ª³ �(u) = 0,

  ¢±Æ Æ¸Æ ¢¥°¸¨¨ ¬ ¾²¼ ²¨¬· ±®¢Æ ¬Æ²ª¨ 1. �  i-¬³ ª°®¶Æ  «£®°¨²¬

°®§£«¿¤ Ä ¢¥°¸¨³ s, ¿ª  ®¤¥°¦ «  ±² «³ ¬Æ²ª³   ¯®¯¥°¥¤¼®¬³ ª°®¶Æ,

Æ ¢±Æ ¢¥°¸¨¨ t § ®²®·¥¿ Ns ¢¥°¸¨¨ s § ¬¥²®¾ §¬¥¸¥¿ ¬Æ²®ª �(t)

¶¨µ ¢¥°¸¨. �Æ²ª  �(t) ¢¥°¸¨¨ t 2 Ns §¬Æ¾Ä²¼±¿   �(s) + w(s; t),

¿ª¹® �(s) + w(s; t) < �(t) Æ ¢ ¶¼®¬³ ¢¨¯ ¤ª³ ¯°¨©¬ ¾²¼ �(t) = s. �ª¹®

�(s) + w(s; t) � �(t), ²®   ¶¼®¬³ ª°®¶Æ ¬Æ²ª¨ �(t) Æ �(t) ¥ §¬Æ¾¾²¼±¿.

�«£®°¨²¬ § ¢¥°¸³Ä °®¡®²³, ª®«¨ ¬Æ²ª  ¢¥°¸¨¨ v ±² ¥ ±² «®¾.

� ¢¥¤¥¬® ²®·¨© ®¯¨±  «£®°¨²¬³.

�«£®°¨²¬ �¥©ª±²°¨

1. �¨¡°   ¢¥°¸¨  u ®¤¥°¦³Ä ±² «³ ¬Æ²ª³ �(u) = 0. �®¦  Æ¸ 

¢¥°¸¨  s ®¤¥°¦³Ä ²¨¬· ±®¢³ ¬Æ²ª³ �(s) =1. �¥°¸¨  u ®¤¥°¦³Ä

 §¢³ p: p := u.

2. �«¿ ¢±Æµ ¢¥°¸¨ s 2 Np § ®²®·¥¿ Np ¢¥°¸¨¨ p ¢¨ª® ²¨: ¿ª¹®

�(p) +w(p; s) < �(s), ²® �(s) § ¬Æ¨²¨   �(p) + w(p; s) Æ ¯°¨©¿²¨

�(s) = p. � Æ¸®¬³ ¢¨¯ ¤ª³ �(s) Æ �(s) ¥ §¬Æ¾¾²¼±¿.

3. �¥µ © V 0 | ¬®¦¨  ¢±Æµ ¢¥°¸¨ § ²¨¬· ±®¢¨¬¨ ¬Æ²ª ¬¨ �. � ©-

²¨ ¢¥°¸¨³ s� 2 V 0, ¤«¿ ¿ª®È

�(s�) = min
s2V 0

�(s);

Æ ¢¢ ¦ ²¨ ¬Æ²ª³ �(s�) ±² «®¾ ¬Æ²ª®¾ ¢¥°¸¨¨ s
�. �¥°¸¨  s

�

®¤¥°¦³Ä  §¢³ p: p := s
�.

4. �ª¹® p = v, ²®  «£®°¨²¬ ¤ Ä ¬ °¸°³² (u; : : : ; �(v); v) i §³¯¨¿Ä²¼-

±¿; ¿ª¹® p 6= v, ²® ¢Æ ¯®¢¥°² Ä²¼±¿ ¤® ª°®ª³ 2.

Ǳ°¨ª« ¤
Ǳ°®Æ«¾±²°³Ä¬® °®¡®²³  «£®°¨²¬³ �¥©ª±²°¨   ¯°¨ª« ¤Æ. �®§£«¿¥¬® §¢ ¦¥¨©

£° ´ § ¬®¦¨®¾ ¢¥°¸¨ f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7g Æ ¬®¦¨®¾ °¥¡¥° ff1; 2g; f2; 3g; f3; 4g;
f4; 5g; f1; 6g; f6; 7g; f7; 5gg, �(f1; 2g) = 1; �(f2; 3g) = 1; �(f3; 4g) = 1; �(f4; 5g) = 100;

�(f1; 6g) = 5; �(f6; 7g) = 7; �(f7; 5g) = 10, §®¡° ¦¥¨©   °¨±. 4.13. � ²°¨¶¥¾ ±³¬Æ¦-
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m m m m

m m

m

5

7

10

100111
1 2 3 4 5

6 7

�¨±. 4.13.

®±²Æ ¶¼®£® £° ´  Ä ¬ ²°¨¶¿0
BBBBBBBB@

0 1 0 0 0 5 0
1 0 1 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0

0 0 1 0 100 0 0
0 0 0 100 0 0 10

5 0 0 0 0 0 7

0 0 0 0 10 7 0

1
CCCCCCCCA
:

Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹®  ¬ ¯®²°Æ¡® ¯®¡³¤³¢ ²¨ ¬ °¸°³²  ©¬¥¸®È ¢ £¨ ¢Æ¤ ¢¥°¸¨¨ 1

¤® ¢¥°¸¨¨ 5. �°®ª¨ °®¡®²¨  «£®°¨²¬³ ¢Æ¤¯®¢Æ¤ ¾²¼ °¿¤ª ¬ ² ¡«¨¶Æ. � i-¬³ °¿¤ª³
² ¡«¨¶Æ § ¯¨± Æ ¬Æ²ª¨ � ¢¥°¸¨, ¹® ¯°¨±¢®¾¾²¼ ¢¥°¸¨ ¬   i-¬³ ª°®¶Æ °®¡®²¨

 «£®°¨²¬³. Ǳ®±²Æ©Æ ¬Æ²ª¨ ¯Æ¤ª°¥±«¥® Æ  ¤°³ª®¢ ®  ¯Æ¢¦¨°¨¬ ¸°¨´²®¬. � ®±-

² ¼®¬³ ±²®¢¯·¨ª³ ² ¡«¨¶Æ § ¯¨± ® ¯®¡³¤®¢ Æ  «£®°¨²¬®¬ ¬ °¸°³²¨  ©¬¥¸®È
¢ £¨.

1 2 3 4 5 6 7 � °¸°³²

0 0 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1 5 1 (1,2)

2 0 1 2 1 1 5 1 (1,2,3)

3 0 1 2 3 1 5 1 (1,2,3,4)

4 0 1 2 3 103 5 1 (1,6)

5 0 1 2 3 103 5 12 (1,6,7)

6 0 1 2 3 22 5 12 (1,6,7,5)

�¥®°¥¬  4.7. �¯¨± ¨©  «£®°¨²¬ �¥©ª±²°¨ Ä ª®°¥ª²¨¬ Æ ¡³¤³Ä ¬ °-

¸°³²  ©¬¥¸®È ¢ £¨ ¢Æ¤ u ¤® v.

�®¢¥¤¥¿. � ®§ ·¥¿  «£®°¨²¬³ ¡ ·¨¬® ² ª¥: ª®«¨ ¬Æ²ª  �(s)

¢¥°¸¨¨ s ±² « , ²® ¢®  ¤®°Æ¢¾Ä ¢ §Æ ¬ °¸°³²³ ¢Æ¤ u ¤® s. Ǳ®²°Æ¡®

¤®¢¥±²¨, ¹® ¶¿ ¬Æ²ª  ¤®°Æ¢¾Ä ¢ §Æ ¬ °¸°³²³  ©¬¥¸®È ¢ £¨ ¢Æ¤ u ¤® s.

�Æ°ª³Ä¬® §  Æ¤³ª¶ÆÄ¾ ªÆ«¼ªÆ±²¾ k ª°®ªÆ¢  «£®°¨²¬³. �ª¹® k = 1, ²® ¶¥

®·¥¢¨¤®. Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® ¶¥ ¯° ¢¨«¼® ¤«¿ ¢±Æµ ¢¥°¸¨, ¿ªÆ ®¤¥°¦ «¨
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±² «Æ ¬Æ²ª¨   ª°®ª µ 1; : : : ; k � 1. �¥µ © L(u; s) | ¬ °¸°³² ¢Æ¤ u ¤®

s, ®¤¥°¦ ¨©   k-¬³ ª°®¶Æ. �  ¯®¡³¤®¢®¾ w(L(u; s)) = �(s). �¥µ ©

L
�(u; s) | ¬ °¸°³²  ©¬¥¸®È ¢ £¨ ¢Æ¤ u ¤® s. Ǳ®²°Æ¡® ¤®¢¥±²¨, ¹®

w(L(u; s)) = w(L�(u; s)). Ǳ°¨¯³±²¨¬® ¢Æ¤ ±³¯°®²¨¢®£®, ¹® w(L(u; s)) >
w(L�(u; s)). �ª¹® ¬ °¸°³² L�(u; s) ¯°®µ®¤¨²¼ ¥ «¨¸¥ ·¥°¥§ ¢¥°¸¨¨,
¿ªÆ ®¤¥°¦ «¨ ±² «Æ ¬Æ²ª¨   k-¬³ ª°®¶Æ, ª®«¨ ¢¥°¸¨  s ®¤¥°¦ «  ±² «³

¬Æ²ª³, ²® ¥µ © t | ¯¥°¸  ¢¥°¸¨  ¶¼®£® ¬ °¸°³²³, ¿ª  ¥ ®¤¥°¦ « 

±² «®È ¬Æ²ª¨,   t0 | ¯®¯¥°¥¤¿ ¢¥°¸¨ . �®¤Æ

�(t0) + w(ft; t0g) � �(t) � �(s):

�¨¬ ¡Æ«¼¸¥, w(L(u; s)) � w(L�(u; s)). �²¦¥, ¬ °¸°³² L�(u; s) ¯°®µ®¤¨²¼
«¨¸¥ ·¥°¥§ ¢¥°¸¨¨, ¿ªÆ ®¤¥°¦ «¨ ±² «Æ ¬Æ²ª¨ ¤® k-£® ª°®ª³.

�®§£«¿¥¬® ¯¥°¥¤®±² ¾ ¢¥°¸¨³ s0 ¬ °¸°³²³ L�(u; s). Ǳ®§ ¿ª

�(s) � �(s0) + w((s0; s));

²® w(L(u; s))� w(L�(u; s)), Æ ²¥®°¥¬  ¤®¢¥¤¥ .

4.1.8. �©«¥°®¢Æ £° ´¨ ²  ¯«®±ªÆ £° ´¨

�§ ·¥¿ 4.13. �° ´ G  §¨¢ ¾²¼ ®©«¥°®¢¨¬, ¿ª¹® ³ ¼®¬³ Æ±³Ä

¶¨ª«Æ·¨© ¬ °¸°³², ¿ª¨© ¬Æ±²¨²¼ ª®¦¥ °¥¡°® «¨¸¥ ®¤¨ ° §.

� ®§ ·¥¿, §®ª°¥¬ , ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® ®©«¥°®¢¨© £° ´ ®¡®¢'¿§ª®¢® §¢'¿§-

¨©.

�¥®°¥¬  4.8. �¢'¿§¨© £° ´ G Ä ®©«¥°®¢¨¬ ²®¤Æ © «¨¸¥ ²®¤Æ, ª®«¨ ¢±Æ

©®£® ¢¥°¸¨¨ ¬ ¾²¼ ¯ °¨© ±²¥¯Æ¼.

�®¢¥¤¥¿. �ª¹® £° ´ G ®©«¥°®¢¨©, ²® ª®¦¨© ¶¨ª«Æ·¨© ¬ °¸°³²,

¿ª¨© ¬Æ±²¨²¼ ª®¦¥ °¥¡°® «¨¸¥ ®¤¨ ° §, ¢µ®¤¨²¼ ³ ª®¦³ ¢¥°¸¨³ Æ

¢¨µ®¤¨²¼ § ¥È ®¤ ª®¢³ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ° §Æ¢. �¥ © ®§ · Ä, ¹® ±²¥¯¥Æ ¢±Æµ

¢¥°¸¨ ¯®¢¨Æ ¡³²¨ ¯ °¨¬¨.

� ¢¯ ª¨, ¥µ © ±²¥¯¥Æ ¢±Æµ ¢¥°¸¨ ¯ °Æ. �¨¡¥°¥¬® ¤¥¿ª³ ¢¥°¸¨-

³ v, ¯®·¥¬® ¯°®ª« ¤ ²¨ § ¶ÆÄÈ ¢¥°¸¨¨ ¬ °¸°³², ¿ª¨© ¬Æ±²¨²¼ ª®¦¥

°¥¡°® ¥ ¡Æ«¼¸¥ Æ¦ ®¤¨ ° §, ¯°®µ®¤¿·¨ ª®¦¨© ° § ¯® °¥¡°³, ¿ª¥ ¥ ¡³-

«® ¯°®©¤¥¨¬ ° Æ¸¥. Ǳ®§ ¿ª £° ´ G ±ªÆ·¥¨©, ²® ¶¥© ¯°®¶¥± ¯®¢¨¥

§ ªÆ·¨²¨±¿ ·¥°¥§ ±ªÆ·¥³ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ª°®ªÆ¢. �±ªÆ«¼ª¨ ª®¦  ¢¥°¸¨ 

¬ Ä ¯ °¨© ±²¥¯Æ¼, ²® ¯°¨ ¯°®ª« ¤ Æ ² ª®£® ¬ °¸°³²³, ®¯¨¨¢¸¨±¼
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³ ¢¥°¸¨Æ s 6= v, § ¢¦¤¨ Ä §¬®£  ¢¨©²¨ § ¶ÆÄÈ ¢¥°¸¨¨ Æ ¯°®¤®¢¦¨²¨

¬ °¸°³². �²¦¥, ¯°®¶¥± ¯°®ª« ¤ ¿ ¬ °¸°³²³, °®§¯®· ²¨© ³ ¢¥°¸¨Æ

v ¯®¢¨¥ § ªÆ·¨²¨±¿ ³ ¶Æ© ¦¥ ¢¥°¸¨Æ v Æ ¬¨ ®¤¥°¦³Ä¬® ¤¥¿ª¨© ¶¨ª«

C1.

�ª¹® C1 ¯°®µ®¤¨²¼ ·¥°¥§ ¢±Æ ¢¥°¸¨¨ £° ´  G, ²® ¤®¢¥¤¥¿ § -

ªÆ·¥¥. � Æ¸®¬³ ¢¨¯ ¤ª³ § ©¤¥²¼±¿ ¢¥°¸¨  w 2 C1, Æ¶¨¤¥² 

¤¥¿ª®¬³ °¥¡°³ £° ´  G, ¿ª¥ ¥ ¢µ®¤¨²¼ ³ C1.

Ǳ®·¥¬® ®¢¨© ¶¨ª« C2 § ¢¥°¸¨¨ w, ¢¨ª®°¨±²®¢³¾·¨ «¨¸¥ ²Æ °¥¡° ,

¿ªÆ ¥ ¢µ®¤¿²¼ ³ C1. �ª Æ ° Æ¸¥, C2 ¯®¢¨¥ § ªÆ·¨²¨±¿ ³ ¶Æ© ¦¥

¢¥°¸¨Æ w. �¥¯¥°, ¬ ¾·¨ ¶¨ª«¨ C1 Æ C2, ¬®¦  ¯®¡³¤³¢ ²¨ À¤®¢¸¨©Á

¶¨ª«Æ·¨© ¬ °¸°³² C3 ² ª: ¯®·¨ Ä¬® § ¢¥°¸¨¨ w, ¯°®µ®¤¨¬® C1,

¯®¢¥°³¢¸¨±¼ ³ w,   ²®¤Æ ¯°®µ®¤¨¬® C2, ¯®¢¥°³¢¸¨±¼ §®¢³ ³ w.

�ª¹® C3 ¯°®µ®¤¨²¼ ·¥°¥§ ¢±Æ ¢¥°¸¨¨ £° ´  G, ²® ¤®¢¥¤¥¿ § -

ªÆ·¥¥. � Æ¸®¬³ ¢¨¯ ¤ª³ § ©¤¥²¼±¿ ¢¥°¸¨  w1 2 C3, Æ¶¨¤¥² 

¤¥¿ª®¬³ °¥¡°³ £° ´  G, ¿ª¥ ¥ ¢µ®¤¨²¼ ³ C3, Æ ¬®¦ , ¯®¢²®°¾¾·¨

¯®¯¥°¥¤Æ ¬Æ°ª³¢ ¿, § ©²¨ ¹¥ ¤®¢¸¨© ¶¨ª«Æ·¨© ¬ °¸°³², Æ ² ª ¤ «Æ,

 ¦ ¯®ª¨ ¥ ®²°¨¬ Ä¬® ¶¨ª«Æ·¨© ¬ °¸°³², ¿ª¨© ¬Æ±²¨²¼ ª®¦¥ °¥¡°®

£° ´  G «¨¸¥ ®¤¨ ° §.

�§ ·¥¿ 4.14. �° ´ G  §¨¢ ¾²¼ ¯«®±ª¨¬, ¿ª¹® ©®£® ¬®¦  §®¡-

° §¨²¨   ¯«®¹¨Æ ² ª, ¹®¡ °¥¡°  ¥ ¬ «¨, ¢Æ¤¬Æ¨µ ¢Æ¤ ¢¥°¸¨, ²®-

·®ª ¯¥°¥²¨³.

�¥µ © G | ¯«®±ª¨© £° ´, °®§£«¿¥¬® ¤¥¿ª¥ ©®£® §®¡° ¦¥¿ G0  
¯«®¹¨Æ, ¿ª¥ § ¤®¢®«¼¿Ä ¯®¯¥°¥¤¼®¬³ ®§ ·¥¾. �¥µ © M | ¬®-

¦¨  ¢±Æµ ²®·®ª ¯«®¹¨¨, ¹® ¥  «¥¦ ²¼ G0. � §¢¥¬® ¤¢Æ ²®·ª¨ A Æ

B ¬®¦¨¨ M ¥ª¢Æ¢ «¥²¨¬¨, ¿ª¹® Èµ ¬®¦  ±¯®«³·¨²¨ ¥¯¥°¥°¢®¾

¤³£®¾, ¿ª  §'Ä¤³Ä ¶Æ ²®·ª¨ Æ ¥ ¬ Ä ±¯Æ«¼¨µ ¥«¥¬¥²Æ¢ § G0. �¤¥°¦ ¥
¢Æ¤®¸¥¿   ¬®¦¨ÆM Ä ¢Æ¤®¸¥¿¬ ¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ. �®¦¨¨ ¢±Æµ

¥ª¢Æ¢ «¥²¨µ ¬Æ¦ ±®¡®¾ ²®·®ª  §¢¥¬® £° ¿¬¨ £° ´  G. �  °¨±. 4.14

§®¡° ¦¥¨© ¯«®±ª¨© £° ´, ¿ª¨© ¬ Ä £° Æ I, II, III, IV.

�¥®°¥¬  4.9 (�®°¬³«  �©«¥° ). �¥µ © G { §¢'¿§¨© ¯«®±ª¨© £° ´,

v | ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¢¥°¸¨, r | ªÆ«¼ªÆ±²¼ °¥¡¥°, Æ g | ªÆ«¼ªÆ±²¼ £° ¥©

£° ´  G. �®¤Æ

v � r + g = 2:

�®¢¥¤¥¿. �®§£«¿¥¬® ¡³¤¼-¿ª¥ ª °ª ±¥ ¤¥°¥¢® D £° ´  G. �° ´

D ¬ Ä ®¤³ £° ¼, Æ, ¿ª¹® ¢Æ ¬ Ä v ¢¥°¸¨, ²® §  ²¥®°¥¬®¾ 4.4 ¢Æ ¬ Ä
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s

s

s s

ss

s
s

I
II

III
IV

�¨±. 4.14.

v � 1 °¥¡°®. �®¬³ v � r + g = v � (v � 1) + 1 = 2. �¥¯¥°, ¤®«³· ¾·¨

¤® D ®¤¥ °¥¡°®, ¬¨, ¥ §¡Æ«¼¸³¾·¨ ªÆ«¼ª®±²Æ ¢¥°¸¨, §¡Æ«¼¸³Ä¬®  

1 ªÆ«¼ªÆ±²¼ £° ¥© Æ ´®°¬³«  v � r + g = 2 § «¨¸ Ä²¼±¿ ¯° ¢¨«¼®¾.

�¢¥°¤¦¥¿ ²¥®°¥¬¨ ¢¨¯«¨¢ Ä § ²®£®, ¹® £° ´ G ¬®¦  ®¤¥°¦ ²¨ §

¤¥°¥¢  D, ¤®«³· ¾·¨ ¤® D ±ªÆ·¥³ ªÆ«¼ªÆ±²¼ °¥¡¥°.

�¢¥°¤¦¥¿ 4.3. �¥µ © G | §¢'¿§¨© ¯«®±ª¨© £° ´, r | ªÆ«¼ªÆ±²¼

°¥¡¥°, g | ªÆ«¼ªÆ±²¼ £° ¥© £° ´  G. �®¤Æ 3g � 2r.

�®¢¥¤¥¿. �¥°Æ¢Æ±²¼ 3g � 2r ¢¨¯«¨¢ Ä § ²®£®, ¹® ª®¦  £° ¼

®¡¬¥¦¥  ¥ ¬¥¸¥ Æ¦ ²°¼®¬  °¥¡° ¬¨,   ª®¦¥ °¥¡°® °®§¤Æ«¿Ä ¥

¡Æ«¼¸¥ Æ¦ ¤¢Æ £° Æ.

� ±«i¤®ª 4.6. �° ´ K5 ¥ Ä ¯«®±ª¨¬.

�®¢¥¤¥¿. �ª¡¨ ¶¥© £° ´ ¡³¢ ¯«®±ª¨¬, ²® ªÆ«¼ªÆ±²¼ ©®£® £° ¥©

¤®°Æ¢¾¢ «  ¡ g = 2� v+ r = 2� 5+ 10 = 7. ǱÆ¤±² ¢¨¢¸¨ ¶¥ ¢ ´®°¬³«³

§ ¯®¯¥°¥¤¼®£®  ±«Æ¤ª³, ®¤¥°¦³Ä¬® ±³¯¥°¥·Æ±²¼ 3 � 7 � 2 � 10.
� ±«i¤®ª 4.7. �° ´ K3;3 ¥ Ä ¯«®±ª¨¬.

�®¢¥¤¥¿. �° ´ K3;3 ¬ Ä 6 ¢¥°¸¨ Æ 9 °¥¡¥°. �ª¡¨ ¢Æ ¡³¢ ¯«®±ª¨¬,

²® ¤«¿ ¼®£® g = 2 � v + r = 2 � 6 + 9 = 5. � Æ¸®£® ¡®ª³, ¿ª «¥£ª®

§°®§³¬Æ²¨, ªÆ«¼ªÆ±²¼ ©®£® £° ¥© g ¯®¢¨  § ¤®¢®«¼¿²¨ ¥°Æ¢Æ±²¼

4 � g � 2r, ²®¡²® 20 < 18 Æ ¬¨ ®¤¥°¦³Ä¬® ±³¯¥°¥·Æ±²¼.

4.1.9. Ǳ° ¢¨«¼Æ ¬®£®£° ¨ª¨

�¥µ © G | ¯«®±ª¨© £° ´. Ǳ®¡³¤³Ä¬® ®¢¨© ¯«®±ª¨© £° ´ G
�, ¿ª¨©

 §¨¢ ¾²¼ ¤¢®È±²¨¬ ¤® G, ² ª¨¬ ±¯®±®¡®¬. �±¥°¥¤¨Æ ª®¦®È £° Æ
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£° ´  G ¢¨¡¨° Ä¬® ®¤³ ²®·ª³. �Æ ²®·ª¨ Ä ¢¥°¸¨ ¬¨ £° ´  G�. �¢Æ
² ªÆ ²®·ª¨ A Æ B §'Ä¤³Ä¬® °¥¡°®¬ ²®¤Æ © «¨¸¥ ²®¤Æ, ª®«¨ ¢®¨  «¥-

¦ ²¼ ¤® ±³±Æ¤Æµ £° ¥©, ²®¡²® ¤® £° ¥©, ¿ªÆ ¬ ¾²¼ ±¯Æ«¼¥ £° ¨·¥

°¥¡°®. �  °¨±. 4.15 ±³¶Æ«¼¨¬¨ «ÆÆ¿¬¨ §®¡° ¦¥¨© ¯«®±ª¨© £° ´ G,  

¯³ª²¨°¨¬¨ «ÆÆ¿¬¨ §®¡° ¦¥¨© ¤¢®È±²¨© £° ´ G
�.

s s

s

s

s

s

s s s s

ss

�¨±. 4.15.

� £ ¤ Ä¬®, ¹® £° ´  §¨¢ ¾²¼ °¥£³«¿°¨¬, ¿ª¹® ±²¥¯¥Æ ¢±Æµ ©®£®

¢¥°¸¨ ®¤ ª®¢Æ. �¥£³«¿°¨© ¯«®±ª¨© £° ´ G  §¨¢ ¾²¼ ¯° ¢¨«¼¨¬,

¿ª¹® ¤¢®È±²¨© £° ´ G
� ²¥¦ °¥£³«¿°¨©. �¥µ © G | ¯° ¢¨«¼¨© £° ´,

�| ±²¥¯Æ¼ ©®£® ¢¥°¸¨,   �� | ±²¥¯Æ¼ ¢¥°¸¨ ¤¢®È±²®£® £° ´  G� (��

¤®°Æ¢¾Ä ªÆ«¼ª®±²Æ °¥¡¥°, ¿ªÆ ®¡¬¥¦³¾²¼ ª®¦³ £° ¼ £° ´  G). �ª¹®,

¿ª Æ ° Æ¸¥, v; r Æ g | ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¢¥°¸¨, °¥¡¥° ²  £° ¥© £° ´  G, ²®

2r = �v = �
�
g:

�¢Æ¤±¨ ¬ Ä¬®

r =
1

2
�v; g =

�

�
�v: (4.10)

ǱÆ¤±² ¢¨¢¸¨ ¶Æ § ·¥¿ r Æ g ³ ´®°¬³«³ �©«¥° , ®¤¥°¦³Ä¬®

v(1 +
�

�
� �

1

2
�) = 2;

²®¡²®

v(2�+ 2�� � ���) = 4��: (4.11)

�±ªÆ«¼ª¨ v Æ �� |  ²³° «¼Æ ·¨±« , ²®

2�+ 2�� � ��� > 0:
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�¾ ¥°Æ¢Æ±²¼ ¬®¦  § ¯¨± ²¨ ³ ¢¨£«¿¤Æ

��
� � 2�� 2�� < 0;  ¡® (�� 2)(��� 2) < 4: (4.12)

�®§£«¿¥¬® ¢¨¯ ¤®ª, ª®«¨ � � 2 > 0 Æ �� � 2 > 0. � ¶¼®¬³ ¢¨¯ ¤ª³

�� 2 � 3 Æ �� � 2 � 3 Æ °®§¢'¿§ª ¬¨ ¥°Æ¢®±²Æ (4.12) ¬®¦³²¼ ¡³²¨ «¨¸¥

² ªÆ 5 ¯ ° (�; ��) : (3; 3); (3; 4); (3; 5); (4; 3); (5; 3).
�«¿ ª®¦®È ² ª®È ¯ °¨ ¬®¦«¨¢¨µ § ·¥¼ (�; ��) ®¡·¨±«¾Ä¬® v; r; g § 

´®°¬³« ¬¨ (4.10) Æ (4.11) Æ °®§¬Æ¹³Ä¬® °¥§³«¼² ²¨ ®¡·¨±«¥¼ ³ ² ¡«¨¶¾.

Ǳ° ¢¨«¼Æ £° ´¨

� �
�

v r g �¨¯

3 3 4 6 4 �¥²° ¥¤°

3 4 8 12 6 �³¡

3 5 20 30 12 �®¤¥ª ¥¤°

4 3 6 12 8 �ª² ¥¤°

5 3 12 30 20 Åª®± ¥¤°

Ǳ°®¯®³Ä¬® ·¨² ·¥¢Æ ± ¬®±²Æ©® ¤®±«Æ¤¨²¨ °®§¢'¿§ª¨ ¥°Æ¢®±²Æ (4.12)

³ ¢¨¯ ¤ª³, ª®«¨ �� 2 < 0 Æ �� � 2 < 0.
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s
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s
s s s
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�¨±. 4.16.

�²¦¥, Æ±³Ä «¨¸¥ 5 ²¨¯Æ¢ ¯° ¢¨«¼¨µ £° ´Æ¢, ¤«¿ ¿ª¨µ � � 3 Æ �� � 3.

�Æ ¯° ¢¨«¼Æ £° ´¨ §®¡° ¦¥Æ   °¨±. 4.16.

Ǳ° ¢¨«¼Æ £° ´¨ § °¨±. 4.16 | ¶¥ £° ´¨ ¯° ¢¨«¼¨µ ¬®£®£° ¨ªÆ¢.

Ǳ° ¢¨«¼¨¬ ¬®£®£° ¨ª®¬  §¨¢ ¾²¼ ¬®£®£° ¨ª, ¿ª¨© ¬ Ä °Æ¢Æ

°¥¡° , ª³²¨ ¬Æ¦ ¨¬¨,   ² ª®¦ ®¤ ª®¢Æ £° Æ.
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Ǳ° ¢¨«¼Æ ¬®£®£° ¨ª¨ ¢¯¥°¸¥ ±¨±²¥¬ ²¨·® ¢¨¢· «¨ ³ 13 ª¨§Æ

À� · «Á �¢ª«Æ¤ , ¯®²Æ¬ Èµ ¤®±«Æ¤¦³¢ ¢ Ǳ« ²® (²®¬³ Èµ ¹¥  §¨¢ ¾²¼

¯« ²®®¢¨¬¨ ²Æ« ¬¨). � ¤ ¢¨³ ²  ±¥°¥¤Æ ¢Æª¨ ¯° ¢¨«¼Æ ¬®£®£° -

¨ª¨ ¢¢ ¦ «¨ ±¨¬¢®« ¬¨ £ °¬®ÆÈ ¢±¥±¢Æ²³.

4.2. �®¤¨

Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® ¬¨ ¯¥°¥¤ Ä¬® Æ´®°¬ ¶Æ¾, ¢¨ª®°¨±²®¢³¾·¨ ¤¥¿ª¨© ª -

 « §¢'¿§ª³ ( ¯°¨ª« ¤, ²¥«¥´®³ «ÆÆ¾). � ¯°®¶¥±Æ ¯¥°¥¤ ·Æ Æ´®°¬ -

¶Æ¿ ¬®¦¥ ±¯®²¢®°¾¢ ²¨±¿, ²®¬³ ¢¨¨ª Ä § ¤ ·  °®§°®¡«¥¿ ¯°¨©®¬Æ¢,

¿ªÆ ¤ «¨ ¡ §¬®£³  ¡® §°®¡¨²¨ ² ªÆ ±¯®²¢®°¥¿ ¥¬®¦«¨¢¨¬¨  ¡® §¢¥±²¨

¬®¦«¨¢Æ ±¯®²¢®°¥¿ ¤® ¬ÆÆ¬³¬³. �³²¼ ² ª¨µ ¯°¨©®¬Æ¢ ¯®«¿£ Ä ¢ ²®-

¬³, ¹® ¯¥°¥¤ ¢Æ¤±¨« ¿¬ Æ´®°¬ ¶ÆÈ ¤® ª  «³ §¢'¿§ª³ ÈÈ § ª®¤®¢³¾²¼,

  ¯Æ±«¿ ¯°®µ®¤¦¥¿ Æ´®°¬ ¶ÆÈ ·¥°¥§ ª  « §¢'¿§ª³ °®§ª®¤®¢³¾²¼.

� £ «¼  ±µ¥¬  ¯°®¶¥±³ ¯¥°¥¤ ·Æ ²  ¯°¨©®¬³ Æ´®°¬ ¶ÆÈ ¬ Ä ² ª¨©

¢¨£«¿¤:

�³¬¨

#
Ǳ®¢Æ¤®¬«¥¿ ! �®¤³¢ ¿ ! �  « !

! �¥ª®¤³¢ ¿ ! Ǳ®¢Æ¤®¬«¥¿

�¢ ¦ ²¨¬¥¬®, ¹® Æ´®°¬ ¶Æ¿, ¿ª³ ¬¨ ¯¥°¥¤ Ä¬®, ±ª« ¤ Ä²¼±¿ §Æ ±«Æ¢,

¿ªÆ Ä ¢¯®°¿¤ª®¢ ¨¬¨ ¯®±«Æ¤®¢®±²¿¬¨ § ³«Æ¢ ²  ®¤¨¨¶¼ (¡Æ²Æ¢). � ©-

¯°®±²Æ¸¨© ¯°¨©®¬, ¿ª¨© ¤ Ä §¬®£³ §¬¥¸³¢ ²¨ ©¬®¢Æ°Æ±²¼ ®¤¥°¦ ¿

¥¯° ¢¨«¼®È Æ´®°¬ ¶ÆÈ   ¢¨µ®¤Æ § ª  «³ §¢'¿§ª³, ¶¥ ¯®¢²®°¥¿ ¤¥-

ªÆ«¼ª  ° §Æ¢ ±¨¬¢®«Æ¢, ¿ªÆ ¯¥°¥¤ ¾²¼±¿.

� ¯°¨ª« ¤, ¿ª¹® µ®·¥¬® ¯¥°¥¤ ²¨ ±«®¢® 00101, ²® ¯®¢²®°¾¾·¨ ª®-

¦¥ ±¨¬¢®« ²°¨·Æ, ª®¤³Ä¬® ©®£® ³ ±«®¢® 000000111000111, ¿ª¥ © ¢Æ¤¯° ¢-

«¿Ä¬® ³ ª  « §¢'¿§ª³. Ǳ°¨¯³±²¨¬®,   ¢¨µ®¤Æ § ª  «³ §¢'¿§ª³ ¬¨ ®¤¥°-

¦ «¨ 010000110000111. �®§¡¨¢ Ä¬® ®¤¥°¦ ¥ ±«®¢®   £°³¯¨ ¯® ²°¨

±¨¬¢®«¨: 010 000 110 000 111. � «Æ ª®¦³ £°³¯³ ±¨¬¢®«Æ¢ § ¬Æ¾Ä¬®

²¨¬ ±¨¬¢®«®¬, ¿ª¨©  ©· ±²Æ¸¥ ³ ¶Æ© £°³¯Æ ²° ¯«¿Ä²¼±¿. �¤¥°¦³Ä¬®

¯®· ²ª®¢¥ ±«®¢® 00101.
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� ªÆ ¬¥²®¤¨ ª®¤³¢ ¿  §¨¢ ¾²¼ ª®¤ ¬¨ § ¯®¢²®°¥¿¬¨. � ³¢ -

¦¨¬®, ¹® ª®¤¨ § ¯®¢²®°¥¿¬¨ ¤³¦¥ ¥¥ª®®¬Æ. �  ¬®¦«¨¢Æ±²¼ §¬¥¸³-

¢ ²¨ ©¬®¢Æ°Æ±²¼ ¢¨¨ª¥¿ ¯®¬¨«®ª ¯°¨ ¯¥°¥¤ ·Æ ¤®¢®¤¨²¼±¿ ¯« ²¨-

²¨ §¡Æ«¼¸¥¿¬ ³ ¤¥ªÆ«¼ª  ° §Æ¢ (³ °®§£«¿³²®¬³ ¢¨¯ ¤ª³ ¢²°¨·Æ) · ±³,

¯°®²¿£®¬ ¿ª®£® ¯¥°¥¤ Ä²¼±¿ Æ´®°¬ ¶Æ¿.

�ª®®¬Æ¸¨© § ¶¼®£® ¯®£«¿¤³ ª« ± ª®¤Æ¢ ±² ®¢«¿²¼ ² ª §¢ Æ ª®¤¨

§ ¯¥°¥¢Æ°ª®¾   ¯ °Æ±²¼. � ©¯°®±²Æ¸¨© ª®¤ § ¯¥°¥¢Æ°ª®¾   ¯ °Æ±²¼

¯®«¿£ Ä ¢ ²®¬³, ¹® ¬¨ ¤®¯¨±³Ä¬® ¤® ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ § ³«Æ¢ ²  ®¤¨¨¶¼,

¿ª³ §¡¨° Ä¬®±¿ ¯°®¯³±²¨²¨ ·¥°¥§ ª  « §¢'¿§ª³, ¹¥ ®¤¨ ±¨¬¢®« (0  ¡®

1) ² ª, ¹®¡ § £ «¼  ªÆ«¼ªÆ±²¼ ®¤¨¨¶¼ ±² «  ¯ °®¾. � ¯°¨ª« ¤, ¤®

±«®¢  00101 ¤®¯¨±³Ä¬® 0,   ¤® ±«®¢  10101 ¤®¯¨±³Ä¬® 1. �¤¥°¦³Ä¬® ¤®¢-

¸Æ ±«®¢  001010 ²  101011, ¿ªÆ © ¯¥°¥¤ Ä¬®. �  ¢¨µ®¤Æ § ª  «³ §¢'¿§ª³

±¯®· ²ª³ ¯Æ¤° µ®¢³¾²¼ ¯ °Æ±²¼ ªÆ«¼ª®±²Æ ¢µ®¤¦¥¼ ®¤¨¨¶¼ ¢ ®¤¥°¦ -

®¬³ ±«®¢Æ. �ª¹® ¶¿ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¯ ° , ²® °®¡«¿²¼ ¢¨±®¢®ª, ¹® ¯®¬¨«ª¨

¯°¨ ¯¥°¥¤ ·Æ ¥ §'¿¢¨«¨±¿,   ¯°®¶¥± ¤¥ª®¤³¢ ¿ ¯®«¿£ Ä ¯°®±²® ³ § ª°¥-

±«¥Æ ®±² ¼®£® ±¨¬¢®«³ ¢ ®¤¥°¦ ®¬³ ±«®¢Æ. �ª¹® ¦ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ®¤¨-

¨¶¼ ¢ ®¤¥°¦ ®¬³ ±«®¢Æ ¢¨¿¢¨« ±¼ ¥¯ °®¾, ²® ¬®¦  «¨¸¥ §°®¡¨²¨

¢¨±®¢®ª, ¹® ¯°¨ ¯¥°¥¤ ·Æ §'¿¢¨«¨±¿ ¯®¬¨«ª¨,  «¥ ¥ ¬®¦  ¢Æ¤®¢¨²¨

¯¥°¥¤ ¥ ±«®¢®. � ¦³²¼, ¹® ² ª¨© ª®¤ ¢¨¿¢«¿Ä ¯®¬¨«ª¨, ²®¤Æ ¿ª °®§-

£«¿³²¨© ¢¨¹¥ ª®¤ § ¯®¢²®°¥¿¬¨ ¥ «¨¸¥ Èµ ¢¨¿¢«¿Ä,   © ¢¨¯° ¢«¿Ä.

�®§£«¿³²Æ ¤¢  ¯°¨ª« ¤¨ ª®¤Æ¢ ¤³¦¥ ¥«¥¬¥² °Æ, ²®¬³ ª®¦¥ § ¨µ

¬ Ä ±¥°©®§Æ ¥¤®«Æª¨. Ǳ°¥¤¬¥² ²¥®°ÆÈ ª®¤³¢ ¿ ¯®«¿£ Ä ³ ±²¢®°¥Æ

¤®±ª® «Æ¸¨µ ª®¤Æ¢, ¿ªÆ ¡ ¯®Ä¤³¢ «¨ ¯¥°¥¢ £¨ Æ ¥ ¬ «¨ ¥¤®«ÆªÆ¢ ¹®©®

°®§£«¿³²¨µ ª®¤Æ¢. � ·®¾ ¬Æ°®¾ ¯®¡³¤®¢  ² ª¨µ ª®¤Æ¢ £�°³²³Ä²¼±¿
  ¯®Ä¤ Æ ¤¢®µ ®±®¢¨µ ¯°¨©®¬Æ¢: ¯®¢²®°¥¿ ±¨¬¢®«Æ¢ ²  ¯¥°¥¢Æ°ª¨

  ¯ °Æ±²¼.

�¨ ®§ ©®¬¨¬®±¿ § ¢ ¦«¨¢¨¬ ª« ±®¬ ª®¤Æ¢ ² ª §¢ ¨¬¨ «ÆÆ©¨¬¨

ª®¤ ¬¨. �«¿ «ÆÆ©¨µ ª®¤Æ¢ ª®¤®¢¨¬¨ ±«®¢ ¬¨ Ä ¥«¥¬¥²¨ ±ªÆ·¥®¢¨-

¬Æ°¨µ «ÆÆ©¨µ ¯°®±²®°Æ¢  ¤ ±ªÆ·¥¨¬ ¯®«¥¬. �®¬³ ¬¨ ¯®·¥¬® §

®±®¢¨µ ´ ª²Æ¢ ¯°® ±ªÆ·¥Æ ¯®«¿.

4.2.1. �ªÆ·¥Æ ¯®«¿

�¥µ © p | ¯°®±²¥ ·¨±«®. Ǳ®§ ·¨¬® ·¥°¥§ Fp ´ ª²®°ªÆ«¼¶¥ Z=pZ.

�¢¥°¤¦¥¿ 4.4. Fp | ¯®«¥, ¿ª¥ ¬ Ä p ¥«¥¬¥²Æ¢.

�®¢¥¤¥¿. �®±² ²¼® ¤®¢¥±²¨, ¹® ª®¦¨© ¥³«¼®¢¨© ¥«¥¬¥² �a 2 Fp
¬ Ä ®¡¥°¥¨© ¹®¤® ¬®¦¥¿. �ª¹® �0 6= �a 2 Fp , ²® p j6 a, ²®¬³ p
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Æ a ¢§ Ä¬® ¯°®±²Æ. � ²¢¥°¤¦¥¿ 3.19 ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® Æ±³¾²¼ u; v 2 Z,
¤«¿ ¿ª¨µ ua + pv = 1. (� ©²¨ ² ªÆ u; v 2 Z¬®¦  ¢¨ª®°¨±²®¢³¾·¨

 «£®°¨²¬ �¢ª«Æ¤   ¡® °®§¸¨°¥¨©  «£®°¨²¬ �¢ª«Æ¤ .) �¢Æ¤±¨, ¯¥°¥µ®-

¤¿·¨ ¤® ª« ±Æ¢ «¨¸ªÆ¢, ®¤¥°¦³Ä¬® °Æ¢Æ±²¼ ua+ pv = �1 ³ ªÆ«¼¶Æ Fp , ¿ª³

¬®¦¥¬® § ¯¨± ²¨ ³ ¢¨£«¿¤Æ �u�a+ �p�v = �1, ²®¡²® �u�a = �1, ¡® �p�v = �0.

�¢¥°¤¦¥¿ 4.5, ³ ¤®¢¥¤¥Æ ¿ª®£® ¬ ©¦¥ ¤®±«Æ¢® ¯®¢²®°¾¾²¼±¿

¬Æ°ª³¢ ¿ § ¤®¢¥¤¥¿ ¯®¯¥°¥¤¼®£® ²¢¥°¤¦¥¿, ¤ Ä ¬¥²®¤ ¯®¡³¤®¢¨

¯®«Æ¢ §  ¤®¯®¬®£®¾ ¯®«Æ®¬Æ¢.

�¢¥°¤¦¥¿ 4.5. �¥µ © K | ¤®¢Æ«¼¥ ¯®«¥, K[X ]| ªÆ«¼¶¥ ¯®«Æ®¬Æ¢

§ ª®¥´Æ¶ÆÄ² ¬¨ § ¯®«¿ K. p(X) 2 K[X ] | ¥§¢Æ¤¨© ¯®«Æ®¬, (p(X))

| £®«®¢¨© Æ¤¥ «, ¯®°®¤¦¥¨© ¯®«Æ®¬®¬ p(X). �®¤Æ ´ ª²®°ªÆ«¼¶¥

K[X ]=(p(X)) Ä ¯®«¥¬.

�®¢¥¤¥¿. �®±² ²¼® ¤®¢¥±²¨, ¹® ª®¦¨© ¥³«¼®¢¨© ¥«¥¬¥² a(X) 2
K[X ]=(p(X)) ¬ Ä ®¡¥°¥¨© ¹®¤® ¬®¦¥¿. �ª¹® 0 6= a(X), ²®

p(X) j6 a(X), ²®¬³ p(X) Æ a(X) ¢§ Ä¬® ¯°®±²Æ. �  ±«Æ¤ª³ ¤®  «£®-

°¨²¬³ �¢ª«Æ¤  § µ®¤¦¥¿  ©¡Æ«¼¸®£® ±¯Æ«¼®£® ¤Æ«¼¨ª  ¢¨¯«¨¢ Ä,

¹® Æ±³¾²¼ u(X); v(X) 2 K[X ], ¤«¿ ¿ª¨µ u(X)a(X) + p(X)v(X) = 1.

�¢Æ¤±¨, ¯¥°¥µ®¤¿·¨ ¤® ±³¬Æ¦¨µ ª« ±Æ¢ §  mod p(X), ®¤¥°¦³Ä¬® °Æ¢-

Æ±²¼ u(X)a(X) + p(X)v(X) = 1 ³ ªÆ«¼¶Æ K[X ]=(p(X)), ¿ª³ ¬®¦¥¬® § -

¯¨± ²¨ ³ ¢¨£«¿¤Æ u(X)a(X) + p(X)v(X) = 1, ²®¡²® u(X)a(X) = 1, ¡®

p(X)v(X) = 0.

Ǳ°¨ª« ¤¨

1. �®§£«¿¥¬® ¯®«¥ § ¤¢®µ ¥«¥¬¥²Æ¢ F2 =Z=2Z= f0; 1g Æ ¯®«Æ®¬ p(X) = X
2+X+1 2

F2[X]. Ǳ¥°¥¢Æ°¿Ä¬®, ¹® 0 Æ 1 ¥ Ä ª®°¥¿¬¨ ¯®«Æ®¬  p(X), ²®¬³ ¶¥© ¯®«Æ®¬
¥§¢Æ¤¨©. �²¦¥, ´ ª²®°ªÆ«¼¶¥ F2[X]=(p(X)) Ä ¯®«¥¬. � Ä¬®

F2[X]=(p(X)) = fa(X) j a(X) 2 F2[X]g=

fd(X)p(X) + a0 + a1X j d(X) 2 F2 [X]g= fa0 + a1X j a0; a1 2 F2g = f�0; �1; �X;
�1 + �

Xg:
Ǳ®§ ·¨¬® �

X = �. �¨ § ©¸«¨ ¯®«¥ § ·®²¨°¼®µ ¥«¥¬¥²Æ¢ 0; 1; �;�2.

2. �®¢³ °®§£«¿¥¬® ¯®«¥ F2 =Z=2Z= f0; 1g Æ ¯®«Æ®¬ p(X) = X
3 +X + 1 2 F2[X].

Ǳ¥°¥¢Æ°¿Ä¬®, ¹® 0 Æ 1 ¥ Ä ª®°¥¿¬¨ ¯®«Æ®¬  p(X), ²®¬³ ¶¥© ¯®«Æ®¬ ¥§¢Æ¤¨©.

�²®¦, ´ ª²®°ªÆ«¼¶¥ F2[X]=(p(X)) Ä ¯®«¥¬.

F2[X]=(p(X)) = fa0 + a1X + a2X
2 j a0; a1; a2 2 F2g =

= f0; 1; �; 1 + �;�

2
; 1 + �

2
; �+ �

2
; 1 + �+ �

2g
| ¯®«¥ § ¢®±¼¬¨ ¥«¥¬¥²Æ¢.
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�¥®°¥¬  4.10. 1. �®¦¥ ±ªÆ·¥¥ ¯®«¥ F ¬Æ±²¨²¼ ¯Æ¤¯®«¥, Æ§®¬®°´-

¥ ¯®«¾ Z=pZ¤«¿ ¤¥¿ª®£® ¯°®±²®£® ·¨±«  p.

2. �®¦¥ ±ªÆ·¥¥ ¯®«¥ F ¬Æ±²¨²¼ pn ¥«¥¬¥²Æ¢, ¤¥ p | ¤¥¿ª¥

¯°®±²¥ ·¨±«®, n � 1.

�®¢¥¤¥¿. 1. � ª®¦®¬³ ¯®«Æ Æ±³Ä ¥©²° «¼¨© ¥«¥¬¥² ¹®¤®

¬®¦¥¿ | 1. �®§£«¿¥¬® ¥«¥¬¥²¨ 1; 1 + 1 = 2 � 1; : : : ; 1 + � � �+ 1 =

n � 1; : : : 2 F. �±ªÆ«¼ª¨ F ±ªÆ·¥¥ ¯®«¥, ²® ¶Æ ¥«¥¬¥²¨ ¥ ¬®¦³²¼ ¡³-

²¨ ¢±Æ °Æ§¨¬¨. �®¬³ Æ±³¾²¼ m;n 2 N, ¤«¿ ¿ª¨µ m � 1 = n � 1. �¥µ ©

m > n, ²®¤Æ (m � n) � 1 = 0, ²®¡²® Æ±³¾²¼ ¤®¤ ²Æ  ²³° «¼Æ ·¨±« 

k § ¢« ±²¨¢Æ±²¾ k � 1 = 0. �¥µ © p |  ©¬¥¸¥ ² ª¥ ·¨±«®. �®¢¥¤¥¬®,

¹® p ¯°®±²¥ ·¨±«®. �ª¡¨ p = p1p2, ¤¥ 1 < p1; p2 < p, ²® ¬¨ ¬ «¨ ¡

0 = (p1p2) � 1 = (p1 � 1)(p2 � 1). Ǳ®§ ¿ª ³ ¯®«Æ ¥¬ Ä ¤Æ«¼¨ªÆ¢ ³«¿, ²®

§¢Æ¤±¨ ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® (p1 � 1) = 0  ¡® (p2 � 1) = 0,   ¶¥ ±³¯¥°¥·¨²¼ ¢¨¡®°³

p. �®¬³ p ¯°®±²¥ ·¨±«® Æ F �=Z=pZ.
2. �  ¤®¢¥¤¥¨¬ F ¬Æ±²¨²¼ ¯®«¥ Fp § p ¥«¥¬¥²Æ¢, ¤«¿ ¤¥¿ª®£® ¯°®±²®-

£® ·¨±«  p. �ªÆ·¥¥ ¯®«¥ F Ä ±ªÆ·¥®¢¨¬Æ°¨¬ «ÆÆ©¨¬ ¯°®±²®°®¬

 ¤ ¯®«¥¬ Fp. �ª¹® �1; : : : ; �n { ¡ §  ¶¼®£® ¯°®±²®°³, ²® F = fa1�1 +
� � �+ an�n j ai 2 Fpg. �¢Æ¤±¨ ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® F ¬ Ä pn ¥«¥¬¥²Æ¢.

� «Æ ¬¨ § ¢¦¤¨ ¯®§ · ²¨¬¥¬® ±ªÆ·¥¥ ¯®«¥ § q ¥«¥¬¥²Æ¢ ·¥°¥§

Fq . �Æ ¹®©® ¤®¢¥¤¥®È ²¥®°¥¬¨ ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® q Ä ±²¥¯¥¥¬ ¯°®±²®£®

·¨±« .

�¥¯¥° ¤®¢¥¤¥¬® ² ª¨© ¢ ¦«¨¢¨© °¥§³«¼² ².

�¥®°¥¬  4.11. �³«¼²¨¯«Æª ²¨¢  £°³¯  F�q ±ªÆ·¥®£® ¯®«¿ Fq ¶¨ª-

«Æ· .

�®¢¥¤¥¿. �°³¯  F�q ¬ Ä ¯®°¿¤®ª q� 1. �®§ª« ¤¥¬® q� 1 ³ ¤®¡³²®ª
¯°®±²¨µ ·¨±¥«

q � 1 = p
k1
1 � � �pkmm :

�®§£«¿¥¬® ¯®«Æ®¬

X
q�1 � 1 2 Fq [X ]: (4.13)

�±ªÆ«¼ª¨ ¯®°¿¤®ª ¥«¥¬¥²  ¡³¤¼-¿ª®È ±ªÆ·¥®È £°³¯¨ ¤Æ«¨²¼ ¯®°¿¤®ª

£°³¯¨ (§   ±«Æ¤ª®¬ § ²¥®°¥¬¨ � £° ¦  ¯°® ±ªÆ·¥Æ £°³¯¨), ²® ¢±Æ

¥«¥¬¥²¨ £°³¯¨ F�q Ä ª®°¥¿¬¨ ¯®«Æ®¬  (4.13). � Æ¸®£® ¡®ª³, ¯®§ ¿ª
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ªÆ«¼ªÆ±²¼ ª®°¥Æ¢ ¯®«Æ®¬  § ª®¥´Æ¶ÆÄ² ¬¨ § ¯®«¿ ¥ ¬®¦¥ ¯¥°¥¢¨¹³¢ -

²¨ ±²¥¯Æ¼ ¯®«Æ®¬ , ²® ª®°¥¿¬¨ ¯®«Æ®¬  (4.13) Ä ¢±Æ ¥«¥¬¥²¨ £°³¯¨

F�q Æ «¨¸¥ ¢®¨.
�®§£«¿¥¬® ¹¥ ¯®«Æ®¬¨

X

q�1
pi � 1 2 Fq [X ]; 1 � i � m: (4.14)

�®¦¥ § ¯®«Æ®¬Æ¢ (4.14) ¬ Ä ¥ ¡Æ«¼¸¥ Æ¦ q�1
pi

< q�1 ª®°¥Æ¢. �®¬³ ¤«¿
ª®¦®£® i; 1 � i � m Æ±³Ä ª®°Æ¼ bi ¯®«Æ®¬  (4.13), ¿ª¨© ¥ Ä ª®°¥¥¬

¯®«Æ®¬  (4.14). �®§£«¿¥¬® ¥«¥¬¥²¨

ai = b

p
k1
1 ���pki�1

i�1 p
ki+1

i+1
���pkmm

i ; 1 � i � m:
� ©¤¥¬® ¯®°¿¤ª¨ o(ai) ¥«¥¬¥²Æ¢ ai. Ǳ®§ ¿ª

a

p
ki

i

i = b

p
k1
1 ���pkmm
i = b

q�1
i = 1;

²® o(ai) j pkii . �ª¹® ¬¨ ¯¥°¥¢Æ°¨¬®, ¹® a
p
ki�1
i

i 6= 1, ²® §¢Æ¤±¨ ¢¨¯«¨¢ ²¨¬¥,

¹® o(ai) = p
ki
i . � Ä¬®

a

p
ki�1
i

i = b

p
k1
1
���pki�1

i�1 p
ki�1
i

p
ki+1

i+1

i = b

q�1
pi

i 6= 1

§  ¢¨¡®°®¬ ¥«¥¬¥²Æ¢ bi.

�¨ ¤®¢¥«¨, ¹® ¯®°¿¤®ª ¥«¥¬¥²  ai ¤®°Æ¢¾Ä p
ki
i . �±ªÆ«¼ª¨ ·¨±«  p

ki
i

Ä ¯®¯ °® ¢§ Ä¬® ¯°®±²¨¬¨, ²® ¯®°¿¤®ª ¤®¡³²ª³ a = a1 � � �am ¤®°Æ¢¾Ä

¤®¡³²ª³ ¯®°¿¤ªÆ¢ ¥«¥¬¥²Æ¢ ai, ²®¡²® ¤®°Æ¢¾Ä p
k1
1 � � �pkmm = q�1. �²¦¥,

¬¨ § ©¸«¨ ³ £°³¯Æ F�q ¥«¥¬¥² a, ¯®°¿¤®ª ¿ª®£® ¤®°Æ¢¾Ä ¯®°¿¤ª³ £°³¯¨
F�q . �¢Æ¤±¨ ¢¨¯«¨¢ Ä ¶¨ª«Æ·Æ±²¼ £°³¯¨ F�q .

� ³¢ ¦¥¿ 4.1. �Æ°ª³¢ ¿, ¢¨ª®°¨±² Æ ³ ¤®¢¥¤¥Æ ²¥®°¥¬¨, ¤ -

¾²¼ §¬®£³ ¤®¢¥±²¨ § £ «¼Æ¸¨© °¥§³«¼² ²: ª®¦  ±ªÆ·¥  ¯Æ¤£°³¯ 

¬³«¼²¨¯«Æª ²¨¢®È £°³¯¨ ¡³¤¼-¿ª®£® ¯®«¿ Ä ¶¨ª«Æ·®¾ £°³¯®¾.

4.2.2. �ÆÆ©Æ ª®¤¨

�§ ·¥¿ 4.15. �¥µ © Fq | ±ªÆ·¥¥ ¯®«¥. L = Fnq | n-¢¨¬Æ°¨©

«ÆÆ©¨© ¯°®±²Æ°  ¤ ¯®«¥¬ Fq , C | k-¢¨¬Æ°¨© ¯Æ¤¯°®±²Æ° ¯°®±²®°³

L. ǱÆ¤¯°®±²Æ° L  §¨¢ ¾²¼ «ÆÆ©¨¬ (n; k)-ª®¤®¬. �ª¹® q = 2, ²® ª®¤

 §¨¢ ¾²¼ ¡Æ °¨¬.
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Ǳ°¨ª« ¤¨

1. �®§£«¿¥¬® ¹¥ ° § ª®¤ § ¯®¢²®°¥¿¬¨, ¢¢¥¤¥¨©   ¯®· ²ª³ ¶¼®£® ¯ ° £° ´ .

�¥²®¤ ª®¤³¢ ¿ ²³² ¯®«¿£ Ä ³ ²®¬³, ¹® § ª®¤®¢ Æ ±«®¢  Ä ¥«¥¬¥² ¬¨, ¿ªÆ «¥¦ ²¼

¢ ®¡° §Æ («ÆÆ©®£®) ¢Æ¤®¡° ¦¥¿

' : F52 ! F
15
2 ; a1a2a3a4a5 7! a1a1a1a2a2a2a3a3a4a4a4a5a5a5:

�³² § ª®¤®¢ Æ ±«®¢  ³²¢®°¾¾²¼ 5-¢¨¬Æ°¨© ¯Æ¤¯°®±²Æ° ¯°®±²®°³ F152 , ²®¬³ ¶¥ «Æ-
Æ©¨© (15; 5)-ª®¤.

�¥© ª®¤ ¬®¦  ®¯¨± ²¨ ¢ Æ¸¨© ±¯®±Æ¡: ¿ª ¬®¦¨³ °®§¢'¿§ªÆ¢ ±¨±²¥¬¨ «ÆÆ©¨µ

°Æ¢¿¼

x1 = x2 = x3; x4 = x5 = x6; x7 = x8 = x9; x10 = x11 = x12; x13 = x14 = x15:

2. �¥¯¥° °®§£«¿¥¬® ¡Æ °¨© (n;n � 1)-ª®¤ § ¯¥°¥¢Æ°ª®¾   ¯ °Æ±²¼. �¥ n � 1-
¢¨¬Æ°¨© ¯Æ¤¯°®±²Æ° n-¢¨¬Æ°®£® ¯°®±²®°³ Fn2 , ¥«¥¬¥²¨ ¿ª®£® Ä °®§¢'¿§ª ¬¨ °Æ¢-

¿¿

x1 + x2 + � � �+ xn = 0

§ ª®¥´Æ¶ÆÄ² ¬¨ § ¯®«¿ F2. � ±²ª®¢¨© ¢¨¯ ¤®ª ² ª®£® ª®¤³ (¤«¿ n = 6) °®§£«¿¤ «¨

  ¯®· ²ª³ ¶¼®£® ¯ ° £° ´ .

3. � £ «¼Æ¸¥, ¿ª¹® ¬¨ ¬ Ä¬® ®¤®°Æ¤³ ±¨±²¥¬³ «ÆÆ©¨µ °Æ¢¿¼ ¢Æ¤ n ¥¢Æ¤®¬¨µ

§ ª®¥´Æ¶ÆÄ² ¬¨ §Æ ±ªÆ·¥®£® ¯®«¿ Fq , Æ ° £ ¬ ²°¨¶Æ ¶ÆÄÈ ±¨±²¥¬¨ ¤®°Æ¢¾Ä r,

²® °®§¢'¿§ª¨ ±¨±²¥¬¨ ³²¢®°¾¾²¼ n � r-¢¨¬Æ°¨© ¯Æ¤¯°®±²Æ° ¯°®±²®°³ Fnq , ®²¦¥,

«ÆÆ©¨© (n;n � r)-ª®¤, ¿ª¨© ²¥¦  §¨¢ ¾²¼ ª®¤®¬ § ¯¥°¥¢Æ°ª®¾   ¯ °Æ±²¼.

4. �®§£«¿¥¬® ®¤¨ · ±²ª®¢¨© ¢¨¯ ¤®ª ª®¤³ § ¯¥°¥¢Æ°ª®¾   ¯ °Æ±²¼. �¥µ © ¬ Ä¬®

«ÆÆ©¥ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ ' : F32 ! F72,

'(a1; a2; a3) = (a1; a2; a3; a1 + a3; a2 + a3; a1 + a2; a1 + a2 + a3):

�¡° § «ÆÆ©®£® ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ ' Ä ¡Æ °¨¬ «ÆÆ©¨¬ (7; 3)-ª®¤®¬. �¥© ª®¤ ¬®¦ 

°®§£«¿¤ ²¨ ¿ª § £ «¼¨© °®§¢'¿§®ª ®¤®°Æ¤®È ±¨±²¥¬¨ «ÆÆ©¨µ °Æ¢¿¼8>><
>>:

x1 + x3 + x4 = 0;

x2 + x3 + x5 = 0;

x2 + x3 + x6 = 0;
x1 + x2 + x3 + x7 = 0

§ ¬ ²°¨¶¥¾

H =

0
BB@
1 0 1 1 0 0 0

0 1 1 0 1 0 0

0 1 1 0 0 1 0

1 1 1 0 0 0 1

1
CCA :

� Æ¸®£® ¡®ª³, ¢Æ¤®¡° ¦¥¾ ' ¬®¦  ¯®±² ¢¨²¨ ³ ¢Æ¤¯®¢Æ¤Æ±²¼ 3 � 7-¬ ²°¨¶¾
G, °¿¤ª ¬¨ ¿ª®È Ä ®¡° §¨ ®¤¨¨·¨µ ¢¥ª²®°Æ¢ ¯°®±²®°³ F32

G =

0
@1 0 0 1 0 1 1

0 1 0 0 1 1 1
0 0 1 1 1 0 1

1
A
:
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�®¦®¬³ «ÆÆ©®¬³ (n; k)-ª®¤³ ±² ¢«¿²¼ ³ ¢Æ¤¯®¢Æ¤Æ±²¼ ¤¢Æ ¬ ²°¨¶Æ

G Æ H ² ª ¿ª ¶¥ ¡³«® §°®¡«¥® ³ ¯®¯¥°¥¤¼®¬³ ¯°¨ª« ¤Æ.

�§ ·¥¿ 4.16. �¥µ © C | «ÆÆ©¨© (n; k)-ª®¤ (²®¡²® k-¢¨¬Æ°¨©

¯Æ¤¯°®±²Æ° n-¢¨¬Æ°®£® «ÆÆ©®£® ¯°®±²®°³ Fnq  ¤ ±ªÆ·¥¨¬ ¯®«¥¬

Fq .) �¥µ © �e1; : : : ; �ek | ¡ §  ¯Æ¤¯°®±²®°³ C. � ²°¨¶¿ G 2 Mk;n(Fq),

°¿¤ª ¬¨ ¿ª®È Ä ¢¥ª²®°¨ �e1; : : : ; �ek,  §¨¢ Ä²¼±¿ ¯®°®¤¦³¾·®¾ ¬ ²°¨-

¶¥¾ ª®¤³ C.

�¥µ © G | ¯®°®¤¦³¾·  ¬ ²°¨¶¿ ª®¤³ C, ¥µ © �x = (x1; : : : ; xn)
t

(¢¥°µÆ© Æ¤¥ª± t ²³² Æ ¤ «Æ ®§ · Ä ²° ±¯®³¢ ¿) | ±²®¢¯·¨ª ¥-

¢Æ¤®¬¨µ. �®§£«¿¥¬® ±¨±²¥¬³ «ÆÆ©¨µ °Æ¢¿¼

G�xt = �0t: (4.15)

�¨±²¥¬  (4.15) ¬ Ä ° £ k, ²®¬³ ÈÈ ´³¤ ¬¥² «¼  ±¨±²¥¬  °®§¢'¿§ªÆ¢

±ª« ¤ Ä²¼±¿ § n�k °®§¢'¿§ªÆ¢. � ²°¨¶¿ H 2Mn�k;n(Fq), °¿¤ª ¬¨ ¿ª®È

Ä ´³¤ ¬¥² «¼Æ °®§¢'¿§ª¨ ±¨±²¥¬¨ (4.15),  §¨¢ Ä²¼±¿ ª®²°®«¼®¾

¬ ²°¨¶¥¾ ª®¤³ C.

� ³¢ ¦¨¬®, ¹® ¬ ²°¨¶Æ G Æ H ¢¨§ · ¾²¼±¿ ª®¤®¬ C ¥®¤®§ ·®.

Ǳ°¨ª« ¤¨

1. Ǳ®°®¤¦³¾·®¾ ¬ ²°¨¶¥¾ ª®¤³ § ¯®¢²®°¥¿¬¨

' : F
3
2 ! F

9
2; a1a2a3 7! a1a1a1a2a2a2a3a3a3

Ä 3� 9-¬ ²°¨¶¿

G =

0
@1 1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1

1
A
:

�®²°®«¼®¾ ¬ ²°¨¶¥¾ H ¶¼®£® ª®¤³ Ä ¬ ²°¨¶¿ ±¨±²¥¬¨ «ÆÆ©¨µ °Æ¢¿¼

x1 = x2 = x3; x4 = x5 = x6; x7 = x8 = x9; ;

G =

0
BBBBBB@

1 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 0 1 0 1

1
CCCCCCA
:

2. �¥µ © C | «ÆÆ©¨© (n;n � 1)-ª®¤ § ¯¥°¥¢Æ°ª®¾   ¯ °Æ±²¼. �®£® ¥«¥¬¥²¨ Ä

°®§¢'¿§ª ¬¨ °Æ¢¿¿ x1 + x2 + � � �+ xn = 0. �®²°®«¼  ¬ ²°¨¶¿ ¶¼®£® ª®¤³ |

¬ ²°¨¶¿ H = (1 1 : : : 1), a (n� 1)� n-¬ ²°¨¶¿

G =

0
BB@

1 0 0 � � � 0 1

0 1 0 � � � 0 1

� � � � � � � � � � � � � � � 1
0 0 0 � � � 1 1

1
CCA
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| ¯®°®¤¦³¾·  ¬ ²°¨¶¿ ¶¼®£® ª®¤³.

3. � ²°¨¶Æ

H =

0
BB@
1 0 1 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0

0 1 1 0 0 1 0

1 1 1 0 0 0 1

1
CCA ²  G =

0
@1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 0 1 1 1

0 0 1 1 1 0 1

1
A

Ä, ¢Æ¤¯®¢Æ¤®, ª®²°®«¼®¾ ²  ¯®°®¤¦³¾·®¾ ¬ ²°¨¶¥¾ «ÆÆ©®£® (7; 3)-ª®¤³ § ¯°¨ª-
« ¤³ 4 ³ ¯®¯¥°¥¤¼®¬³ ¯ ° £° ´Æ.

� ®§ ·¥¿ ª®²°®«¼®È ²  ¯®°®¤¦³¾·®È ¬ ²°¨¶¼ ¢¨¯«¨¢ ¾²¼ ² ªÆ

¢« ±²¨¢®±²Æ ¶¨µ ¬ ²°¨¶¼.

�¢¥°¤¦¥¿ 4.6. �¥µ © G Æ H ¯®°®¤¦³¾·  ²  ª®²°®«¼  ¬ ²°¨¶Æ

(n; k)-ª®¤³ C.

1. GH
t Æ HGt | ³«¼®¢Æ ¬ ²°¨¶Æ ¢Æ¤¯®¢Æ¤® k-£® ²  (n � k)-£®

¯®°¿¤ª³.

2. �c 2 C () H�ct = �0t.

3. �c 2 C () 9�a 2 Fkq �c = �aG.

�®¢¥¤¥¿. 1. ¡¥§¯®±¥°¥¤¼® ¢¨¯«¨¢ Ä § ®§ ·¥¼.

2. �°®§³¬Æ«®, ¹® �c 2 C, ²®¤Æ © «¨¸¥ ²®¤Æ, ª®«¨ �c =
Pk

i=1 �i�gi Ä «ÆÆ©-

®¾ ª®¬¡Æ ¶ÆÄ¾ °¿¤ªÆ¢ �g1; : : : ; �gk ¬ ²°¨¶Æ G. Ǳ®§ ¿ª HGt | ³«¼®¢ 

¬ ²°¨¶¿, ²®, §®ª°¥¬ , Hgti | ³«¼®¢¨© ¢¥ª²®°-±²®¢¯·¨ª ¤«¿ ª®¦®£®

i; 1 � i � k. �ª¹® �c 2 C, ²® H�ct = H(
Pk

i=1 �i�g
t
i) =

Pk
i=1 �iH�gti =

�0.

� ¢¯ ª¨, ¿ª¹® H�ct = �0t, ²® ¢¥ª²®° �ct Ä °®§¢'¿§ª®¬ ±¨±²¥¬¨ «ÆÆ©¨µ

°Æ¢¿¼ � �xt = �0. Ǳ®§ ¿ª HGt | ³«¼®¢  ¬ ²°¨¶¿, ° £ ¬ ²°¨¶Æ H ¤®-

°Æ¢¾Ä n� k Æ ±²®¢¯·¨ª¨ ¬ ²°¨¶Æ Gt «ÆÆ©® ¥§ «¥¦Æ, ²® ¶Æ ±²®¢¯·¨ª¨

�g1; : : : ; �gk ³²¢®°¾¾²¼ ´³¤ ¬¥² «¼³ ±¨±²¥¬³ °®§¢'¿§ªÆ¢ ±¨±²¥¬¨ °Æ¢-

¿¼ � �xt = �0. �®¬³ �c Ä «ÆÆ©®¾ ª®¬¡Æ ¶ÆÄ¾ ¢¥ª²®°Æ¢ �g1; : : : ; �gk, ®²¦¥,

�c 2 C.
3. =). �¥µ © �c 2 C. �®¤Æ �c =Pk

i=1 �i�gi = (�1; : : : ; �k)(�g1; : : : ; �gk)
t =

�aG, ¤¥ �a = (�1; : : : ; �k).

(=. �ª¹® �c = �aG, ¤¥ �a 2 Fkq , ²® H�ct = H(�aG)t = HG
t�at = �0t, ¡® §  1

HG
t Ä ³«¼®¢®¾ ¬ ²°¨¶¥¾. �®¬³ �c 2 C §£Æ¤® § 2.

� ¤®¢¥¤¥®£® ²¢¥°¤¦¥¿, §®ª°¥¬ , ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® ¤«¿ ª®¤³¢ ¿ ±«®-

¢  �a 2 Fkq ©®£® ¯®²°Æ¡® ¤®¬®¦¨²¨   ¯®°®¤¦³¾·³ ¬ ²°¨¶¾ G Æ ®¤¥°-

¦ ²¨ ª®¤®¢¥ ±«®¢® �aG; ¤«¿ ¯¥°¥¢Æ°ª¨ ·¨  «¥¦¨²¼ ±«®¢® �c 2 Fnq ª®¤³ C

¯®²°Æ¡® ¯¥°¥¢Æ°¨²¨ ·¨ H�ct = 0.
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�¨¡° ¢¸¨ ¬ ²°¨¶¾ G ² ª, ¹®¡ ÈÈ ¯¥°¸Æ k ±²®¢¯·¨ªÆ¢ ±² ®¢¨«¨ ®¤¨-

¨·³ ¬ ²°¨¶¾ k-£® ¯®°¿¤ª³, ¤«¿ ¤¥ª®¤³¢ ¿ ¯®²°Æ¡® «¨¸¥ ¢Æ¤ª¨³²¨

®±² Æ n � k ª®®°¤¨ ² ª®¤®¢®£® ¢¥ª²®°  �c.
�§ ·¥¿ 4.17. �¥µ © C | «ÆÆ©¨© ª®¤, �c 2 C. � £®¾ �¥¬Æ£  w(�c)

±«®¢  �c  §¨¢ ¾²¼ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¥³«¼®¢¨µ ª®®°¤¨ ² ¢¥ª²®°  �c. �Æ¤-

±² ¾ �¥¬Æ£  d(�c1; �c2) ¬Æ¦ ±«®¢ ¬¨ c1; c2 2 C  §¨¢ ¾²¼ ¢ £³ �¥¬Æ-

£  w(�c1 � �±2) ±«®¢  �c1 � �c2.

� ¯°¨ª« ¤, ¿ª¹® �c1 = 101001; �c2 = 100100, ²® w(�c1) = 3; w(�c2) = 2;

d(�c1; �c2) = w(001101) = 3.

�¨¿¢«¿Ä²¼±¿, ¹® ¢Æ¤±² ¼ �¥¬Æ£  ¬ Ä ² ªÆ ± ¬Æ ¢« ±²¨¢®±²Æ, ¿ª Æ

§¢¨· ©  ¢Æ¤±² ¼.

�¢¥°¤¦¥¿ 4.7. �¥µ © C | «ÆÆ©¨© ª®¤, d| ¢Æ¤±² ¼ �¥¬Æ£    C,

�x; �y; �z 2 C. �®¤Æ:
1) d(�x; �y) � 0 Æ d(�x; �y) = 0() �x = �y;

2) d(�x; �y) = d(�y; �x);

3) d(�x; �z) � d(�x; �y) + d(�y; �z).

�®¢¥¤¥¿. �« ±²¨¢®±²Æ 1 Æ 2 ®·¥¢¨¤Æ. �«¿ ¤®¢¥¤¥¿ ¢« ±²¨¢®±²Æ 3

 ¬ ¤®¢¥¤¥²¼±¿ ¢¨ª®°¨±² ²¨ ² ª³ ®·¥¢¨¤³ ¥°Æ¢Æ±²¼ ¤«¿ ¢ £¨ �¥¬Æ£ :

¿ª¹® �a;�b 2 Fnq , ²®
w(�a+ �

b) � w(�a) + w(�b):

�¨ª®°¨±²®¢³¾·¨ ¶¾ ¥°Æ¢Æ±²¼, ®¤¥°¦³Ä¬® d(�x; �z) = w(�x� �z) =

w(�x� �y + �y � �z) � w(�x� �y) + w(�y � �z) = d(�x; �y) + d(�y; �z).

�§ ·¥¿ 4.18. �¥µ © C � Fnq | «ÆÆ©¨© ª®¤, r {  ²³° «¼¥ ·¨±«®.

�®¤ C,  §¨¢ ¾²¼ ª®¤®¬, ¿ª¨© ¢¨¯° ¢«¿Ä k ¯®¬¨«®ª, ¿ª¹® ¤«¿ ª®¦®£®
�
b 2 Fnq § ©¤¥²¼±¿ ¥ ¡Æ«¼¸¥, Æ¦ ®¤¥ ±«®¢® �c 2 C, ¤«¿ ¿ª®£® d(�c;�b) � r.
�§ ·¥¿ 4.19. �ÆÆ¬ «¼³ ¢Æ¤±² ¼ ¬Æ¦ °Æ§¨¬¨ ±«®¢ ¬¨ «ÆÆ©®£®

ª®¤³ C  §¨¢ ¾²¼ ª®¤®¢®¾ ¢Æ¤±² ¾ Æ ¯®§ · ¾²¼ dC.

�¥®°¥¬  4.12. �ª¹® dC � 2r + 1, ²® ª®¤ C ¢¨¯° ¢«¿Ä r ¯®¬¨«®ª.

�®¢¥¤¥¿. �ª®°¨±² Ä¬®±¼ ¬Æ°ª³¢ ¿¬¨ ¢Æ¤ ±³¯°®²¨¢®£®. �ª¡¨

¢Æ¤±² Æ ¢Æ¤ ¤¥¿ª®£® ¢¥ª²®°  �x 2 Fnq ¤® ¤¢®µ °Æ§¨µ ª®¤®¢¨µ ±«Æ¢ ¡³«¨

¬¥¸Æ ¢Æ¤ r, ²® ¬¨ ®¤¥°¦ «¨ ¡

2r + 1 � dC � d(�c1; �c2) � d(�c1; �x) + d(�x; �c2) � 2r:
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�¤¥°¦ ® ±³¯¥°¥·Æ±²¼. �®¬³ ª®¤ C ¢¨¯° ¢«¿Ä r ¯®¬¨«®ª.

�²¦¥, ¯®¡³¤®¢  ª®¤Æ¢, ¿ªÆ ¢¨¯° ¢«¿¾²¼ ¡ £ ²® ¯®¬¨«®ª, §¢®¤¨²¼±¿

¤® ¯®¡³¤®¢¨ ª®¤Æ¢ § ¢¥«¨ª®¾ ª®¤®¢®¾ ¢Æ¤±² ¾. � ±²³¯  ²¥®°¥¬  ¤ Ä

¯°®±²¨© ¬¥²®¤ ®¶Æª¨ §¨§³ ¤«¿ ª®¤®¢®È ¢Æ¤±² Æ dC .

�¥®°¥¬  4.13. �¥µ © dC | ª®¤®¢  ¢Æ¤±² ¼ «ÆÆ©®£® ª®¤³ C, H |

©®£® ª®²°®«¼  ¬ ²°¨¶¿. dC � s+ 1 ²®¤Æ © «¨¸¥ ²®¤Æ, ª®«¨ ª®¦Æ s

±²®¢¯·¨ªÆ¢ ¬ ²°¨¶Æ H «ÆÆ©® ¥§ «¥¦Æ.

�®¢¥¤¥¿. =). Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® dC � s + 1. �¥µ © �
h1; : : : ;

�
hn

| ±²®¢¯·¨ª¨ ¬ ²°¨¶Æ H . �¥µ ©, ¢Æ¤ ±³¯°®²¨¢®£®, Æ±³¾²¼ s «ÆÆ©®

§ «¥¦¨µ ±²®¢¯·¨ªÆ¢ ¶ÆÄÈ ¬ ²°¨¶Æ. �¥ §¬¥¸³¾·¨ § £ «¼®±²Æ, ¬®¦ 

¢¢ ¦ ²¨, ¹® ¶¥ ¯¥°¸Æ s ±²®¢¯·¨ªÆ¢ �
h1; : : : ;

�
hs ¬ ²°¨¶Æ H . Å±³¾²¼ ¥«¥-

¬¥²¨ 1; : : : ; s 2 Fq , ¤«¿ ¿ª¨µ
1
�
h1 + : : :+ s

�
hs = �0: (4.16)

�®§£«¿¥¬® ¢¥ª²®° �c = (1; : : : ; s; 0; : : : ; 0). �° µ®¢³¾·¨ (4.16), ®¤¥°¦³-

Ä¬®

H�ct = (1�h1 + : : :+ s
�
hs + 0 � �hs+1 + � � �+ 0 � �hn) = �0t:

�¢¥°¤¦¥¿ 4.6 ²¥¯¥° ¯®ª §³Ä, ¹® �ct 2 C. � Æ¸®£® ¡®ª³, d(�c; �0) � s,

²®¬³ dC � s.
(=. Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® ª®¦Æ s ±²®¢¯·¨ªÆ¢ ¬ ²°¨¶Æ H «ÆÆ©® ¥§ -

«¥¦Æ. �®¢³ ¬Æ°ª³Ä¬® ¢Æ¤ ±³¯°®²¨¢®£®. �ª¹® dC � s, ²® § ©¤¥²¼±¿

¥³«¼®¢¨© ¢¥ª²®° �c 2 C, ¤«¿ ¿ª®£® d(�c; �0) � s, ²®¡²® ¢¥ª²®° �c 2 C

¬ Ä ¥ ¡Æ«¼¸¥ Æ¦ s ¥³«¼®¢¨µ ª®®°¤¨ ². �®¤Æ °Æ¢Æ±²¼ H�ct = �0 ®§-

 · Ä, ¹® ¤¥¿ªÆ � s c²®¢¯·¨ªÆ¢ ¬ ²°¨¶Æ H Ä «ÆÆ©® § «¥¦Æ. �¤¥°¦  

±³¯¥°¥·Æ±²¼ § ¢¥°¸³Ä ¤®¢¥¤¥¿ ²¥®°¥¬¨.

4.2.3. �¥ª®¤³¢ ¿ «ÆÆ©¨µ ª®¤Æ¢

�¥µ © C | «ÆÆ©¨© (n; k)-ª®¤  ¤ ¯®«¥¬ Fq . �®§£«¿¥¬® ´ ª²®°¯°®±²Æ°

Fnq =C. �®£® ¥«¥¬¥² ¬¨ Ä ±³¬Æ¦Æ ª« ±¨ �a + C, ¤¥ �a 2 Fnq . �®¦¨©

±³¬Æ¦¨© ª« ± �a+ C ±ª« ¤ Ä²¼±¿ § qk ¥«¥¬¥²Æ¢. �ÆÆ©¨© ¯°®±²Æ° Fnq Ä

®¡'Ä¤ ¿¬ s = q
n�k °Æ§¨µ ±³¬Æ¦¨µ ª« ±Æ¢

Fnq = C [ (a1 + C) [ � � � [ (as�1 + C):

�ª¹®   ¢¨µ®¤Æ § ª  «³ §¢'¿§ª³ ¯°¨©¿²® ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ �x, ²® �x «¥¦¨²¼

¢ ®¤®¬³ § ±³¬Æ¦¨µ ª« ±Æ¢, ¥µ © ¢ ai + C. �ª¹® ¯¥°¥¤ «¨ ±«®¢® �c, ²®
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¢¥ª²®° �e = �x��c  §¨¢ ¾²¼ ¢¥ª²®°®¬ ¯®¬¨«®ª. �¥ª²®° ¯®¬¨«®ª «¥¦¨²¼

³ ²®¬³ ¦ ±³¬Æ¦®¬³ ª« ±Æ, ¹® © �x. � ©Æ¬®¢Æ°Æ¸¨¬ § ·¥¿¬ ¢¥ª²®-

°  ¯®¬¨«®ª Ä ¢¥ª²®° §  ©¬¥¸®¾ ¢ £®¾ �¥¬Æ£ . �¥ª²®° § ±³¬Æ¦®£®

ª« ±³ ai+C §  ©¬¥¸®¾ ¢ £®¾ �¥¬Æ£   §¨¢ ¾²¼ «Æ¤¥°®¬ ±³¬Æ¦®£®

ª« ±³. �¥ª²®° S(�x) = (H �xt)t  §¨¢ ¾²¼ ±¨¤°®¬®¬ ¢¥ª²®°  �x. �·¥¢¨¤-

®, ¹® ¢±Æ ¢¥ª²®°¨ § ®¤®£® ±³¬Æ¦®£® ª« ±³ ¬ ¾²¼ ®¤ ª®¢¨© ±¨¤°®¬.

�¥¯¥° ¬®¦¥¬® ±´®°¬³«¾¢ ²¨  «£®°¨²¬ ¤¥ª®¤³¢ ¿.

�«£®°¨²¬ ¤¥ª®¤³¢ ¿ §  «Æ¤¥°®¬ ±³¬Æ¦®£® ª« ±³. �¥µ © C

| «ÆÆ©¨© (n; k)-ª®¤, �x| ¯°¨©¿²¨©   ¢¨µ®¤Æ § ª  «³ §¢'¿§ª³ ¢¥ª²®°.

1. �¡·¨±«¾Ä¬® ±¨¤°®¬ S(�x).

2. � µ®¤¨¬® ² ª¨© «Æ¤¥° �e ±³¬Æ¦®£® ª« ±³, ¤«¿ ¿ª®£® S(�e) = S(�x).

3. �¥ª®¤³Ä¬® �x ¿ª �c = �x� �e.

Ǳ°¨ª« ¤¨
�®§£«¿¥¬® ª®¤ C § ª®²°®«¼®¾ ¬ ²°¨¶¥¾

H =

0
@1 1 0 1 0

0 1 1 0 0

0 0 0 1 1

1
A
:

� ²°¨¶¿ H ¬ Ä ° £ 3, ²®¬³ C Ä (5; 2)-ª®¤®¬. �¥© ª®¤ ±ª« ¤ Ä²¼±¿ § ·®²¨°¼®µ

ª®¤®¢¨µ ±«Æ¢: 00000; 11100; 01111; 10011.

�ÆÆ©¨© ¯°®±²Æ° F52 ¬ Ä 32 ¥«¥¬¥²¨, ²®¬³ ²³² ¬ Ä¬® 8 ±³¬Æ¦¨µ ª« ±Æ¢. �¨¯¨-

¸¥¬® ¶Æ ±³¬Æ¦Æ ª« ±¨, ÈµÆ ±¨¤°®¬¨ ²  «Æ¤¥°¨ ³ ² ¡«¨¶Æ.

�³¬Æ¦Æ ª« ±¨ �¨¤°®¬ �Æ¤¥°

00000 11100 01111 10011

10000 01100 11111 00011

01000 10100 10111 11011

00100 11000 01011 10111

00010 11110 01101 10001

00001 11101 01110 10010
00110 11010 01001 10101

01010 10110 00101 11001

000

100

110

010

101

001
111

011

00000

10000

01000

00100

00010

00001

00110  ¡® 01001

01010  ¡® 00101

�®§£«¿³²¨© ª®¤ C ¬ Ä ª®¤®¢³ ¢Æ¤±² ¼ dc = 3. �Æ ¢¨¯° ¢«¿Ä ®¤³ ¯®¬¨«ª³ Æ

¢¨¿¢«¿Ä ¤¢Æ ¯®¬¨«ª¨.
Ǳ°®Æ«¾±²°³Ä¬®   ¶¼®¬³ ¯°¨ª« ¤Æ  «£®°¨²¬ ¤¥ª®¤³¢ ¿ §  «Æ¤¥°®¬ ±³¬Æ¦®£®

ª« ±³. �¥µ ©   ¢¨µ®¤Æ § ª  «³ §¢'¿§ª³ ¬¨ ®¤¥°¦ «¨ ±«®¢® �x = 01001. �¯®· ²ª³

®¡·¨±«¾Ä¬® ±¨¤°®¬

S(�x) = (H�xt)t = �xHt = (01001)

0
BBBB@
1 0 0

1 1 0

0 1 0

1 0 1
0 0 1

1
CCCCA = (111):
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� ·¨¬®, ¹® ±«®¢® 01001 ¯¥°¥¡³¢ Ä ³ ±³¬Æ¦®¬³ ª« ±Æ § «Æ¤¥° ¬¨ 00110  ¡® 01001.

�®¬³ °®¡¨¬® ¢¨±®¢®ª, ¹® ¯¥°¥¤ ¢ «®±¿ ®¤¥ § ¤¢®µ ±«Æ¢: 01001 + 00110 = 01111  ¡®

01001 +01001 = 00000. � ª®¦®¬³ § ¶¨µ ¢¨¯ ¤ªÆ¢ ¯°¨ ¯¥°¥¤ ·Æ ¢¨¨ª«® ¤¢Æ ¯®¬¨«ª¨.
�²¦¥, ¬¨ ¢¨¿¢¨«¨  ¿¢Æ±²¼ ¢ ®¤¥°¦ ®¬³ ±«®¢Æ ¤¢®µ ¯®¬¨«®ª.

Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® ®¤¥°¦ ¥ ±«®¢® 11000. �®£® ±¨¤°®¬ ¤®°Æ¢¾Ä

S(�x) = (11000)

0
BBBB@
1 0 0
1 1 0

0 1 0

1 0 1
0 0 1

1
CCCCA = (010);

²®¬³ ¢®® § µ®¤¨²¼±¿ ³ ±³¬Æ¦®¬³ ª« ±Æ § «Æ¤¥°®¬ 00100. �®¡¨¬® ¢¨±®¢®ª, ¹®

¯¥°¥¤ ¢ «®±¿ ±«®¢® 11000 + 00100 = 11100. � ¶¼®¬³ ¢¨¯ ¤ª³ ¢¨¨ª«  ®¤  ¯®¬¨«ª  Æ

ª®¤ ¢¨¯° ¢¨¢ ÈÈ.

4.2.4. �®¤¨ �¥¬Æ£ 

�§ ·¥¿ 4.20. �Æ °¨© ª®¤ Ck ¤®¢¦¨¨ n = 2k � 1; k � 2 § ª®-

²°®«¼®¾ k�n-¬ ²°¨¶¥¾ H,  §¨¢ ¾²¼ ¡Æ °¨¬ ª®¤®¬ �¥¬Æ£ , ¿ª¹®

±²®¢¯·¨ª¨ ¬ ²°¨¶Æ H §®¡° ¦ ¾²¼ ¤¢Æ©ª®¢Æ § ¯¨±¨ ·¨±¥« 1; 2; : : : ; 2k � 1:

Ǳ°¨ª« ¤

�Æ °¨© ª®¤ �¥¬Æ£  C2 ¬ Ä ª®²°®«¼³ ¬ ²°¨¶¾

H =

�
0 1 1

1 0 1

�
;

  ª®²°®«¼®¾ ¬ ²°¨¶¥¾ ¡Æ °®£® ª®¤³ �¥¬Æ£  C3 Ä ¬ ²°¨¶¿

H =

0
@0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1

1 0 1 0 1 0 1

1
A
:

�¢¥°¤¦¥¿ 4.8. �Æ °¨© ª®¤ �¥¬Æ£  Ck ¬ Ä °®§¬Æ°Æ±²¼ 2
k� k� 1

Æ ¢¨¯° ¢«¿Ä ®¤³ ¯®¬¨«ª³.

�®¢¥¤¥¿. �«¿ ¡Æ °®£® ª®¤³ �¥¬Æ£  Ck ° £ ¬ ²°¨¶Æ H ¤®°Æ¢¾Ä

k, ¡® H ¬Æ±²¨²¼ k ®¤¨¨·¨µ ±²®¢¯·¨ªÆ¢. �®¬³ °®§¬Æ°Æ±²¼ ª®¤³ Ck

¤®°Æ¢¾Ä n� k = 2k � k� 1. �²®¢¯·¨ª¨ ¬ ²°¨¶Æ H ¢±Æ °Æ§Æ, ²®¬³ ª®¦Æ

¤¢  ±¥°¥¤ ¨µ «ÆÆ©® ¥§ «¥¦Æ. �  ²¥®°¥¬®¾ 4.13 ª®¤®¢  ¢Æ¤±² ¼ ª®¤³

Ck ¥ ¬¥¸  Æ¦ 3 ( ±¯° ¢¤Æ, ª®¤®¢  ¢Æ¤±² ¼ ¤®°Æ¢¾Ä 3, ¡® ª®¦¨©

±²®¢¯·¨ª ¬ ²°¨¶Æ H ¤®°Æ¢¾Ä ±³¬Æ ¤¢®µ Æ¸¨µ),   ²®¬³ §  ²¥®°¥¬®¾ 4.12

¶¥© ª®¤ ¢¨¯° ¢«¿Ä ®¤³ ¯®¬¨«ª³.
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�®¤ �¥¬Æ£  ¤³¦¥ ¯°®±²® ¢¨¯° ¢«¿Ä ®¤³ ¯®¬¨«ª³. �ª¹® ¯°¨ ¯¥-

°¥¤ ·Æ ¢¨¨ª«  ®¤  ¯®¬¨«ª  ( ¯°¨ª« ¤   i-®¬³ ¬Æ±¶Æ), ²® ®¤¥°¦ ¥

±«®¢® �x ¢Æ¤°Æ§¿Ä²¼±¿ ¢Æ¤ ¯¥°¥¤ ®£® ±«®¢  �± ¤®¤ ª®¬: �x = �c+ �ei, ¤¥ �ei
| ±«®¢® § 1   i-¬³ ¬Æ±¶Æ Æ § ³«¿¬¨   ¢±Æµ Æ¸¨µ ¬Æ±¶¿µ. �¡·¨±«¾Ä¬®

±¨¤°®¬ S(�x): S(�x) = S(�ei) = �
h
t
i, ¤¥

�
hi | i-© ±²®¢¯·¨ª ¬ ²°¨¶Æ H . �£ -

¤ ¢¸¨, ¹® i-© ±²®¢¯·¨ª ¬ ²°¨¶Æ H Ä ¤¢Æ©ª®¢¨¬ § ¯¨±®¬  ²³° «¼®£®

·¨±«  i, ¡ ·¨¬®, ¹® ±¨¤°®¬ S(�x) Ä ®¬¥°®¬ ¯®§¨¶ÆÈ ±«®¢  �x, ¤¥ ¯®²°Æ¡®

¢¨¯° ¢¨²¨ ¯®¬¨«ª³ (§ ¬Æ¨²¨ 0   1  ¡® 1   0).

Ǳ°¨ª« ¤

�®§£«¿¥¬® ¡Æ °¨© ª®¤ �¥¬Æ£  C3 § ¬ ²°¨¶¥¾

H =

0
@0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1

1 0 1 0 1 0 1

1
A
:

Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® ®¤¥°¦ ¥ ±«®¢® �x = 1001111. �®£® ±¨¤°®¬ ¤®°Æ¢¾Ä

S(�x) = �xHt = (1001111)

0
BBBBBBBB@

0 0 1

0 1 0
0 1 1

1 0 0

1 0 1
1 1 0

1 1 1

1
CCCCCCCCA
= (001):

�®¡¨¬® ¢¨±®¢®ª, ¹® ¯®¬¨«ª  ²° ¯¨« ±¿   ¯¥°¸®¬³ ¬Æ±¶Æ,   ¯¥°¥¤ ¨¬ ¡³«® ±«®¢®

0001111.

4.2.5. �¨ª«Æ·Æ ª®¤¨

�¥µ © Fq | ±ªÆ·¥¥ ¯®«¥.

�§ ·¥¿ 4.21. �ÆÆ©¨© ª®¤ C � Fnq  §¨¢ ¾²¼ ¶¨ª«Æ·¨¬, ¿ª¹®

(a1; : : : ; an�1; an) 2 C =) (an; a1; : : : ; an�1) 2 C:

�¨¢·¥¿ ¶¨ª«Æ·¨µ ª®¤Æ¢ ²Æ±® ¯®¢'¿§ ¥ § ¢¨¢·¥¿¬ ´ ª²®°ªÆ«¥¶¼

ªÆ«¼¶¿ ¯®«Æ®¬Æ¢  ¤ ±ªÆ·¥¨¬ ¯®«¥¬ ²  Èµ Æ¤¥ «Æ¢. �¥µ © (Xn � 1) =

(Xn � 1)Fq [X ] | £®«®¢¨© Æ¤¥ « ³ ªÆ«¼¶Æ ¯®«Æ®¬Æ¢ Fq [X ], ¯®°®¤¦¥¨©

¯®«Æ®¬®¬Xn�1. Ǳ®§ ·¨¬® ´ ª²®°ªÆ«¼¶¥ Fq [X ]=(Xn�1) ·¥°¥§ Fq [X] =
Fq [x] (²³² Æ ¤ «Æ x = X). �¥ n-¢¨¬Æ°¨© «ÆÆ©¨© ¯°®±²Æ°  ¤ ¯®«¥¬

Fq § ¡ §®¾ �1 = 1 + (Xn � 1); x = X + (Xn � 1); : : : ; xn�1 = X
n�1 +



172 ����Å� 4. �����, ���� �� �����

(Xn � 1), ¥«¥¬¥² ¬¨ ¿ª®£® Ä ±³¬Æ¦Æ ª« ±¨ a0 + a1x+ � � �+ an�1xn�1 =
a0 + a1X + � � �+ an�1Xn�1. �Æ¤®¡° ¦¥¿

' : Fq [x]! Fnq ; '(a0 + a1x+ � � �+ an�1x
n�1 = (a0; a1; : : : ; an�1)

Ä Æ§®¬®°´Æ§¬®¬ «ÆÆ©¨µ ¯°®±²®°Æ¢. �¥© Æ§®¬®°´Æ§¬ ¤ Ä §¬®£³ ®²®²®¦-

¾¢ ²¨ ¢¥ª²®°¨ (a0; : : : ; an) 2 Fnq ²  ¥«¥¬¥²¨ a0 + a1x+ � � �+ an�1xn�1

´ ª²®°ªÆ«¼¶¿ Fq [x]. �²¦¥, ¬®¦¥¬® ¢¢ ¦ ²¨, ¹® «ÆÆ©¨© ª®¤ C Ä ¯Æ¤-

¯°®±²®°®¬ «ÆÆ©®£® ¯°®±²®°³ Fq [x], ²®¤Æ ¥«¥¬¥²¨ ª®¤³ C Ä ¯®«Æ®¬ ¬¨;

 §¨¢ ²¨¬¥¬® Èµ ª®¤®¢¨¬¨ ¯®«Æ®¬ ¬¨.

�° µ®¢³¾·¨ §°®¡«¥Æ ¤®¬®¢«¥®±²Æ, ¬ Ä¬® ² ª³ ²¥®°¥¬³.

�¥®°¥¬  4.14. �®¤ C | ¶¨ª«Æ·¨© ²®¤Æ © «¨¸¥ ²®¤Æ, ª®«¨ C Ä Æ¤¥ «®¬

´ ª²®°ªÆ«¼¶¿ Fq [x].

�®¢¥¤¥¿. �¥µ © a0a1 : : : an�1 ª®¤®¢¥ ±«®¢® ¶¨ª«Æ·®£® ª®¤³. �¨

¤®¬®¢¨«¨±¿ ®²®²®¦¾¢ ²¨ ©®£® § ¯®«Æ®¬®¬ f(x) = a0 + a1x + � � � +
an�1xn�1. �®¬®¦¨¬® ¯®«Æ®¬ f(x)   x Æ ¯®¤Æ«¨¬® ®¤¥°¦ ¨© ¤®¡³²®ª
  xn � 1

x(a0 + a1x+ � � �+ an�1x
n�1) = a0x+ : : :+ an�2x

n�1 + an�1x
n =

= an�1(xn � 1) + an�1 + a0x+ : : :+ an�2xn�1 =

= an�1 + a0x+ : : :+ an�2x
n�1

: (4.17)

Ǳ®§ ¿ª ª®¤ C ¶¨ª«Æ·¨©, ²® ¯®«Æ®¬ (4.17)  «¥¦¨²¼ ¤® C. �¨ ¡ ·¨¬®,

¹® ¤®¡³²®ª xf(x) ª®¤®¢®£® ¯®«Æ®¬  f(x)   x Ä §®¢³ ª®¤®¢¨¬ ¯®«Æ-

®¬®¬. Ǳ®¢²®°¾¾·¨ ¹®©® §°®¡«¥¥ ®¡·¨±«¥¿ k ° §Æ¢, ®¤¥°¦³Ä¬®

x
k
f(x) 2 C. �®¤ C Ä «ÆÆ©¨¬ ¯Æ¤¯°®±²®°®¬, ²®¬³ ¤«¿ ª®¦®£® � 2 Fq Æ

ª®¦®£® f(x) 2 C ¤®¡³²®ª �f(x) «¥¦¨²¼ ³ C. �³¬  ¤¢®µ ¥«¥¬¥²Æ¢ § C

²¥¦  «¥¦¨²¼ ¤® C. �¢Æ¤±¨ ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® ¤®¡³²®ª ¤®¢Æ«¼®£® ¯®«Æ®¬ 

§ Fq [x]   ¤®¢Æ«¼¨© ¯®«Æ®¬ § �  «¥¦¨²¼ ¤® C, ²®¡²® C Ä Æ¤¥ «®¬.

Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® ª®¤ C Ä Æ¤¥ «®¬. �¥µ © f(x) = a0 + a1x + � � � +
an�1xn�1 2 C. �®¤Æ, §®ª°¥¬ , xf(x) = an�1 + a0x + � � �+ an�2xn�1 2 C.
� ¯¨±³¾·¨ ¥«¥¬¥²¨ ª®¤³ C ³ ¢¨£«¿¤Æ ¢¥ª²®°Æ¢, ¶¥ ®§ · Ä, ¹®

(a0; a1; : : : ; an�1) 2 C =) (an�1; a0; : : : ; an�2) 2 C;
¹® © ²°¥¡  ¡³«® ¤®¢¥±²¨.

�²¦¥, ¢¨¢·¥¿ ¶¨ª«Æ·¨µ ª®¤Æ¢ §¢®¤¨²¼±¿ ¤® ¢¨¢·¥¿ Æ¤¥ «Æ¢ ´ ª-

²®°ªÆ«¼¶¿ Fq [x].
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�¢¥°¤¦¥¿ 4.9. � ª²®°ªÆ«¼¶¥ Fq [x] Ä ªÆ«¼¶¥¬ £®«®¢¨µ Æ¤¥ «Æ¢. �ª-

¹® I = (g(x)), Æ¤¥ « ¢ Fq [x], ²® g(X)j(Xn� 1).

�®¢¥¤¥¿. �Æ¤®¬®, ¹® ¢ ªÆ«¼¶Æ ¯®«Æ®¬Æ¢ ¢Æ¤ ®¤ÆÄÈ §¬Æ®È  ¤ ¤®-

¢Æ«¼¨¬ ¯®«¥¬ ª®¦¥ Æ¤¥ « Ä £®«®¢¨¬. �®ª°¥¬ , ªÆ«¼¶¥ Fq [X ] Ä ªÆ«¼¶¥¬

£®«®¢¨µ Æ¤¥ «Æ¢. �®§£«¿¥¬® ª ®Æ·¨© £®¬®¬®°´Æ§¬

' : Fq [X ]! Fq [x]; '(f(X)) = f(X) = f(x):

�¥µ © I | Æ¤¥ « ¢ Fq [x]. �¥£ª® ¯¥°¥¢Æ°¨²¨, ¹® ©®£® ¯°®®¡° § I
0 = '

�1(I)
Ä Æ¤¥ «®¬ ªÆ«¼¶¿ Fq [X ]. �±ªÆ«¼ª¨ ¢±Æ Æ¤¥ «¨ ¢ Fq [X ] £®«®¢Æ, ²® Æ±³Ä

¯®«Æ®¬ g(X) 2 Fq [X ] ² ª¨©, ¹® I 0 = (g(X)). �®¤Æ I = (g(x)). � «Æ,

'(Xn � 1) = �0 2 I , ²®¬³ g(X)j(Xn� 1).

�§ ·¥¿ 4.22. �¥µ © C = (g(x)) | ¶¨ª«Æ·¨© ª®¤, ¯®°®¤¦¥¨© ¯®-

«Æ®¬®¬ g(x). Ǳ®«Æ®¬ g(X)  §¨¢ ¾²¼ ¯®°®¤¦³¾·¨¬ ¯®«Æ®¬®¬ ª®¤³

C,   ¯®«Æ®¬ h(X) = Xn�1
g(X)  §¨¢ ¾²¼ ª®²°®«¼¨¬ ¯®«Æ®¬®¬ ¶¼®£®

ª®¤³.

�¢¥°¤¦¥¿ 4.10. �ª¹® ¯®«Æ®¬ g(X) ¬ Ä ±²¥¯Æ¼ k, ²® ª®¤

(g(x)) ¬ Ä ¢¨¬Æ°Æ±²¼ n � k.

�®¢¥¤¥¿. �«¥¬¥²¨ g(x); xg(x); : : : ; xn�k�1g(x) 2 C «ÆÆ©® ¥§ -

«¥¦Æ. �¯° ¢¤Æ, ¿ª¡¨ Æ±³¢ «¨ �0; : : : ; �n�k�1, ¤«¿ ¿ª¨µ �0g(x) + : : : +

�n�k�1xn�k�1g(x) = �0, ²®¡²® (�0 + : : :+ �n�k�1xn�k�1)g(x) = �0, ²® ¶¥

®§ · «® ¡, ¹® ¯®«Æ®¬ (�0 + : : : + �n�k�1Xn�k�1)g(X) ±²¥¯¥¿ < n

¤Æ«¨²¼±¿   X
n � 1. � Æ¸®£® ¡®ª³, ¥µ © f(x) 2 C. �®¤Æ f(x) =

a0+a1x+ � � �+an�1xn�1 Æ f(x) = g(x)d(x). �¢Æ¤±¨ ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹® ¥«¥¬¥²¨

g(x); xg(x); : : : ; xn�k�1g(x) 2 C ³²¢®°¾¾²¼ ±¨±²¥¬³ ²¢Æ°¨µ ¯Æ¤¯°®±²®-

°³ C.

�®¤³¢ ¿ ²  ¤¥ª®¤³¢ ¿ ¤«¿ ¶¨ª«Æ·¨µ ª®¤Æ¢ ¤³¦¥ ¯°®±²Æ. �«¿

²®£® ¹®¡ § ª®¤³¢ ²¨ ¯®«Æ®¬ a(x) = a0 + : : :+ an�k�1xn�k�1, ¯®²°Æ¡®
©®£® ¤®¬®¦¨²¨   ¯®°®¤¦³¾·¨© ¯®«Æ®¬ g(x),   ¤«¿ ¤¥ª®¤³¢ ¿ ²°¥¡ 

¤Æ«¨²¨   g(x).

Å®¤Æ ¡³¢ Ä §°³·Æ¸¥ §®¡° ¦ ²¨ ¥«¥¬¥²¨ ¶¨ª«Æ·®£® ª®¤³ ¢¥ª²®° -

¬¨,   ¥ ¯®«Æ®¬ ¬¨. � ¾·¨ ¯®°®¤¦³¾·¨© ²  ª®²°®«¼¨© ¯®«Æ®¬¨

g(x) = g0 + g1x+ � � �+ gkx
k
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² 

h(x) = h0 + h1x+ � � �+ hn�kx
n�k

;

¬®¦¥¬® § ¯¨± ²¨ ¯®°®¤¦³¾·³ ²  ª®²°®«¼³ ¬ ²°¨¶Æ G ²  H :

G =

0BB@
g0 g1 g2 � � � gk 0 � � � 0 0

0 g0 g1 � � � gk�1 gk � � � 0 0

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
0 0 0 � � � g0 g1 � � � gk�1 gk

1CCA (4.18)

² 

H =

0BB@
0 � � � 0 hn�k hn�k�1 � � � h1 h0

0 � � � hn�k hn�k�1 � � � � � � h0 0

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
hn�k � � � h0 0 0 � � � 0 0

1CCA (4.19)

�®© ´ ª², ¹® ¬ ²°¨¶¿ G Ä ¯®°®¤¦³¾·®¾ ¬ ²°¨¶¥¾ ¶¨ª«Æ·®£® ª®¤³

§ ¯®°®¤¦³¾·¨¬ ¯®«Æ®¬®¬ g(x) ¢¨¯«¨¢ Ä § ²®£® ´ ª²³, ¹® ¯®«Æ®¬¨

g(x); xg(x); : : : ; xk�1g(x) «ÆÆ©® ¥§ «¥¦Æ. H Ä ª®²°®«¼®¾ ¬ ²°¨¶¥¾

¶¼®£® ª®¤³. �¯° ¢¤Æ, § ®¤®£® ¡®ª³, ¤®¡³²®ª ¡³¤¼-¿ª®£® °¿¤ª  ¬ ²°¨¶Æ

G   ¡³¤¼-¿ª¨© °¿¤®ª ¬ ²°¨¶Æ H Ä ±³¬®¾ ¤®¡³²ªÆ¢ ¢¨£«¿¤³
P

r+s=k grhs,

²®¡²® ¶¥ ª®¥´Æ¶ÆÄ² ¤®¡³²ª³ ¯®«Æ®¬Æ¢ g(x)h(x). Ǳ®§ ¿ª g(x)h(x) = x
n�

1 = 0 ¢ Fq [x] = Fq [X ]=(Xn � 1), ²® ¤®¡³²®ª GH t Ä ³«¼®¢®¾ ¬ ²°¨¶¥¾.

� Æ¸®£® ¡®ª³, ®·¥¢¨¤®, °¿¤ª¨ ¬ ²°¨¶Æ H «ÆÆ©® ¥§ «¥¦Æ Æ ¢®  ¬ Ä

¯®²°Æ¡³ ªÆ«¼ªÆ±²¼ (  ± ¬¥, n � k) °¿¤ªÆ¢.
Ǳ®°®¤¦³¾·¨© Æ ª®²°®«¼¨© ¯®«Æ®¬¨ ¶¨ª«Æ·®£® ª®¤³ Ä ¤Æ«¼¨ª -

¬¨ ¯®«Æ®¬  Xn�1 2 Fq . �®¬³ ¯°¨ ¯®¡³¤®¢Æ ¶¨ª«Æ·¨µ ª®¤Æ¢ ¢ ¦«¨¢®£®
§ ·¥¿  ¡³¢ Ä § ¤ ·  °®§ª« ¤³ ¯®«Æ®¬Æ¢ Xn � 1 2 Fq [X ] (  ² ª®¦

¤®¢Æ«¼¨µ ¯®«Æ®¬Æ¢ § ª®¥´Æ¶ÆÄ² ¬¨ §Æ ±ªÆ·¥®£® ¯®«¿)   ¬®¦¨-

ª¨. �ª¹® ¬¨ ¬ Ä¬® ¯®«Æ®¬ f(X) ±²¥¯¥¿ n § ª®¥´Æ¶ÆÄ² ¬¨ § ¤®¢Æ«¼-

®£® ±ªÆ·¥®£® ¯®«¿ Fq , ²® Æ±³Ä «¨¸¥ ±ªÆ·¥  ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¯®«Æ®¬Æ¢

d(X) 2 Fq ±²¥¯¥¿ ¥ ¡Æ«¼¸®£®, Æ¦ n. �®¬³ § ¤ ·³ °®§ª« ¤³ ¯®«Æ®-

¬  f(X)   ¬®¦¨ª¨ ¬®¦  °®§¢'¿§ ²¨ ¬¥²®¤®¬ ¯¥°¥¡®°³ ¬®¦«¨¢¨µ

¢¨¯ ¤ªÆ¢. � °²® § ³¢ ¦¨²¨, ¹® Æ±³Ä qn+1 ¯®«Æ®¬Æ¢ ±²¥¯¥¿ ¥ ¡Æ«¼-

¸®£®, Æ¦ n  ¤ ±ªÆ·¥¨¬ ¯®«¥¬ § q ¥«¥¬¥²Æ¢. �®¬³ ¯°¨ ¢¥«¨ª¨µ

q  ¡® ¢¥«¨ª¨µ n ¬¥²®¤ ¯¥°¥¡®°³ ±² Ä ¢ ¦ª®¾ § ¤ ·¥¾  ¢Æ²¼ ¤«¿ ±³-

· ±¨µ ª®¬¯'¾²¥°Æ¢. � §¢'¿§ª³ § ¶¨¬ °®§°®¡«¥® °Æ§®¬ Æ²Æ ¬¥²®¤¨

°®§ª« ¤³ ¯®«Æ®¬Æ¢  ¤ ±ªÆ·¥¨¬¨ ¯®«¿¬¨   ¬®¦¨ª¨, ¿ªÆ ¢¨ª®°¨±-

²®¢³¾²¼ (Æ®¤Æ ¤®±¨²¼ £«¨¡®ªÆ) ¢« ±²¨¢®±²Æ ±ªÆ·¥¨µ ¯®«Æ¢ Æ ¤ ¾²¼
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§¬®£³ §¢¥±²¨ ¤® ¬ÆÆ¬³¬³ ¡¥§¯®±¥°¥¤Æ© ¯¥°¥¡Æ°. �  ®±®¢Æ ¶¨µ ¬¥²®¤Æ¢

±²¢®°¾¾²¼ ¯ ª¥²¨ ¯°¨ª« ¤¨µ ¯°®£° ¬, §  ¤®¯®¬®£®¾ ¿ª¨µ ² ªÆ § ¤ ·Æ

«¥£ª® °®§¢'¿§ ²¨, ¢¨ª®°¨±²®¢³¾·¨  ¢Æ²¼ ¥ ¤³¦¥ ¯®²³¦Æ ª®¬¯'¾²¥°¨.

�¤¨¬ § ² ª¨µ ¯ ª¥²Æ¢ Ä ±¨±²¥¬  Maple, ¿ª  ¯®Ä¤³Ä ±¨¬¢®«¼Æ ²  ·¨±-

«®¢Æ ¬¥²®¤¨ °®§¢'¿§³¢ ¿ § ¤ · ¯° ª²¨·® § ³±Æµ °®§¤Æ«Æ¢ ¬ ²¥¬ ²¨ª¨.

�¿ ±¨±²¥¬  ¬Æ±²¨²¼, §®ª°¥¬ , ¯ ª¥² GF (¯®«¿ � «³ ), ¿ª¨© ¤®¯®¬ £ Ä

°®§¢'¿§³¢ ²¨ °Æ§®¬ Æ²Æ § ¤ ·Æ, ¯®¢'¿§ Æ §Æ ±ªÆ·¥¨¬¨ ¯®«¿¬¨, ¢ ²®-

¬³ ·¨±«Æ Æ § ¤ ·³ °®§ª« ¤³ ¯®«Æ®¬Æ¢   ¬®¦¨ª¨. � ¯°¨ª« ¤, ¥µ ©

 ¬ ¯®²°Æ¡® °®§ª« ±²¨   ¥§¢Æ¤Æ ¬®¦¨ª¨ ¯®«Æ®¬ X
31� 1 2 F2 [X ].

�«¿ ¶¼®£® ¤®±² ²¼®  ¡° ²¨ (³ ±¨±²¥¬Æ Maple V) ª®¬ ¤³

[> Factor (x^31-1) mod 2;

 ²¨±³²¨ ª« ¢Æ¸³ ÀEnterÁ Æ ¬¨²²Ä¢® ®¤¥°¦ ²¨ °®§ª« ¤ ¯®«Æ®¬ 

x
31 � 1 2 F2 [x]:   ¥§¢Æ¤Æ ¬®¦¨ª¨:
(x5 + x

4 + x
3 + x

2 + 1)(x5 + x
3 + 1)(x5 + x

4 + x
2 + x+ 1)(x+ 1)(x5 +

x
3 + x

2 + x+ 1)(x5 + x
2 + 1)(x5 + x

4 + x
3 + x + 1):

� «®£Æ·®, ¤«¿ ¯®«Æ®¬  X127 � 1 2 F2[X ] ² ª ± ¬® ¬¨²²Ä¢® ®¤¥°-

¦³Ä¬®

[> Factor (x^127-1) mod 2;

ÀEnterÁ

(x7+x6+x4+x2+1) (x7+x6+x5+x4+x3+x2+1) (x7+x6+x5+x4+1)

(x7+x6+x5+x4+x2+x+1) (x7+x6+x4+x+1) (x+1) (x7+x3+1) (x7+x+1)

(x7 + x
6 + x

5 + x
2 + 1) (x7+ x

4 + x
3 + x

2 + 1) (x7 + x
5 + x

2 + x+ 1)

(x7+x6+x5+x3+x2+x+1) (x7+x5+x4+x3+x2+x+1) (x7+x6+x3+x+1)

(x7+x5+x4+x3+1) (x7+x3+x2+x+1) (x7+x6+1) (x7+x5+x3+x+1)

(x7 + x
4 + 1):

�¥§¢ ¦ ¾·¨   Æ±³¢ ¿ ¯ ª¥² GF ±¨±²¥¬¨ Maple, ±²³¤¥²¨ ¯®¢¨-

Æ ¢¬Æ²¨ ¢°³·³ °®§ª« ¤ ²¨   ¥§¢Æ¤Æ ¬®¦¨ª¨ ¯®«Æ®¬¨ ¥¢¥«¨ª¨µ

±²¥¯¥Æ¢  ¤ ±ªÆ·¥¨¬¨ ¯®«¿¬¨, § ¥¢¥«¨ª®¾ ªÆ«¼ªÆ±²¾ ¥«¥¬¥²Æ¢.

Ǳ°¨ª« ¤¨
�®§ª« ¤¥¬®   ¬®¦¨ª¨ ¯®«Æ®¬ X

7 � 1 2 F2[X]. �°®§³¬Æ«®, ¹® ¢Æ ¤Æ«¨²¼±¿  

X + 1 (X + 1 = X � 1 ¢ F2[X]) Æ

X

7 � 1 = (X + 1)(X
6
+X

5
+X

4
+X

3
+X

2
+X + 1):

Å¸¨µ ¥§¢Æ¤¨µ ¯®«Æ®¬Æ¢ ¯¥°¸®£® ±²¥¯¥¿ ¢ ªÆ«¼¶Æ F2[X] ¥¬ Ä. � ¶¼®¬³ ªÆ«¼¶Æ Æ±³Ä

Ä¤¨¨© ¥§¢Æ¤¨© ¯®«Æ®¬ X
2 + X + 1 ¤°³£®£® ±²¥¯¥¿,  «¥ ±¯°®¡³¢ ¢¸¨ ¯®¤Æ«¨²¨

X
7 � 1   X

2 + X + 1, ¤®µ®¤¨¬® ¢¨±®¢ª³, ¹® X
2 + X + 1 ¥ Ä ¤Æ«¼¨ª®¬. �®¬³

²°¥¡  °®§£«¿³²¨ ¥§¢Æ¤Æ ¯®«Æ®¬¨ ²°¥²¼®£® ±²¥¯¥¿. Ǳ®«Æ®¬ ²°¥²¼®£® ±²¥¯¥¿ Ä

¥§¢Æ¤¨¬ ²®¤Æ © «¨¸¥ ²®¤Æ, ª®«¨ 0 Æ 1 ¥ Ä ©®£® ª®°¥¿¬¨. �®ª°¥¬ , ¯®«Æ®¬ X
3+X+1
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¥§¢Æ¤¨©. �®¢³ ±¯°®¡³¢ ¢¸¨ ¯®¤Æ«¨²¨, ®¤¥°¦³Ä¬®

(X6 +X

5 +X

4 +X

3 +X

2 +X + 1) = (X3 +X + 1)(X3 +X

2 + 1);

²®¬³ ®±² ²®·®

X

7 � 1 = (X + 1)(X3 +X + 1)(X3 +X

2 + 1):

Ǳ®«Æ®¬ g(x) = x
3+x

2+1 2 F2[X]=(X7�1) ( £ ¤ Ä¬®, ¹® x = X+(X7�1)F2[X]

| ±³¬Æ¦¨© ª« ± § ¯°¥¤±² ¢¨ª®¬ X) Ä ¯®°®¤¦³¾·¨¬ ¯®«Æ®¬®¬ ¶¨ª«Æ·®£® (7; 4)-

ª®¤³ § ª®²°®«¼¨¬ ¯®«Æ®¬®¬ h(x) = (x+1)(x3+x+1) = x
4+x

3+x
2+1. � ¯¨¸¥¬®

¯®°®¤¦³¾·³   ª®²°®«¼³ ¬ ²°¨¶Æ ¶¼®£® ª®¤³.

G =

0
BB@
1 0 1 1 0 0 0
0 1 0 1 1 0 0

0 0 1 0 1 1 0

0 0 0 1 0 1 1

1
CCA ; H =

0
@0 0 1 1 1 0 1

0 1 1 1 0 1 0

1 1 1 0 1 0 0

1
A
:

� ®§ ·¥¼ §°®§³¬Æ«®, ¹® ¯®°®¤¦³¾·³   ª®²°®«¼³ ¬ ²°¨¶Æ G ²  H «ÆÆ©®£® (n; k)-

ª®¤³ ¬®¦  ¢¨¡° ²¨ ¡ £ ²¼¬  °Æ§¨¬¨ ±¯®±®¡ ¬¨. �®ª°¥¬ , Èµ ¬®¦  ¢¨¡° ²¨ ² ª,

¹®¡ ¯¥°¸Æ k ±²®¢¯·¨ªÆ¢ ¬ ²°¨¶Æ G (®±² Æ n�k ±²®¢¯·¨ªÆ¢ ¬ ²°¨¶Æ H) ¡³«¨ ®¤¨¨·-
¨¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨. �¥ °®¡¨²¼±¿ §  ¤®¯®¬®£®¾ ¢Æ¤¯®¢Æ¤¨µ ¢¨¡®°Æ¢ ´³¤ ¬¥² «¼¨µ

±¨±²¥¬ °®§¢'¿§ªÆ¢ ±¨±²¥¬ «ÆÆ©¨µ ®¤®°Æ¤¨µ °Æ¢¿¼ § ¬ ²°¨¶¿¬¨H ²  G ¢Æ¤¯®¢Æ¤®.

� ± ¬¥, °®§£«¿¥¬® ±¨±²¥¬³ °Æ¢¿¼0
@0 0 1 1 1 0 1

0 1 1 1 0 1 0
1 1 1 0 1 0 0

1
A (x1; x2; x3; x4; x5; x6:x7)

t = (0; 0; 0; 0; 0; 0; 0)t:

�®  ¬ Ä ² ªÆ ·®²¨°¨ ´³¤ ¬¥² «¼Æ °®§¢'¿§ª¨:

�g1 = (1; 0; 0; 0; 1; 0; 1); �g2 = (0; 1; 0; 0; 1; 1; 1);

�g3 = (0; 0; 1; 0; 1; 1; 0); �g4 = (0; 0; 0; 1; 0; 1; 1):

� «®£Æ·®, °®§£«¿³¢¸¨ ±¨±²¥¬³ °Æ¢¿¼0
BB@
1 0 1 1 0 0 0

0 1 0 1 1 0 0
0 0 1 0 1 1 0

0 0 0 1 0 1 1

1
CCA (x1; x2; x3; x4; x5; x6:x7)

t
= (0; 0; 0; 0; 0; 0; 0)

t
;

§ ©¤¥¬® ²°¨ ´³¤ ¬¥² «¼Æ °®§¢'¿§ª¨

�
h1 = (1; 1; 1; 0; 1; 0; 0); �

h2 = (0; 1; 1; 1; 0; 1; 0); �
h3 = (1; 1; 0; 1; 0; 0; 1):

�ª« ¤ Ä¬® ¬ ²°¨¶Æ

G

0 =

0
BB@
1 0 0 0 1 0 1

0 1 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1 0

0 0 0 1 0 1 1

1
CCA ; H

0 =

0
@1 1 1 0 1 0 0
0 1 1 1 0 1 0

1 1 0 1 0 0 1

1
A
;

°¿¤ª ¬¨ ¿ª¨µ Ä ¢Æ¤¯®¢Æ¤® ¢¥ª²®°¨ �g1; �g2; �g3; �g4 ²  �h1; �h2; �h3.
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�§ ·¥¿ 4.23. �ª¹® ¯¥°¸Æ k ±²®¢¯·¨ªÆ¢ ¯®°®¤¦³¾·®È ¬ ²°¨¶Æ G

«ÆÆ©®£® (n; k)-ª®¤³ ³²¢®°¾¾²¼ ®¤¨¨·³ ¬ ²°¨¶¾ k-£® ¯®°¿¤ª³, ²®

ª ¦³²¼, ¹® ¬ ²°¨¶¿ G Ä ª ®Æ·®¾ ¯®°®¤¦³¾·®¾ ¬ ²°¨¶¥¾. �ª-

¹® ®±² Æ n� k ±²®¢¯·¨ªÆ¢ ª®²°®«¼®È ¬ ²°¨¶Æ H «ÆÆ©®£® (n; k)-

ª®¤³ ³²¢®°¾¾²¼ ®¤¨¨·³ ¬ ²°¨¶¾ (n � k)-£® ¯®°¿¤ª³, ²® ª ¦³²¼,

¹® ¬ ²°¨¶¿ H Ä ª ®Æ·®¾ ª®²°®«¼®¾ ¬ ²°¨¶¥¾.

�¢¥°¤¦¥¿ 4.11. � ®Æ·  ¯®°®¤¦³¾·  ²  ª ®Æ·  ª®²°®«¼ 

¬ ²°¨¶Æ «ÆÆ©®£® ª®¤³ C ®¤®§ ·® ¢¨§ · ¾²¼±¿ ª®¤®¬ C.

Ǳ°®¯®³Ä¬® ¤®¢¥±²¨ ¶¥ ²¢¥°¤¦¥¿ ± ¬®±²Æ©®.

�¨ª«Æ·Æ ª®¤¨ ¬®¦  ®¯¨±³¢ ²¨ §  ¤®¯®¬®£®¾ § ¤ ¿ ª®°¥Æ¢ ¯®-

°®¤¦³¾·®£® ¯®«Æ®¬ .

�¥µ © p | ¯°®±²¥ ·¨±«®, q = p
s, Fq | ±ªÆ·¥¥ ¯®«¥ § q ¥«¥¬¥²Æ¢,

Æ ¥µ © Fqm | ©®£® ±ªÆ·¥¥ °®§¸¨°¥¿ ±²¥¯¥¿ m. �ª¹® p(X) 2 Fq
| ¥§¢Æ¤¨© ¯®«Æ®¬ ±²¥¯¥¿ r, ²® ¬¨ § Ä¬® (¤¨¢. ²¢¥°¤¦¥¿ 4.5), ¹®

´ ª²®°ªÆ«¼¶¥ Fq [X ]=(p(X) Ä ¯®«¥¬ § qr ¥«¥¬¥²Æ¢. Ǳ®«Æ®¬ p(X)  §¨¢ -

²¨¬¥¬® ¯°¨¬Æ²¨¢¨¬ ¯®«Æ®¬®¬ ¤«¿ ¯®«¿ Fqm  ¤ ¯®«¥¬ Fq ,   ¡³¤¼-¿ª¨©

ª®°Æ¼ � ¯®«Æ®¬  p(X)  §¨¢ ²¨¬¥¬® ¯°¨¬Æ²¨¢¨¬ ¥«¥¬¥²®¬ ¤«¿ Fqm

 ¤ Fq .

�°®§³¬Æ«®, ¹® ¤«¿ n = q
r � 1 Æ ¤«¿ ¤®¢Æ«¼®£® � 2 Fqm §  ±«Æ¤ª³

¤® ²¥®°¥¬¨ � £° ¦  (¯®°¿¤®ª ¥«¥¬¥²  ±ªÆ·¥®È £°³¯¨ ¤Æ«¨²¼ ¯®°¿-

¤®ª £°³¯¨) ¢¨¯«¨¢ Ä °Æ¢Æ±²¼ �n = 1. �¥µ © �1; : : : ; �s 2 Fqm , mi(X) {

¬ÆÆ¬ «¼Æ ¯®«Æ®¬¨ ¥«¥¬¥²Æ¢ �1, 1 � i � s, ²®¡²® mi(X) | ¯®«Æ®¬

 ©¬¥¸®£® ±²¥¯¥¿ ±¥°¥¤ ¯®«Æ®¬Æ¢ § ª®°¥¥¬ �i Æ §Æ ±² °¸¨¬ ª®¥´Æ-

¶ÆÄ²®¬ 1. �¥µ © g(X) |  ©¬¥¸¥ ±¯Æ«¼¥ ª° ²¥ ¯®«Æ®¬Æ¢ mi(X).

�®¤Æ g(X)j(Xn � 1). �ª¹® g(x) ¯®°®¤¦³Ä ¶¨ª«Æ·¨© ª®¤ C, ²® «¥£ª®

§°®§³¬Æ²¨, ¹® ¯®«Æ®¬ c(x) 2 Fq [x] Ä ¥«¥¬¥²®¬ ª®¤³ C ²®¤Æ © «¨¸¥ ²®¤Æ,

ª®«¨ c(�i) = 0 ¤«¿ ¢±Æµ i; 1 � i � s.
� £ ¤ Ä¬® ¯®§ ·¥¿: Fq [x] = Fq [X ]=(Xn� 1).

�¥®°¥¬  4.15. �¥µ © C � Fq [x] | ¶¨ª«Æ·¨© (n; k)-ª®¤ § ¯®°®¤¦³-

¾·¨¬ ¯®«Æ®¬®¬ g(x), �1; : : : ; �n�k | ª®°¥Æ ¯®«Æ®¬  g(X). Ǳ®«Æ®¬

c(x) = c0+ c1x+ : : :+ cn�1xn�1 Ä ª®¤®¢¨¬ ¯®«Æ®¬®¬ ²®¤Æ © «¨¸¥ ²®¤Æ,

ª®«¨ ¤«¿ ¢¥ª²®°  �c = (c0; : : : ; cn�1) ¢¨ª®³Ä²¼±¿ °Æ¢Æ±²¼0@ 1 �1 �
2
1 � � � �

n�1
1

� � � � � � � � � � � � � � �
1 �n�k �

2
n�k � � � �

n�1
n�k

1A (c0; : : : ; cn�1)
t = (0; : : : ; 0)t: (4.20)
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�®¢¥¤¥¿. �£Æ¤® § ¯®¯¥°¥¤Æ¬¨ § ³¢ ¦¥¿¬¨ c(x) 2 C ²®¤Æ © «¨¸¥

²®¤Æ, ª®«¨ c(�i) = 0 ¤«¿ ¢±Æµ i; 1 � i � n�k, ²®¡²® c0+c1�i+: : :+cn�1�n�1i

¤«¿ ¢±Æµ i; 1 � i � n � k, ²®¡²® ²®¤Æ © «¨¸¥ ²®¤Æ, ª®«¨ ¢¨ª®³Ä²¼±¿

¬ ²°¨·  °Æ¢Æ±²¼ (4.20).

�¢¥°¤¦¥¿ 4.12. �¥µ © ¥«¥¬¥² � 2 Fqm ¯®°®¤¦³Ä ¬³«¼²¨¯«Æª ²¨-

¢³ £°³¯³ F�qm . �¥µ © ¬ÆÆ¬ «¼¨© ¯®«Æ®¬ ¥«¥¬¥²  � Ä ¯®°®¤¦³¾·¨¬

¯®«Æ®¬®¬ ¶¨ª«Æ·®£® ª®¤³ C.

1. Ǳ®«Æ®¬ c(x) 2 Fq [x] Ä ¥«¥¬¥²®¬ ª®¤³ C ²®¤Æ © «¨¸¥ ²®¤Æ, ª®«¨

c(�) = 0.

2. �¥µ © q = 2; c(x) 2 C, ¥µ © ¯°¨ ¯¥°¥¤ ·Æ ±«®¢  c(x) ²° ¯¨« ±¼

®¤  ¯®¬¨«ª , ²®¡²® ¯°¨©¿²¨¬ ±«®¢®¬ Ä c0(x) = c(x) + x
j�1 ¤«¿ ¤¥¿-

ª®£® j; 1 � j � n. �®¤Æ c0(�) = �
j�1 Æ ¶¥ ¤ Ä §¬®£³ ¢¨¯° ¢¨²¨ ¯®¬¨«ª³.

�®¢¥¤¥¿. 1. �°®§³¬Æ«®, ¹® c(x) 2 C () c(X) ¤Æ«¨²¼±¿   g(X).

�¨ª®°¨±²®¢³¾·¨ ¥§¢Æ¤Æ±²¼ ¯®«Æ®¬  g(X), ®¤¥°¦³Ä¬®: c(X) ¤Æ«¨²¼±¿

  g(X)() c(�) = 0.

2. �ª¹® ¯°¨©¿²¥ ±«®¢® ¬ Ä ¢¨£«¿¤ c0(x) = c(x) + x
j�1, ¤¥ c(x) 2

C, ²® §  ¤®¢¥¤¥¨¬ c(�) = 0; ²®¬³ c0(�) = �
j�1. �¥¯¥° § «¨¸ Ä²¼±¿

§ ³¢ ¦¨²¨, ¹® ¥«¥¬¥²¨ 1; �; �2; : : : ; �n�1 °Æ§Æ, ¡® � ²¢Æ°¨© ¥«¥¬¥²

¬³«¼²¨¯«Æª ²¨¢®È £°³¯¨ F2m . �®¬³ ¯°¨ § ´Æª±®¢ ®¬³ �, § ¾·¨ �
j�1,

¬®¦¥¬® ¢¨§ ·¨²¨ ¯®ª §¨ª j�1 Æ §°®¡¨²¨ ¢¨±®¢®ª, ¹® ª®¥´Æ¶ÆÄ² cj�1
¯®«Æ®¬  c(x) ¥¯° ¢¨«¼® ¯¥°¥¤ «¨. �«¿ ¢¨¯° ¢«¥¿ ¯®¬¨«ª¨ ²°¥¡ 

§ ¬Æ¨²¨ ª®¥´Æ¶ÆÄ² c
0
j�1 ¯®«Æ®¬  c

0(x)   1, ¿ª¹® ¢Æ ¤®°Æ¢¾Ä 0, Æ  

0, ¿ª¹® ¢Æ ¤®°Æ¢¾Ä 1.

4.2.6. ���-ª®¤¨

�®§£«¿¥¬® ¬³«¼²¨¯«Æª ²¨¢³ £°³¯³ F�qm . �®  ¶¨ª«Æ·  ¯®°¿¤ª³ n =

q
m � 1. �¥µ © � ÈÈ ²¢Æ°  Æ mi(X) | ¬ÆÆ¬ «¼¨© ¯®«Æ®¬ ¥«¥¬¥² 

�
i, ²®¡²® ¯®«Æ®¬  ©¬¥¸®£® ±²¥¯¥¿ ±¥°¥¤ ¯®«Æ®¬Æ¢ § ª®°¥¥¬ �

i §Æ

±² °¸¨¬ ª®¥´Æ¶ÆÄ²®¬ 1. �¥µ © 0 6= b 2 N; 2 � d � n, ¥µ ©
g(X) = ��� (mb(X); mb+1(X); : : : ; mb+d�2(X)); (4.21)

|  ©¬¥¸¥ ±¯Æ«¼¥ ª° ²¥ ¯®«Æ®¬Æ¢ mb(X); mb+1(X); : : : ; mb+d�2(X).

�§ ·¥¿ 4.24. �®¤®¬ �®³§ -�®³¤µ³°Æ-�®ª¢Æ£¥¬  (���-ª®¤®¬) §

ª®±²°³ª²¨¢®¾ ¢Æ¤±² ¾ d  ¤ ¯®«¥¬ Fq  §¨¢ ¾²¼ ¶¨ª«Æ·¨© ª®¤

§ ¯®°®¤¦³¾·¨¬ ¯®«Æ®¬®¬ (4.21).
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� ¦«¨¢Æ±²¼ ���-ª®¤Æ¢ ¯®«¿£ Ä ¢ ²®¬³, ¹® ¤«¿ ª®¦®£® ¤®¤ ²®£®

 ²³° «¼®£® ·¨±«  d ¬®¦  ¯®¡³¤³¢ ²¨ ���-ª®¤ § ¬ÆÆ¬ «¼®¾ ª®-

¤®¢®¾ ¢Æ¤±² ¾ ¥ ¬¥¸®¾ Æ¦ d. �²¦¥, ¬¨ ¬®¦¥¬® ¡³¤³¢ ²¨ ª®¤¨,

§¤ ²Æ ¢¨¯° ¢«¿²¨ ¿ª § ¢£®¤® ¡ £ ²® ¯®¬¨«®ª. �«¿ ¶¼®£®, ¯° ¢¤ , ¤®-

¢®¤¨²¼±¿ °®§£«¿¤ ²¨ ª®¤¨ ¢¥«¨ª®È ¤®¢¦¨¨,   ¶¥ ¢Æ¤¯®¢Æ¤® §¢®¤¨²¼±¿

¤® °®§£«¿¤³ ±ªÆ·¥¨µ ¯®«Æ¢ Fqm § ¢¥«¨ª¨¬¨ m.

�¥®°¥¬  4.16. �ÆÆ¬ «¼  ª®¤®¢  ¢Æ¤±² ¼ ���-ª®¤³ § ª®±²°³ª²¨-

¢®¾ ¢Æ¤±² ¾ d ¥ ¬¥¸  Æ¦ d.

�®¢¥¤¥¿. �®±² ²¼® ¤®¢¥±²¨, ¹® ª®¦Æ d� 1 ±²®¢¯·¨ªÆ¢ ¬ ²°¨¶Æ

H =

0BB@
1 �

b
�
2b � � � �

(n�1)b

1 �
b+1

�
2(b+1) � � � �

(n�1)(b+1)

� � � � � � � � � � � � � � �
1 �

b+d�2
�
2(b+d�2) � � � �

(n�1)(b+d�2)

1CCA
Ä «ÆÆ©® ¥§ «¥¦¨¬¨ (¬¨ ¢¨ª®°¨±²®¢³Ä¬® ²¥®°¥¬³ 4.13). �«¿ ¶¼®£®

°®§£«¿¥¬® ¢¨§ ·¨ª ¬ ²°¨¶Æ, ±²®¢¯·¨ª ¬¨ ¿ª®È Ä ¡³¤¼-¿ªÆ d�1 °Æ§¨µ
±²®¢¯·¨ªÆ¢ ¬ ²°¨¶Æ H Æ ¯®ª ¦¥¬®, ¹® ¢Æ ¥³«¼®¢¨©.��������

�
bi1

�
bi2 � � � �

bid�1

�
(b+1)i1

�
(b+1)i2 � � � �

(b+1)id�1

� � � � � � � � � � � �
�
(b+d�2)i1

�
(b+d�2)i2 � � � �

(b+d�2)id�1

�������� =

= �
b(i1+i2+���+id�1)

��������
1 1 � � � 1

�
i1

�
i2 � � � �

id�1

� � � � � � � � � � � �
�
(d�2)i1

�
(d�2)i2 � � � �

(d�2)id�1

�������� =
= �

b(i1+i2+���+id�1)
Y

1�k<j<d�1
(�ij � �ik ) 6= 0:

�³² ¬¨ ¢¨ª®°¨±² «¨ ²®© ´ ª², ¹® ®¤¥°¦ ¨© ¢¨§ ·¨ª Ä ¢¨§ ·¨ª®¬

� ¤¥°¬®¤  Æ ²®¬³ ¥³«¼®¢¨©.

�²¦¥, ª®¦Æ d�1 ±²®¢¯·¨ªÆ¢ ¬ ²°¨¶Æ H Ä «ÆÆ©® ¥§ «¥¦¨¬¨, ²®¬³

¬ÆÆ¬ «¼  ª®¤®¢  ¢Æ¤±² ¼ ¶¼®£® ª®¤³ ¥ ¬¥¸  Æ¦ d.

Ǳ°¨ª« ¤
Ǳ®«Æ®¬ X

4 +X + 1 ¥§¢Æ¤¨©  ¤ F2. �¯° ¢¤Æ, Æ 0 Æ 1 ¥ Ä ©®£® ª®°¥¿¬¨,  

²®¬³ ¢Æ ¥ ¬ Ä ¬®¦¨ªÆ¢ ¯¥°¸®£® ±²¥¯¥¿. �ª¡¨ ¢Æ ¡³¢ §¢Æ¤¨¬, ²® ¤Æ«¨¢±¿ ¡  
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¤¥¿ª¨© ¥§¢Æ¤¨© ¯®«Æ®¬ ¤°³£®£® ±²¥¯¥¿  ¤ ¯®«¥¬ F2. �«¥ X
2 +X + 1 2 F2[X] Ä

Ä¤¨¨¬ ¥§¢Æ¤¨¬ ¯®«Æ®¬®¬ ¤°³£®£® ±²¥¯¥¿, Æ (X2 +X + 1) j6 (X4 +X + 1).

�²®¦, ´ ª²®°ªÆ«¼¶¥ F2[X]=(X4 +X + 1) Ä ¯®«¥¬ F16 § 24 = 16 ¥«¥¬¥²Æ¢. �¥µ ©

� = �
X 2 F16 | ª®°Æ¼ ¯®«Æ®¬  X4+X+1 2 F2[X] . Ǳ¥°¥¢Æ°¨¬®, ¹® ¯®°¿¤®ª ¥«¥¬¥² 

� ¤®°Æ¢¾Ä 15. � Ä¬® �3 6= 1, ¡® ¯®«Æ®¬¨ X
3� 1 ²  X4 +X +1 ¢§ Ä¬® ¯°®±²Æ. � ª

± ¬® �5 = ��
4 = �

2 + � 6= 1, ¡® ¯®«Æ®¬¨ X
2 +X + 1 ²  X4 +X + 1 ¢§ Ä¬® ¯°®±²Æ.

Ǳ®§ ¿ª ¯®°¿¤®ª ¥«¥¬¥²  � Ä ¤Æ«¼¨ª®¬ ·¨±«  15 Æ ¥ ¤®°Æ¢¾Ä 1,3,5, ²® ¢Æ ¤®°Æ¢¾Ä

15, ®²¦¥, ¯®°®¤¦³Ä ¬³«¼²¨¯«Æª ²¨¢³ £°³¯³ F�16 .

�±ªÆ«¼ª¨ �
4 + � + 1 = 0, ²® (�4 + � + 1)2 = �

8 + �
2 + 1 = 0 Æ (�4 + � + 1)4 =

�
16+�

4+1 = 0. �¥ ®§ · Ä, ¹® �2 Æ �4 | ²¥¦ ª®°eÆ ¯®«Æ®¬  X4+X+1. � ©¤¥¬®
¯®«Æ®¬ § ª®°¥¥¬ �

3. � «®£Æ·Æ ¬Æ°ª³¢ ¿ § ±¢Æ¤·³¾²¼ ² ª¥: ª®«¨ �
3 | ª®°Æ¼

¤¥¿ª®£® ¯®«Æ®¬   ¤ F2 , ²® (�3)2 = �
6
; (�6)2 = �

12
; (�12)2 = �

24 = �
9 | ²¥¦

ª®°¥Æ ¶¼®£® ¯®«Æ®¬ . �®¬³ °®§£«¿¥¬® ¯®«Æ®¬ (X��
3)(X��

6)(X ��
9)(X��

12).

�®¥´Æ¶ÆÄ²®¬ ¯°¨ X
3 ¶¼®£® ¯®«Æ®¬  Ä

�

3 + �

6 + �

9 + �

12 = �

3(1 + �

3 + �

6 + �

9) =
�
3(1� �

12)

1� �
3

=
�
3 � �

15

1� �
3

=
�
3 � 1

1� �
3
= 1:

�®¬³ �3 Ä ª®°¥¥¬ ¯®«Æ®¬  X
4 +X

3 +X
2 +X + 1.

Ǳ®«Æ®¬¨ X
4 +X

3 +X
2 +X + 1 ²  X4 +X + 1 ¢§ Ä¬® ¯°®±²Æ, ²®¬³  ©¬¥¸¥

±¯Æ«¼¥ ª° ²¥ ¶¨µ ¯®«Æ®¬Æ¢ §¡Æ£ Ä²¼±¿ § Èµ ¤®¡³²ª®¬. Ǳ®«Æ®¬

g(X) = (X4 +X + 1)(X4 +X

3 +X

2 +X + 1)

¬ Ä ª®°¥¿¬¨ �;�
2
; �

3
; �

4. �®¬³ ¯®«Æ®¬ g(X) ¯®°®¤¦³Ä ª®¤, ¤«¿ ª®±²°³ª²¨¢®È

¢Æ¤±² Æ d ¿ª®£® ¬ Ä¬® b = 1; b+ d� 2 = 4. �¢Æ¤±¨ d = 5, ²®¬³ °®§£«¿³²¨© ���-ª®¤
¢¨¯° ¢«¿Ä ¤¢Æ ¯®¬¨«ª¨.

4.3. �¨´°¨

Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® ¤¢®Ä §¡¨° ¾²¼±¿ ®¡¬Æ¿²¨±¿ ª®´Æ¤¥¶Æ©®¾ Æ´®°¬ -

¶ÆÄ¾, ¢¨ª®°¨±²®¢³¾·¨ ¤¥¿ª¨© ¥ ¤Æ©¨© ª  « §¢'¿§ª³. �¥ ¤Æ©Æ±²¼

ª  «³ ¬®¦¥ ¡³²¨ ±¯°¨·¨¥  ¥± ª¶Æ®®¢ ¨¬ ª®°¨±²³¢ ·¥¬, ¬¥² 

¿ª®£® ¯®«¿£ Ä ¢ ²®¬³ ( «¥ ¥ § ¢¦¤¨ ²Æ«¼ª¨ ¢ ²®¬³), ¹®¡ (1) § ¢®«®¤Æ²¨

¶ÆÄ¾ Æ´®°¬ ¶ÆÄ¾; (2) ¤¥§Æ´®°¬³¢ ²¨ ®¤¥°¦³¢ ·  ±¯®²¢®°¥¨¬ ¯®¢Æ-

¤®¬«¥¿¬; (3) ®¡¬ ³²¨ ¢Æ¤¯° ¢¨ª  ·¨ ®¤¥°¦³¢ · , ·¨ ®¡®µ ±²®±®¢®

®±®¡¨ ¯°®²¨«¥¦®È ±²®°®¨. �° ¤¨¶Æ©®, ¤¢®µ «¥£ «¼¨µ ª®°¨±²³¢ ·Æ¢

ª  «³ §¢'¿§ª³  §¨¢ ¾²¼ �«Æ±®¾ Æ �®¡®¬, ²°¥²¼®£® ¥¤°³¦¼®£® ¯¥°±®-

 ¦  | ±³¯¥°¨ª®¬ (�¥§ °¥¬). �®¡ §¡¥°¥£²¨ ² Ä¬¨¶¾, �®¡ ¸¨´°³Ä

±¢®Ä ¯®¢Æ¤®¬«¥¿, ²®¡²® ¯¥°¥²¢®°¾Ä ©®£® ¤® ¥§°®§³¬Æ«®È ¤«¿ ±³¯¥°¨-

ª  ´®°¬¨, § ±²®±³¢ ¢¸¨  «£®°¨²¬ ¸¨´°³¢ ¿ E. � °¥§³«¼² ²Æ § ¯®-

¢Æ¤®¬«¥¿ M , ¿ª¥ ¹¥  §¨¢ ¾²¼ ¢Æ¤ª°¨²¨¬ ²¥ª±²®¬, ¢¨µ®¤¨²¼ ª°¨¯²®-

²¥ª±² C = E(K;M), ¿ª¨© �®¡ Æ ¯®±¨« Ä �«Æ±Æ. �²°¨¬ ¢¸¨ ª°¨¯²®²¥ª±²
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C
0, �«Æ±  ¤¥¸¨´°³Ä ©®£® §  ¤®¯®¬®£®¾  «£®°¨²¬³ ¤¥¸¨´°³¢ ¿ D Æ

®²°¨¬³Ä ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ M 0 = D(K0
; C

0). �³²  «£®°¨²¬¨ ¸¨´°³¢ ¿ ² 

¤¥¸¨´°³¢ ¿ § «¥¦ ²¼ ¢Æ¤ ª«¾·Æ¢ K ²  K0 Æ ° §®¬ ±² ®¢«¿²¼ ª°¨¯-

²®±¨±²¥¬³  ¡®, ¯°®±²Æ¸¥, ¸¨´°. �«¾· Æ ª°¨¯²®²¥ª±² ¬ ¾²¼ ¢¨§ · ²¨

¢Æ¤ª°¨²¨© ²¥ª±² ®¤®§ ·®. �µ¥¬³  ¢¥¤¥®È ª°¨¯²®±¨±²¥¬¨ §®¡° ¦¥-

®   °¨±. 4.17.

? -
6

-

?

?�

?�

6

� -

M

C = E(K;M)

C
0

M
0 = D(K 0

; C
0)

�®¡

�«Æ± 

�±² ²ª³¢ ¿

¸¨´°³¢ ¿

�  «

§¢'¿§ª³
�³¯¥°¨ª

(�¥§ °)

�±² ²ª³¢ ¿

¤¥¸¨´°³¢ ¿

�¨±. 4.17. �µ¥¬  ª°¨¯²®±¨±²¥¬¨

�ª¹® ±³¯¥°¨ª®¢Æ ¢¤ «®±¿ § ©²¨ ±¯®±Æ¡ § µ®¤¦¥¿ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿

§  ª°¨¯²®²¥ª±²®¬, ²® ª ¦³²¼, ¹® ¢Æ °®§ª°¨¢ ¸¨´°. �°¨¯²®£° ´Æ¿ Ä

¬¨±²¥¶²¢®¬ ±²¢®°¥¿ ¸¨´°Æ¢,   ª°¨¯²®  «Æ§ | Èµ °®§ª°¨²²¿. � ª¨©

¯®¤Æ« ª°¨¯²®«®£ÆÈ   ÈÈ ¤¢Æ ±ª« ¤®¢Æ ¤¥¹® ³¬®¢¨©,  ¤¦¥ ª°¨¯²®£° ´ ¥

¬®¦¥ ¡³²¨ ¢¯¥¢¥¨© ³  ¤Æ©®±²Æ ¸¨´°³ ¡¥§ ¯°®¢¥¤¥¿ ©®£® ª°¨¯²®-

  «Æ§³. � ¸¨°¸®¬³ ²° ª²³¢ Æ, § ¢¤ ¿ ª°¨¯²®  «Æ§³ ¥ «¨¸¥ « -

¬ ²¨ ¸¨´°¨, ²®¡²® ¤®¢®¤¨²¨ Èµ ¥ ¤Æ©Æ±²¼,   ©  ¢¯ ª¨, ¤®¢®¤¨²¨ ³

¢¨£«¿¤Æ ¬ ²¥¬ ²¨·®È ²¥®°¥¬¨  ¤Æ©Æ±²¼ ¸¨´°³, ¯®¯¥°¥¤¼® ®§ ·¨¢-

¸¨, ¿ª¨© ± ¬¥ ¸¨´° ²°¥¡  ¢¢ ¦ ²¨  ¤Æ©¨¬.

�²¦¥, ¯¥°¥¤ ±³¯¥°¨ª®¬ (ª°¨¯²®  «Æ²¨ª®¬) ±²®È²¼ § ¢¤ ¿ ¢Æ¤®-

¢¨²¨ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ M . �£Æ¤® § ²° ¤¨¶Æ©®¾ ²¥°¬Æ®«®£ÆÄ¾ ¢Æ ¯°®¢®-

¤¨²¼  ² ª³   ¸¨´°. �ª¹®  ² ª  ¯¥¢®£® ¢¨¤³ ¯°¨§¢®¤¨²¼ ¤® °®§ª°¨²-

²¿ ¸¨´°³, ²® ¸¨´° Ä ¢° §«¨¢¨¬ ¤® ¥È; ¿ª¹® ¦ Æ, ²® ¸¨´° Ä ±²Æ©ª¨¬

¤® ² ª®£® ¢¨¤³  ² ª¨. �¥²®¤ ¯®¢®£® ¯¥°¥¡®°³ ª«¾·Æ¢  §¨¢ ²¨¬¥¬®

¡°³² «¼®¾  ² ª®¾. �²®¦, ¤«¿ ±²Æ©ª®±²Æ ª°¨¯²®±¨±²¥¬¨ ¤® ¡°³² «¼®È



182 ����Å� 4. �����, ���� �� �����

 ² ª¨ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ÈÈ ¬®¦«¨¢¨µ ª«¾·Æ¢ ¬³±¨²¼ ¡³²¨ ¤®±¨²¼ ¢¥«¨ª®¾, ¹®¡

¯®¢¨© ¯¥°¥¡Æ° ¥ ¬®¦  ¡³«® §°®¡¨²¨ Æ §  ¿ª¨© °®§³¬¨© · ±  ¢Æ²¼

§ ¢¨ª®°¨±² ¿¬ ¸¢¨¤ª®¤Æ¾·®È ®¡·¨±«¾¢ «¼®È ²¥µÆª¨.

� ³¢ ¦¨¬®, ¹® § µ®¤¦¥¿ ª«¾·  ¥ Ä Ä¤¨® ¬®¦«¨¢¨¬ ±¯®±®¡®¬

¤®±¿£²¨ ³±¯Æµ³ ±³¯¥°¨ª®¢Æ. Ǳ°¨ª« ¤®¬ ¬®¦¥ ±«³£³¢ ²¨ · ±²®²¨© ¬¥-

²®¤ ®¯¨± ¨© ³ ¯³ª²Æ 4.3.1..

�«¿ °®§¢'¿§³¢ ¿ ±¢®£® § ¢¤ ¿ ª°¨¯²®  «Æ²¨ª ¬®¦¥ ¬ ²¨ °Æ§Æ

¯¥°¥¤³¬®¢¨. �«¿ ¨µ ¯°¨©¿²  ² ª  ª« ±¨´Æª ¶Æ¿.

�² ª  «¨¸¥ § ª°¨¯²®²¥ª±²®¬. �³¯¥°¨ª § Ä «¨¸¥ ª°¨¯²®²¥ª±². �

£Æ°¸®¬³ ¢¨¯ ¤ª³ (ª° ¹®¬³ § ¯®£«¿¤³ ±³¯¥°¨ª ), ª°Æ¬ E(K;M), ¢Æ¤®¬ 

¹¥ ¯¥¢  ªÆ«¼ªÆ±²¼ ª°¨¯²®²¥ª±²Æ¢ E(K;M1); : : : ; E(K;Ms), § ¸¨´°®¢ -

¨µ § ¢¨ª®°¨±² ¿¬ ²®£® ± ¬®£® ª«¾· .

�² ª  § ¢Æ¤®¬¨¬ ¢Æ¤ª°¨²¨¬ ²¥ª±²®¬. �°Æ¬ E(K;M), ±³¯¥°¨ª § Ä

¿ª ¤®¤ ²ª®¢Æ ª°¨¯²®²¥ª±²¨ E(K;M1); : : : ; E(K;Ms), ² ª Æ ¢Æ¤¯®¢Æ¤Æ È¬

¢Æ¤ª°¨²Æ ²¥ª±²¨ M1; : : : ;Ms.

�² ª  § ¢¨¡° ¨¬ ¢Æ¤ª°¨²¨¬ ²¥ª±²®¬. �³¯¥°¨ª ¬ Ä ¤®±²³¯ ¤®

À¸¨´°³¾·®£® ³±² ²ª³¢ ¿Á Æ ±¯°®¬®¦¨© ®²°¨¬ ²¨ ª°¨¯²®²¥ª±²¨

E(K;M1); : : : ; E(K;Ms) ¤«¿ ¢¨¡° ¨µ   ¢« ±¨© °®§±³¤ ¢Æ¤ª°¨²¨µ ²¥ª-

±²Æ¢ M1; : : : ;Ms. �¿  ² ª  ¢Æ¤¯®¢Æ¤ Ä ¬ÆÆ¬ «¼¨¬ ¬®¦«¨¢®±²¿¬ ±³¯¥°-

¨ª  ³ ¢¨¯ ¤ª³ ª°¨¯²®±¨±²¥¬ § ¢Æ¤ª°¨²¨¬ ª«¾·¥¬, ¿ª¨¬ ¯°¨±¢¿·¥®

¯³ª²¨ 4.3.2.{4.3.6. ²  °®§¤Æ« V [5].

�² ª  § ¢¨¡° ¨¬ ª°¨¯²®²¥ª±²®¬. �³¯¥°¨ª ¬ Ä ¤®±²³¯ ¤® À¤¥-

¸¨´°³¾·®£® ³±² ²ª³¢ ¿Á Æ ±¯°®¬®¦¨© ®¤¥°¦ ²¨ ¢Æ¤ª°¨²Æ ²¥ª±²¨

D(K0
; C1); : : : ; D(K

0
; Cs) ¤«¿ ¢¨¡° ¨µ   ¢« ±¨© °®§±³¤ ª°¨¯²®²¥ª±-

²Æ¢ C1; : : : ; Cs (®¤ ª, ¿ª Æ ³ ¢¨¯ ¤ª³ ¯®¯¥°¥¤¼®È  ² ª¨, ¥±¯°®¬®¦¨©

®²°¨¬ ²¨ ¡¥§¯®±¥°¥¤¼® ² Ä¬¨© ª«¾·).

�  ±²³¯¨µ ¯³ª² µ ¬¨ °®§£«¿¥¬® ª®¶¥¯¶ÆÈ ¯®¡³¤®¢¨ ª°¨¯²®±¨±-

²¥¬,  ¢¥¤¥¬® ¯°¨ª« ¤¨ °®¡®²¨ Èµ  «£®°¨²¬Æ¢ ¸¨´°³¢ ¿ ²  ¤¥¸¨´-

°³¢ ¿ Æ ¥ ¡³¤¥¬® ²®°ª ²¨±¼ ¯¨² ¼ ª°¨¯²®  «Æ§³. � ¶Æª ¢«¥®¬³

ª°¨¯²®«®£ÆÄ¾ ·¨² ·¥¢Æ °¥ª®¬¥¤³Ä¬® ª¨£³ [5].

4.3.1. �« ±¨·Æ ¸¨´°¨

� ª« ±¨·Æ© ª°¨¯²®£° ´ÆÈ ¬®¦  ¢¨¤Æ«¨²¨ ¤¢  ®±®¢¨µ ²¨¯¨ ¯¥°¥²¢®-

°¥¿ ¢Æ¤ª°¨²®£® ²¥ª±²³ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ ° §®¬ § Èµ ª®¬¡Æ ¶Æ¿¬¨.

1. Ǳ¥°¥²¢®°¥¿ ¯¥°¥±² ®¢ª¨ §¬Æ¾Ä ¯®°¿¤®ª £°³¯¨ ±¨¬¢®«Æ¢ §  ¤¥-

¿ª¨¬ ¯° ¢¨«®¬, ¥ §¬Æ¾¾·¨ Èµ ± ¬¨µ. �®¡²®, ¿ª¹® ¯®¢Æ¤®¬«¥¿
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M ±ª« ¤ Ä²¼±¿ § m ¡«®ªÆ¢, M = B1B2 : : :Bm, ¤¥ ª®¦¨© ¡«®ª Bi

¬Æ±²¨²¼ n ±¨¬¢®«Æ¢, Bi = bi;1; bi;2 : : : bi;n i = 1; 2; : : : ; n, ²® ª°¨¯-

²®²¥ª±² | ¶¥ C = C1C2 : : :Cm, ¤¥ Ci = bi;�(1)bi;�(2) : : : bi;�(n) ¤«¿

ª®¦®£® i = 1; 2; : : : ; m,   � 2 Sn | ¤¥¿ª  ´Æª±®¢   ¯¥°¥±² ®¢ª 

·¨±¥« 1; 2; : : : ; n.

2. Ǳ¥°¥²¢®°¥¿ ¯Æ¤±² ®¢ª¨ § ¬Æ¾Ä ±¨¬¢®«¨ ¢Æ¤ª°¨²®£® ²¥ª±²³ ¢Æ¤-

¯®¢Æ¤¨¬¨ ±¨¬¢®« ¬¨ §  «´ ¢Æ²³ ª°¨¯²®²¥ª±²³. �®¡²®, ¿ª¹®M =

a1a2 : : :an | ¯®¢Æ¤®¬«¥¿, ²® ¸¨´°®¢ ¨© ²¥ª±² C = f1(a1)f2(a2)

: : :fn(an) ®¤¥°¦³Ä¬® §  ¤®¯®¬®£®¾ n ¢Æ¤®¡° ¦¥¼ fi; i = 1; 2; : : : ; n

§  «´ ¢Æ²³ ¢Æ¤ª°¨²®£® ²¥ª±²³ ¢  «´ ¢Æ² ª°¨¯²®²¥ª±²³.

3. �®¬¡Æ³¾·¨ ¸¨´°¨ 1 Æ 2, ®¤¥°¦¨¬® ¸¨´°¨ ¯¥°¥±² ®¢ª¨/¯Æ¤±² -

®¢ª¨ (S/P-¸¨´°¨).

Ǳ°¨ª« ¤¨

1. �¥µ © ¬¨ µ®·¥¬® § ¸¨´°³¢ ²¨ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ À¤¨±ª°¥²  ¬ ²¥¬ ²¨ª Á. �«¿

¶¼®£® § ¯¨¸¥¬® ¶¥© ¢Æ¤ª°¨²¨© ²¥ª±² ³ §¢®°®²®¬³ ¯®°¿¤ª³. �¤¥°¦¨¬® ª°¨¯-

²®²¥ª±²

 ª¨² ¬¥² ¬  ²¥°ª±¨¤

�¥ ®¤¨ ¯°¨ª« ¤ ¸¨´°³ ¯¥°¥±² ®¢ª¨ | ¶¥ ¸¨´° · ±²®ª®«³. �®¡ § ¸¨´°³-

¢ ²¨ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ ²¥ª±² § ¯¨±³¾²¼ ³ ¢¨£«¿¤Æ À· ±²®ª®«³Á ¤ ¨
±
ª
°
¥
²


 

¬
 
²
¥

¬
 
²
¨
ª

  Æ, §·¨²³¾·¨ ²¥ª±² °¿¤ª ¬¨, ¯®· ¢¸¨ § ¢¥°µ¼®£®, ®¤¥°-
¦¨¬® ª°¨¯²®²¥ª±² ¨ª¥  ¥ ¨ ¤±°² ¬²¬²ª. �ª¹® ¢¨¡¥°¥¬® À¢¨±®²³Á · ±²®ª®«³,

¿ª  ¤®°Æ¢¾Ä 3, ²® ª°¨¯²®²¥ª±² ¡³¤¥ ² ª¨¬ ±¥  ¬¨¨°¬¥² ¤ª² ² ª.

2. �¨´° �¥§ °¿. � ¢¼®°¨¬±¼ª¨© Æ¬¯¥° ²®° �«Æ© �¥§ ° ¸¨´°³¢ ¢ ±¢®È ² Ä¬Æ
¯®±« ¿, ¯Æ¤±² ¢«¿¾·¨ § ¬Æ±²¼ ª®¦®È ¡³ª¢¨ Æ¸³, ¿ª³ ®¤¥°¦³¢ «¨ ¶¨ª«Æ·¨¬

§±³¢®¬  «´ ¢Æ²³   ²°¨ ¯®§¨¶ÆÈ. �ª¹® ¶¥© ±¯®±Æ¡  ¤ ¯²³¢ ²¨ ¤® ²¥ª±²Æ¢ § ¯¨-

± ¨µ ³ª° È±¼ª®¾  ¡¥²ª®¾, ²®   ¬Æ¿Ä²¼±¿   £, ¡   £�, ¢   ¤,..., ¿   ¢. �«®¢³
¬ ²¥¬ ²¨ª  ¢ ®¯¨± Æ© ª°¨¯²®±¨±²¥¬Æ ¢Æ¤¯®¢Æ¤ Ä ª°¨¯²®²¥ª±² ¯£µ§¯£µ©£.

3. �®§£«¿¥¬® ¸¨´°, ¿ª¨© Ä ª®¬¡Æ ¶ÆÄ¾ ¸¨´°Æ¢ ¯¥°¥±² ®¢ª¨ ²  § ¬Æ¨. �«¿

²®£® ¹®¡ § ¸¨´°³¢ ²¨ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿, ¿ª¥ § ¯¨± ¥ ³ª° È±¼ª®¾  ¡¥²ª®¾, ¢¨-
ª® Ä¬® ²° ±«Æ²¥° ¶Æ¾ ©®£® ¡³ª¢ ³ « ²¨±¼ª³  ¡¥²ª³ Æ § ±²®±³Ä¬® ¸¨´° · ±-

²®ª®«³ ¢¨±®²¨ 2. � ¯°¨ª« ¤, ±«®¢® ¿¡«³ª® ¯¥°¥©¤¥ ³ ª°¨¯²®²¥ª±² alkybuo.

�ª¹® §¬Æ¨²¨ ¯®°¿¤®ª ¢¨ª®°¨±² ¿ ¶¨µ ¯¥°¥²¢®°¥¼, ²® ®¤¥°¦¨¬® Æ¸¨©
¸¨´°, ¢ ¿ª®¬³ ±«®¢³ ¿¡«³ª® ¢Æ¤¯®¢Æ¤ ²¨¬¥ ª°¨¯²®²¥ª±² buoyalk.

�ª¹® ¢¨ª®°¨±²®¢³Ä²¼±¿ «¨¸¥ ®¤¨  «´ ¢Æ² ¤«¿ ¸¨´°®¢ ¨µ ¯®¢Æ-

¤®¬«¥¼, ²® ª°¨¯²®±¨±²¥¬   §¨¢ Ä²¼±¿ ®¤® «´ ¢Æ²®¾. �°¨¯²®±¨±-

²¥¬¨, ¢ ¿ª¨µ ¡³ª¢  ¸¨´°®¢ ®£® ²¥ª±²³ ¬®¦¥ §®¡° ¦ ²¨ ¡Æ«¼¸¥ ®¤ÆÄÈ

¡³ª¢¨ ¢Æ¤ª°¨²®£® ²¥ª±²³,  §¨¢ ¾²¼ ¯®«Æ «´ ¢Æ²¨¬¨.
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�¤® «´ ¢Æ²Æ ¸¨´°¨ ¯Æ¤±² ®¢ª¨ (§ ¬Æ¨) ¢¨ª®°¨±²®¢³¾²¼ ®¤¨ §

n! ¬®¦«¨¢¨µ ª«¾·Æ¢, ¤¥ n | ªÆ«¼ªÆ±²¼ ±¨¬¢®«Æ¢  «´ ¢Æ²³. �®¡²®, ¬®¦-

  ±²¢¥°¤¦³¢ ²¨, ¹® ¶Æ ¸¨´°¨ Ä ±²Æ©ª¨¬¨ ¤® ¡°³² «¼®È  ² ª¨. Ǳ°®²¥

¢®¨ ¥ Ä  ¤Æ©¨¬¨, Èµ ¬®¦  «¥£ª® §« ¬ ²¨, ¢¨ª®°¨±²®¢³¾·¨ · ±²®-

²¨©   «Æ§. �¥© ¬¥²®¤ £�°³²³Ä²¼±¿   ² ª®¬³ ¥¬¯Æ°¨·®¬³ ´ ª²Æ: ³

¤®±¨²¼ ¤®¢£¨µ ²¥ª±² µ ª®¦  ¡³ª¢  ²° ¯«¿Ä²¼±¿ § ¯°¨¡«¨§® ®¤ ª®-

¢®¾ · ±²®²®¾, § «¥¦®¾ ¢Æ¤ ± ¬®È ¡³ª¢¨ Æ ¥§ «¥¦®¾ ¢Æ¤ ª®ª°¥²®£®

²¥ª±²³. �  ¯Æ¤±² ¢Æ ¶¼®£® ´ ª²³ ª®¦®¬³ ±¨¬¢®«³ ¬®¦  ¯°¨¯¨± ²¨

¤¥¿ª¥ ·¨±«®, · ±²®²³ ¶¼®£® ±¨¬¢®«³ ¢ ¬®¢Æ.

Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® ¯¥°¥µ®¯«¥® ¤®¢£¨© ª°¨¯²®²¥ª±² ( ¡® ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼

¡ £ ²¼®µ ª®°®²ª¨µ), ®¤¥°¦ ¨© §  ¤®¯®¬®£®¾ ¸¨´°³ § ¬Æ¨. � ±²®²-

¨¬ ¬¥²®¤®¬ ¬®¦  ¢¨ª® ²¨ ¤¥¸¨´°³¢ ¿,  ¢Æ²¼ ¥ § ¾·¨ ª«¾-

· . �«¿ ¶¼®£® ®¡·¨±«¾¾²¼ · ±²®²¨ ª®¦®£® ±¨¬¢®«³ ¢ ª°¨¯²®²¥ª±²Æ Æ

¯®°Æ¢¾¾²¼ ®¤¥°¦ Æ °¥§³«¼² ²¨ § ² ¡«¨·ª®¾ · ±²®² ¤«¿ ¬®¢¨, ¿ª®¾

 ¯¨± ® ¯®¢Æ¤®¬«¥¿. Ǳ°®¢Æ¢¸¨ ¯¥¢¨©   «Æ§ ²  ¢¨ª®°¨±²®¢³¾·¨

¥¢¥«¨ª¨© ¯¥°¥¡Æ°, ¬®¦  °®§¯Æ§ ²¨ ¡Æ«¼¸Æ±²¼ ±¨¬¢®«Æ¢ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿.

� ·³ °®«¼ ²³² ¢Æ¤Æ£° Ä ² ª  ¢« ±²¨¢Æ±²¼ ¬®¢¨, ¿ª  ¤«¨¸ª®¢Æ±²¼, ²®¡-

²® ²¥ª±² ¬®¦  ¯®®¢¨²¨, ª®«¨ · ±²¨  ©®£® ¡³ª¢ ¥¢Æ¤®¬ .

Ǳ°®Æ«¾±²°³Ä¬® § £ «¼³ Æ¤¥¾ · ±²®²®£®   «Æ§³ ² ª¨¬ ¯°¨ª« ¤®¬.

�¥µ ©  ¬ ¢Æ¤®¬®, ¹® ª°¨¯²®²¥ª±² ¼¶µ´©È®²µ±¶®È©³µ·Ä¬µ³¶µ¦Ä·§®´µ±

®¤¥°¦ «¨ ¸¨´°®¬ §±³¢³, ¯°¨·®¬³ ¯°®¯³±ª¨ ²  °®§¤Æ«®¢Æ § ª¨ Æ£®-

°³¢ «¨. ǱÆ¤° µ³Ä¬® · ±²®²¨ Æ ¯®¬Æ· Ä¬®, ¹®  ©¡Æ«¼¸ ,   ± ¬¥ 6=31,

¯°¨¯ ¤ Ä   «Æ²¥°³ µ. Ǳ°¨°®¤® ¯°¨¯³±²¨²¨, ¹® ³ ¢Æ¤ª°¨²®¬³ ²¥ª±²Æ

È© ¢Æ¤¯®¢Æ¤ Ä  ©¯®¸¨°¥Æ¸  ¢ ³ª° È±¼ªÆ© ¬®¢Æ «Æ²¥°  ®. �¥ ®§ · -

«® ¡, ¹® ¤®¢¦¨  §±³¢³ ¤®°Æ¢¾Ä 7. �¨ª® Ä¬® ®¡¥°¥¨© §±³¢, ²®¡-

²®   ±Æ¬ ¯®§¨¶Æ© ¢«Æ¢®, Æ ±¯° ¢¤Æ ®¤¥°¦¨¬® §¬Æ±²®¢¥ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿:

³¯®¥¤Æ«®ª¯Æ¤¥¬®° §®¬¯®¡ °¢Æ®ª.

Å±³¾²¼ ¤®±ª® «Æ¸Æ °Æ§®¢¨¤¨ · ±²®²®£®   «Æ§³, ¿ªÆ, ª°Æ¬ · ±²®²

®ª°¥¬¨µ ±¨¬¢®«Æ¢, ¢° µ®¢³¾²¼ ² ª®¦ · ±²®²¨ ¯ ° ±¨¬¢®«Æ¢. �Æ ¬¥²®-

¤¨ ¤ ¾²¼ §¬®£³ « ¬ ²¨ ¯¥¢Æ ª« ±¨ ¸¨´°Æ¢ § ¬Æ¨. � ª®¦ · ±²®²¨©

  «Æ§ ¤®¯®¬ £ Ä ª®¬¯'¾²¥°®¢Æ ¡¥§ ³· ±²Æ «¾¤¨¨ ¢Æ¤°Æ§¨²¨ ®±¬¨±«¥-

¨© ²¥ª±² ¢Æ¤ µ ®²¨·®£®  ¡®°³ ±¨¬¢®«Æ¢. � ¢¤¿ª¨ ¶¼®¬³   ¬ ¸¨³

¬®¦  ¯¥°¥ª« ±²¨ ¢¨ª® ¿ ¡°³² «¼®È  ² ª¨, ²®¡²® ¯®¢®£® ¯¥°¥¡®°³

ª«¾·Æ¢.

Ǳ®¤ ¿ ²¥ª±²³ ³ ¶¨´°®¢Æ© ´®°¬Æ. �«¿ ±³· ±¨µ § ±®¡Æ¢ ¯¥°¥¤ ·Æ,

§¡¥°¥¦¥¿ ²  ®¯° ¶¾¢ ¿ Æ´®°¬ ¶ÆÈ §°³·Æ¸¨¬ Ä ÈÈ ¯®¤ ¿ ³ ¶¨´-

°®¢Æ© ´®°¬Æ. �®¡  ©¯°®±²Æ¸¥ ¤®±¿£³²¨ ¶¼®£®, ¬®¦  § ¬Æ¨²¨ ±¨¬¢®-
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«¨ ²¥ª±²³ ÈµÆ¬¨ ®¬¥° ¬¨ ³  «´ ¢Æ²Æ. � ¯°¨ª« ¤, § ³¬¥°³Ä¬® ¡³ª¢¨

³ª° È±¼ª®È  ¡¥²ª¨ ¯®·¨ ¾·¨ § 0.

  ¡ ¢ £ £� ¤ ¥ Ä ¦ § ¨ � � � � � � ¹ ¼ ¾ ¿

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 � � � � � � 29 30 31 32

� ¯°¨ª« ¤, ±«®¢® ¡ ª ¡³¤¥ ¯®¤ ¥ ¿ª 01 00 17 14. �ª¹® ¯®²°Æ¡®, ²®

¢  «´ ¢Æ² ¬®¦  ¢¢¥±²¨, ª°Æ¬ ¡³ª¢, ² ª®¦ § ª¨ ¯³ª² ¶ÆÈ, ¯°®¯³±ª,

¶¨´°¨ ²®¹®. �®¬¥°¨ ¡³ª¢ ¬®¦¥¬® § ¯¨±³¢ ²¨ ¥ ¢ ¤¥±¿²ª®¢Æ© ±¨±²¥¬Æ

·¨±«¥¿,   ³ ¤¢Æ©ª®¢Æ©. �«¿ ±«®¢  ¡ ª ®¤¥°¦¨¬® ² ª¨© ¤¢Æ©ª®¢¨© § ¯¨±

000001 000000 010001 001110.

�¥¯¥° ¬®¦¥¬® ¤ ²¨ ®§ ·¥¿ ®¤®£® ª« ±³ ¸¨´°Æ¢ § ¬Æ¨.

�§ ·¥¿ 4.25. �Æ¤®¡° ¦¥¿ n! an+ b (mod m) ªÆ«¼¶¿ Zm ¢ ±¥¡¥

¯°¨ ´Æª±®¢ ¨µ a; b 2 Zm Æ ���(a;m) = 1  §¨¢ Ä²¼±¿ ¬®¤³«¿°¨¬

¸¨´°®¬.

Ǳ°¨ a = 1; b = 3; m = 33 ®¤¥°¦¨¬® ¸¨´° �¥§ °¿ ¤«¿ ¯®¢Æ¤®¬«¥¼

§ ¯¨± ¨µ ¬®¢®¾,  «´ ¢Æ² ¿ª®È ¬Æ±²¨²¼ ¥ ¡Æ«¼¸¥ 33 ±¨¬¢®«Æ¢. � ¯°¨ª-

« ¤, ¢Æ¤ª°¨²¨© ²¥ª±² 22 00 17 14 § ¸¨´°®¢³Ä¬® ¿ª 25 03 20 17,  ¡®

¥ª¢Æ¢ «¥²® ¿ª µ£°.

�¤® «´ ¢Æ²¨© ¸¨´° ¬®¦¥ ¡³²¨ ¯Æ¤±¨«¥¨©, ¿ª¹® ¢¨ª®°¨±²®¢³¢ ²¨

¯®«Æ «´ ¢Æ²¨© ¸¨´° § ¬Æ¨, ¿ª¨© ¯°¨µ®¢³Ä · ±²®²¨ ¡³ª¢ §  ° µ³®ª

ª° ²¨µ ¯Æ¤±² ®¢®ª. Ǳ°¨ ¸¨´°³¢ Æ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ ¢¨ª®°¨±²®¢³¾²¼

¡Æ«¼¸¥ ®¤®£®  «´ ¢Æ²³, Æ ª«¾· ¯Æ¤ª §³Ä, ¿ª³ ¯Æ¤±² ®¢ª³ ¢¨ª®°¨±²®¢³¢ -

²¨ ¤«¿ ª®¦®£® ±¨¬¢®«³. � ªÆ ¸¨´°¨  §¨¢ ¾²¼±¿ ¸¨´° ¬¨ �Æ¦¥¥° .

�®·Æ¸¥, ¯®«Æ «´ ¢Æ²¨© ¸¨´° ¯Æ¤±² ®¢ª¨ § ¯¥°Æ®¤®¬ s ±ª« ¤ Ä²¼±¿

§ s ¸¨´°³¢ «¼¨µ  «´ ¢Æ²Æ¢ Æ ¢Æ¤®¡° ¦¥¼ fi : A ! Bi; i = 1; 2; : : : ; s;

¿ªÆ ¢¨§ · ¾²¼±¿ ª«¾·¥¬. Ǳ¥°¥¢ ¦® ¿ª ª«¾· ¢¨ª®°¨±²®¢³¾²¼ ¤¥¿ª¥

±«®¢® K = k1k2 : : : ks Æ fi(x) = x + ki (mod33): �Æ¤ª°¨²¨© ²¥ª±² M =

x1x2 : : : xsxs+1 : : : x2s::: § ¸¨´°®¢³¾²¼ ¿ª f1(x1)f2(x2) : : :fs(xs) f1(xs+1)

::fs(x2s) : : : , ²®¡²® ¯®¢²®°¥¿¬ ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ ¢Æ¤®¡° ¦¥¼ f1; f2; : : : ; fs
¤«¿ ª®¦¨µ s ±¨¬¢®«Æ¢. �«¿ ¸¨´°³¢ ¿ ¬®¦  ¢¨ª®°¨±²®¢³¢ ²¨ ª¢ ¤-

° ² �Æ¦¥¥° 

  ¡ : : : ¾ ¿

¡ ¢ : : : ¿  

. . : : : . .

¾ ¿ : : : ¹ ¼

¿   : : : ¼ ¾
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Ǳ°®¶¥¤³°³ ¸¨´°³¢ ¿ ¬®¦  ±¯°®±²¨²¨, ¿ª¹® ¬¨ § ³¢ ¦¨¬®, ¹®

¬®¦  ¢¨ª®°¨±²®¢³¢ ²¨ ¥ ¢±Æ °¿¤ª¨ ( «´ ¢Æ²¨) ª¢ ¤° ²  �Æ¦¥¥° . �¥-

µ © ª«¾· | À����Á, ²®¤Æ s = 4 Æ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ fi § ¤ ¾²¼ ² ª®¾ ² ¡-

«¨¶¥¾, ¤¥ ª«¾· ±²®È²¼ ³ ¯¥°¸®¬³ ±²®¢¯¶Æ

  ¡¢££�¤¥Ä¦§¨ÆÈ©ª«¬®¯°±²³´µ¶·¸¹¼¾¿
³ ´µ¶·¸¹¼¾¿ ¡¢££�¤¥Ä¦§¨ÆÈ©ª«¬®¯°±²
¥ Ä¦§¨ÆÈ©ª«¬®¯°±²³´µ¶·¸¹¼¾¿ ¡¢££�¤
´ µ¶·¸¹¼¾¿ ¡¢££�¤¥Ä¦§¨ÆÈ©ª«¬®¯°±²³
  ¡¢££�¤¥Ä¦§¨ÆÈ©ª«¬®¯°±²³´µ¶·¸¹¼¾¿

� ¶¼®¬³ ¢¨¯ ¤ª³ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ ¤¨±ª°¥² ¬ ²¥¬ ²¨ª  ¸¨´°³Ä²¼±¿ ¿ª

¸¬Èª¨È¨³²´²¹²´² °´, ²®¡²® j-²  ¡³ª¢  ¢Æ¤ª°¨²®£® ²¥ª±²³ ¢Æ¤®¡° ¦ -

Ä²¼±¿ ¢ ±¨¬¢®«, ¿ª¨© Ä ³ ¢Æ¤¯®¢Æ¤®¬³ ±²®¢¯¶Æ ²  (j mod 4) °¿¤ª³ ( «´ -

¢Æ²Æ). � ¯°¨ª« ¤, ¡³ª¢  ± ¢Æ¤®¡° ¦ Ä²¼±¿ ³ ¡³ª¢³ È, ¹® Ä ¢ ±²®¢¯¶Æ, ¿ª¨©

¯®·¨ Ä²¼±¿ ¡³ª¢®¾ ± Æ ¢ °¿¤ª³, ¿ª¨© ¯®·¨ Ä²¼±¿ ¡³ª¢®¾ ´ (3 ¡³ª¢®¾

 ¸®£® ª«¾· ).

�¥£ª® § ³¢ ¦¨²¨, ¹® ª«¾· À����Á ³ § ¯°®¯®®¢ Æ©  ¬¨ ¶¨´°®¢Æ©

´®°¬Æ ¬ Ä ¢¨£«¿¤ 23 06 24 00 Æ ¸¨´°³¢ ¿ ¬®¦  ¢¨ª® ²¨ ¤®¤ ¢ -

¿¬ §  ¬®¤³«¥¬ 33 ¢Æ¤¯®¢Æ¤¨µ ·¨±¥« ª«¾·  ¤® ·¨±¥«, ¹® ¢Æ¤¯®¢Æ¤ ¾²¼

¡³ª¢ ¬ ¢Æ¤ª°¨²®£® ²¥ª±²³.

5 10 21 14 20 6 22 17 0 16 0 22 6 16 0 22 10 14 0
+ 23 6 24 0 23 6 24 0 23 6 24 0 23 6 24 0 23 6 24

28 16 12 14 10 12 13 17 23 22 24 22 29 22 24 22 0 20 24

�«£®°¨²¬ ¤¥¸¨´°³¢ ¿ §¡Æ£ ²¨¬¥²¼±¿ §  «£®°¨²¬®¬ ¸¨´°³¢ ¿,

¿ª¹® §  ¤¥¸¨´°³¾·¨© ª«¾· ¢§¿²¨ ·¨±«  ¯°®²¨«¥¦Æ §  mod 33 ¤® ·¨±¥«

¶¨´°®¢®£® §®¡° ¦¥¿ ª«¾·  ¤«¿ ¸¨´°³¢ ¿. �«¿  ¢¥¤¥®£® ¯°¨ª-

« ¤³, ¤¥¸¨´°³¾·¨© ª«¾· | 10 27 09 00 (����).

�°³£¨¬ ¢ °Æ ²®¬ ¯®«Æ «´ ¢Æ²¨µ ¸¨´°Æ¢ § ¬Æ¨ Ä ¸¨´° §  ¢²®-

ª«¾·¥¬, ¿ª¨© £�°³²³Ä²¼±¿   Æ¤¥¿µ � °¤ ® ²  �Æ¦¥¥° . �ª Æ ³ ¸¨-

´°Æ �Æ¦¥¥° , ª°¨¯²®²¥ª±² ®¤¥°¦³¾²¼ ±³¬³¢ ¿¬ ¢Æ¤ª°¨²®£® ²¥ª±²³

§ ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¾ ¡³ª¢ ² ª®È ± ¬®È ¤®¢¦¨¨. �¾ ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ ´®°¬³-

¾²¼ ² ª: ¤® ª«¾·  ¤®¯¨±³¾²¼ ±¯° ¢  ¯®²°Æ¡³ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ±¨¬¢®«Æ¢ ¢Æ¤-

ª°¨²®£® ²¥ª±²³. �«¿ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ ²  ª«¾·  § ¯®¯¥°¥¤¼®£® ¯°¨ª« ¤³

¸¨´°³¢ ¿ ¢Æ¤¡³¢ ²¨¬¥²¼±¿ ² ª:

5 10 21 14 20 6 22 17 0 16 0 22 6 16 0 22 10 14 0
+ 23 6 24 0 5 10 21 14 20 6 22 17 0 16 0 22 6 16 0

28 16 12 14 25 16 10 31 20 22 22 6 6 32 0 11 16 30 0
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�´ÆÆ ¸¨´°¨. �Æ«¼¸Æ±²¼ ª« ±¨·¨µ ¸¨´°Æ¢ § ¬Æ¨ ¬®¦³²¼ ¡³²¨ ±´®°-

¬³«¼®¢ ¨¬¨ ¢ Ä¤¨Æ© ¬®¤¥«Æ «ÆÆ©¨µ ¯¥°¥²¢®°¥¼ ¯°®±²®°³ ¯®¢Æ¤®¬-

«¥¼. �«¿ ¶¼®£® ®²®²®¦¨¬® ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ ¤®¢¦¨¨ n § n-ª®¾ ¶Æ«¨µ

·¨±¥« Æ ¯°¨°Æ¢¿Ä¬® ®¯¥° ¶ÆÈ ¸¨´°³¢ ¿ ²  ¤¥¸¨´°³¢ ¿ ¤® ¯ °¨

¢§ Ä¬® ®¡¥°¥¨µ «ÆÆ©¨µ ¯¥°¥²¢®°¥¼. �§ £ «¼¾¾·¨ ¯®¿²²¿ ¬®-

¤³«¿°®£® ¸¨´°³, ¬¨ ®¤¥°¦¨¬® ² ª¥ ®§ ·¥¿.

�§ ·¥¿ 4.26. �¥µ © A | n�n ¬ ²°¨¶¿, ¥«¥¬¥²¨ ¿ª®È  «¥¦ ²¼

Zm, X Æ B | ¢¥ª²®°¨ ¯°®±²®°³ Znm. �´Æ¨© ¸¨´° | ¶¥ ¢Æ¤®¡° -

¦¥¿ ¢¨£«¿¤³ X ! AX + B, ¿ª¥ ®¡®°®²¥ ²®¤Æ Æ «¨¸¥ ²®¤Æ, ª®«¨

���(detA;m)=1.

�«¿ ¸¨´°³¢ ¿ °®§¡¨¢ Ä¬® ¢Æ¤ª°¨²¨© ²¥ª±²   ¡«®ª¨ ¤®¢¦¨¨ n

Æ § ¬Æ¾Ä¬® ª®¦³ ¡³ª¢³ ¢Æ¤¯®¢Æ¤¨¬¨ ¥«¥¬¥² ¬¨ § ªÆ«¼¶¿ Zm; ³²¢®-

°¾Ä¬® ²° ±¯®®¢ Æ ¢¥ª²®°-±²®¢¯¶Æ X Æ § ±²®±®¢³Ä¬® ®¯¨± ¥ ¯¥°¥-

²¢®°¥¿ ¤® ª®¦®£® ² ª®£® ¡«®ª³. �¥µ ©, ¤«¿ ±¯°®¹¥¿, ¢¥ª²®° B

¢ ®§ ·¥Æ ¸¨´°³ Ä ³«¼®¢¨¬. �®¤Æ ¬ ²°¨¶¿ A | ª«¾· ¸¨´°³¾·®-

£® ¯¥°¥²¢®°¥¿,   ®¡¥°¥  ¬ ²°¨¶¿ A�1 ¡³¤¥ ¤¥¸¨´°³¾·¨¬ ª«¾·¥¬.

(�¬®¢  ���(detA;m)=1 § ¡¥§¯¥·³Ä ®¡®°®²Æ±²¼ ¬ ²°¨¶Æ A.)

Ǳ°¨ª« ¤
�¯®· ²ª³, ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ �«Æ± ¯°®¤ ¢ © ª¶ÆÈ, ¿ª¥ ¯« ³Ä¬® ¸¨´°³¢ ²¨, § ¯¨¸¥-

¬® ³ ¶¨´°®¢Æ© ´®°¬Æ: 00 15 11 21 00 19 20 18 05 00 02 00 13 00 14 26 11 12:

�¥µ ©  ´Æ¨© ¸¨´° § ¤ Ä²¼±¿ ¬ ²°¨¶¥¾ A =

�
32 21
3 2

�
; (n = 2; m = 33):

�¡·¨±«¨¬® ª°¨¯²®²¥ª±², ²®¡²® ¯®¬®¦¨¬® ¬ ²°¨¶¾ A   ¬ ²°¨¶¾�
0 11 0 20 5 2 13 14 11
15 21 19 18 0 0 0 26 12

�
;

¢±Æ ®¯¥° ¶ÆÈ ¢¨ª®³Ä¬® §  ¬®¤³«¥¬ 33. �¤¥°¦¨¬®�
18 1 3 28 28 31 20 4 10

30 9 5 30 15 6 6 28 24

�

 ¡® ¥ª¢Æ¢ «¥²® 18 30 01 09 03 05 28 30 28 15 31 06 20 06 04 28 10 24. �¥µ © ²¥¯¥°
¬ Ä¬® ª°¨¯²®²¥ª±² 30 28 07 01 12 21 28 30 28 15 31 21, ¿ª¨© µ®·¥¬® ¤¥¸¨´°³¢ ²¨.

�«¿ ¶¼®£® § ©¤¥¬® ¤¥¸¨´°³¾·¨© ª«¾· | ¬ ²°¨¶¾ A
�1 =

�
2 12
30 32

�
Æ ¢¨ª® Ä¬®

¯®²°Æ¡¥ ¬®¦¥¿. �²°¨¬ Ä¬® ¢Æ¤ª°¨²¨© ²¥ª±² 00 14 26 11 12 09 20 18 05 00 17 18
 ¡®  ª¶ÆÈ¯°®¤ ®.

�¨´° ®¤®° §®¢®£® ¡«®ª®²  § ¯°®¯®³¢ ¢ ³ 1918 °.  ¬¥°¨ª ±¼ª¨© Æ-

¦¥¥° �Æ«¡¥°² �¥° ¬, ¿ª¨© ¯° ¶¾¢ ¢ ³ ±¨±²¥¬Æ ²¥«¥² ©¯®£® §¢'¿§ª³

AT&T. Ǳ®¢Æ¤®¬«¥¿ ¯¥°¥¤ ¢ «¨ ²®¤Æ §  ¤®¯®¬®£®¾ ¤¢Æ©ª®¢®£® ª®¤³ Æ
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�¥° ¬ § ¯°®¯®³¢ ¢ ¤®¤ ¢ ²¨ ¤® ¨µ §  ¬®¤³«¥¬ 2 ¤¥¿ª³ ¢¨¯ ¤ª®¢³

¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ ² ª, ¹®¡ ¢±¿ · ±²®²  Æ´®°¬ ¶Æ¿, ª®°¥«¿¶Æ¿ ¬Æ¦ ±¨¬¢®-

« ¬¨, ¯¥°Æ®¤¨·Æ±²¼ ²®¹® ¯°¨µ®¢³¢ «¨±¼.

�®«®¢¨© ¥¤®«Æª ¶ÆÄÈ ¯°®¶¥¤³°¨ ¯®«¿£ Ä ¢ ²®¬³, ¹® ¢®  ¢¨¬ £ Ä

§ ¢· ±®£® ®¡¬Æ³ ¢¥«¨ª®¾ ªÆ«¼ªÆ±²¾ ª«¾·Æ¢.

Ǳ°¨ª« ¤

�¥µ © ¬¨ µ®·¥¬® § ¸¨´°³¢ ²¨ ±«®¢® ¡ ª. �«¿ ¶¼®£® ¯®¤ ¬® ©®£® ³ ¤¢Æ©ª®¢Æ©

´®°¬Æ

M = 000001 000000 010001 001110:

�«¾· ¢¨¡¥°¥¬® ² ª K = 101100 011010 001110 010100. �³¬³¾·¨ ¯®¡Æ²®¢® §  ¬®¤³«¥¬

2 ¶Æ ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ ®¤¥°¦¨¬® ª°¨¯²®²¥ª±² C = 101101 011010 011111 011010:

�¥¸¨´°³¢ ¿ ³ ¸¨´°Æ ®¤®° §®¢®£® ¡«®ª®²  §¡Æ£ Ä²¼±¿ § ¸¨´°³-

¢ ¿¬. �®¡²®, ¹®¡ ®¤¥°¦ ²¨ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ M , ²°¥¡  ¤® ª°¨¯²®²¥ª±²³

C ¯®¡Æ²®¢® ¤®¤ ²¨ §  ¬®¤³«¥¬ 2 ²®© ± ¬¨© ª«¾· K.

� §¢  ¸¨´°³ ¯®µ®¤¨²¼ ¢Æ¤ ²®£®, ¹® ¯°®¶¥± ¸¨´°³¢ ¿/¤¥¸¨´°³-

¢ ¿ ¢¨ª®°¨±²®¢³Ä ±¯¨±ª¨ ¢¨¯ ¤ª®¢¨µ ·¨±¥« (À«¨±²¨ ¡«®ª®² Á) ¤«¿

®²°¨¬ ¿ ª«¾· , ¿ª¨© ¢¨ª®°¨±²®¢³¾²¼ «¨¸¥ ° §. �¨¯ ¤ª®¢¨© ¢¨¡Æ°

ª«¾·  § ¡¥§¯¥·³Ä ²¥, ¹® ¡³¤¼-¿ªÆ ¤¢  ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ ®¤ ª®¢®È ¤®¢¦¨-

¨ § ®¤ ª®¢®¾ ©¬®¢Æ°Æ±²¾ ¬®¦³²¼ ¯¥°¥©²¨ ³ ¶¥© ¸¨´°®¢ ¨© ²¥ª±².

�²¦¥, ¸¨´° ®¤®° §®¢®£® ¡«®ª®²   ¡±®«¾²®  ¤Æ©¨©  ¡®, ¿ª ¹¥ ª -

¦³²¼,  ¤Æ©¨© ³ ²¥®°¥²¨ª®-Æ´®°¬ ¶Æ©®¬³ ±¥±Æ.

�¨´° ¢¢ ¦ ¾²¼  ¤Æ©¨¬ ¢ ®¡·¨±«¾¢ «¼®¬³ ±¥±Æ, ¿ª¹® ¤«¿ ¶¼®£®

¸¨´°³ ¥¢Æ¤®¬® ¬¥²®¤³ ©®£® « ¬ ¿ ³¯°®¤®¢¦ °¥ «Æ±²¨·®£® ²¥°¬Æ-

³. �®¥¤ ¢  ² ª¨¬ ¢¢ ¦ ¢±¿ ±² ¤ °² ¸¨´°³¢ ¿ ¤ ¨µ DES (Date

Encryption Standart), ¿ª¨© ³ 1976 °. ¯°¨¿«¨ ¿ª ´¥¤¥° «¼¨© ±² ¤ °²

��� ¤«¿ § µ¨±²³ ª®¬¥°¶Æ©®È ²  ³°¿¤®¢®È Æ´®°¬ ¶ÆÈ, ¥ ¯®¢'¿§ ®È §

 ¶Æ® «¼®¾ ¡¥§¯¥ª®¾.

DES- «£®°¨²¬ | ¶¥ ¡«®·¨© ¸¨´°, °®§°®¡«¥¨© ´Æ°¬®¾ IBM  

®±®¢Æ S/P ±µ¥¬¨. DES ¸¨´°³Ä 64-¡Æ²®¢Æ ¡«®ª¨ ¢Æ¤ª°¨²®£® ²¥ª±²³, ¢¨-

ª®°¨±²®¢³¾·¨ 64-¡Æ²®¢Æ ª«¾·Æ (56 ¡Æ²Æ¢ ª«¾·  Æ 8 ª®²°®«¼¨µ ¡Æ²Æ¢).

�¨´°³¢ ¿ ¢Æ¤¡³¢ Ä²¼±¿ §  16 ¶¨ª«Æ¢,   ª®¦®¬³ ª°®¶Æ ¢¨ª®°¨±²®¢³-

¾²¼ Æ¸¨© 48-¡Æ²®¢¨© ª«¾·.

� ¯®£«¿¤³ ²¥®°ÆÈ ±ª« ¤®±²Æ DES ¢¨£«¿¤ Ä  ¤Æ©¨¬, ¯°®²¥  ©¡Æ«¼¸¥

ª°¨²¨ª¨ § § ¢ ¢ °®§¬Æ° ª«¾·  ¶¼®£® ±² ¤ °²³. �Æ ¥¤®«Æª¨ ±²¨¬³«¾-

¢ «¨ ¯®¤ «¼¸Æ ¤®±«Æ¤¦¥¿, ¿ªÆ ¯°¨§¢¥«¨ ¤® ¢Æ¤ª°¨²²¿ ª°¨¯²®±¨±²¥¬ §

¢Æ¤ª°¨²¨¬ ª«¾·¥¬.
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4.3.2. �®¶¥¯¶Æ¿ ¸¨´°Æ¢ § ¢Æ¤ª°¨²¨¬ ª«¾·¥¬

Ǳ®¿²²¿ ª°¨¯²®±¨±²¥¬¨ § ¢Æ¤ª°¨²¨¬ ª«¾·¥¬ ¡³«® ¢¯¥°¸¥ ¢¢¥¤¥®

�.�Æ´´Æ ²  �.�¥«¬ ®¬ ³ 1976 °. �±®¢  Æ¤¥¿ ¶¨µ ª°¨¯²®±¨±²¥¬ |

§ ±²®±³¢ ¿ ¤® ¸¨´°³¢ ¿ ¢ ¦ª®®¡®°®²¨µ ´³ª¶Æ©. � ¢¥¤¥¬® ´®°-

¬ «¼¥ ®§ ·¥¿ ¶¨µ ´³ª¶Æ©.

�§ ·¥¿ 4.27. �ÆÄª²¨¢¥ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ f : X ! Y  §¨¢ Ä²¼±¿

¢ ¦ª®®¡®°®²®¾ ´³ª¶ÆÄ¾, ¿ª¹® ¤«¿ § ¤ ®£® x 2 X «¥£ª® ®¡·¨±«¨²¨

f(x),   ®¡·¨±«¥¿ f�1(y) ¤«¿ ¢¨¯ ¤ª®¢® ¢¨¡° ®£® y 2 Y Ä ±ª« ¤®¾

§ ¤ ·¥¾.

�«¿ ¸¨´°³¢ ¿ ¢¨ª®°¨±²®¢³¾²¼ ±¯¥¶Æ «¼¨© ª« ± ´³ª¶Æ©, ¿ªÆ § -

«¨¸ ¾²¼±¿ ¢ ¦ª®®¡®°®²¨¬¨ §  ³¬®¢¨, ¹® ¯¥¢  Æ´®°¬ ¶Æ¿ (¤¥¸¨´-

°³¾·¨© ª«¾·) ²°¨¬ ¾²¼ ¢ ² Ä¬¨¶Æ. � ªÆ ´³ª¶ÆÈ  §¨¢ ¾²¼ ¢ ¦ª®®¡®-

°®²¨¬¨ § ±¥ª°¥²®¬. �®¨ ¢Æ¤®¡° ¦ ¾²¼ ¬®¦¨³ ±¨¬¢®«Æ¢ ¢Æ¤ª°¨²®£®

²¥ª±²³ ¢ ª°¨¯²®²¥ª±², ¿ª¨© ª®¦¥, µ²® ¢®«®¤ÆÄ À¢Æ¤ª°¨²¨¬ ª«¾·¥¬Á,

«¥£ª® ¬®¦¥ ®¡·¨±«¨²¨; ¯°®²¥ ®¡¥°¥®È ´³ª¶ÆÈ (¿ª  ¤¥¸¨´°³Ä ª°¨¯-

²®²¥ª±²) ¥ ¬®¦  ¢¨§ ·¨²¨ §  °¥ «Æ±²¨·¨© ²¥°¬Æ ¡¥§ ¤®¤ ²ª®¢®È

Æ´®°¬ ¶ÆÈ (À¯°¨¢ ²®£® ª«¾· Á).

�¥ ®§ · Ä, ¹® ¡³¤¼-µ²® ¬®¦¥  ¤Æ±« ²¨ ª°¨¯²®²¥ª±² ¯¥¢®¬³  ¡®¥-

²®¢Æ ª®¬³Æª ¶Æ©®È ¬¥°¥¦Æ, ª®°¨±²³¾·¨±¼ ©®£® ¢Æ¤ª°¨²¨¬ ª«¾·¥¬, ¿ª¨©

¢Æ«¼® ¬®¦  § ©²¨ ³ ª ² «®§Æ ¢Æ¤ª°¨²¨µ ª«¾·Æ¢ ª®°¨±²³¢ ·Æ¢ ¬¥°¥¦Æ.

�®¡²®,   ¢Æ¤¬Æ³ ¢Æ¤ ª°¨¯²®±¨±²¥¬ § ² Ä¬¨¬ ª«¾·¥¬, ¥ ¬ Ä ¯®²°¥¡¨

¯®¯¥°¥¤¼® ®¡¬Æ¾¢ ²¨ ª«¾·Æ §  ¤®¯®¬®£®¾  ¤Æ©®£® ª³°'Ä° .

� § ·¨¬®, ¹® ¢±Æ °®§£«¿³²Æ  ¬¨ ³ ¯®¯¥°¥¤¼®¬³ ¯³ª²Æ ª« ±¨·Æ

ª°¨¯²®±¨±²¥¬¨ ¡³«¨ ±¨¬¥²°¨·¨¬¨ ¢ ²®¬³ §¬Æ±²Æ, ¹® ª«¾·Æ ¸¨´°³¢ -

¿ K Æ ¤¥¸¨´°³¢ ¿ K 0 ¡³«¨ ®¤ ª®¢¨¬¨ ( ¡® «¥£ª® ®¡·¨±«¾¢ «¨±¼ § 
³¬®¢¨, ¹® ¢Æ¤®¬¨© ®¤¨ § ¨µ), ²®¬³ ¬ «¨ ¡³²¨ ² Ä¬¨¬¨. � ¶¼®¬³

ª®²¥ª±²Æ ª°¨¯²®±¨±²¥¬¨ § ¢Æ¤ª°¨²¨¬ ª«¾·¥¬ ¹¥  §¨¢ ¾²¼  ±¨¬¥²°¨-

·¨¬¨.

�Æ¤ª°¨²²¿ ª°¨¯²®±¨±²¥¬ § ¢Æ¤ª°¨²¨¬ ª«¾·¥¬ § ·®¾ ¬Æ°®¾ §¡Æ«¼-

¸¨«® °®«¼  «£¥¡°¨ ²  ²¥®°ÆÈ ·¨±¥« ³ ª°¨¯²®£° ´ÆÈ. �¤¦¥ ¤®²¥¯¥° Æ  -

¯¥¢®  ¤ «Æ, ± ¬¥ ¶Æ °®§¤Æ«¨ ¬ ²¥¬ ²¨ª¨ Ä ¤¦¥°¥«®¬ ¢ ¦ª®®¡®°®²¨µ

´³ª¶Æ© Æ§ ±¥ª°¥²®¬.

Ǳ¥°¸¨¬   ¯° ª²¨¶Æ ±¥°¥¤ ¸¨´°Æ¢ § ¢Æ¤ª°¨²¨¬ ª«¾·¥¬ ¯®· «¨ § ±²®-

±®¢³¢ ²¨ ª°¨¯²®±¨±²¥¬³ RSA (¤¨¢. ¯. 4.3.3.), ¿ª  ¢¨ª®°¨±²®¢³Ä  ¯ ° ²

²¥®°ÆÈ ·¨±¥«, ¿ª¨© °®§°®¡¨¢ ¹¥ �©«¥°. �ª¹® ª°¨¯²®£° ´Æ¿ § ¢Æ¤ª°¨²¨¬
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ª«¾·¥¬ ¥ ¯®²°¥¡³Ä ±³· ±®È ¬ ²¥¬ ²¨ª¨, ²® ·®¬³ ¢®  ·¥ª «    ±¢®Ä

¢Æ¤ª°¨²²¿  ¦ ¤® 1976 °.?

�¤ÆÄ¾ § ¯°¨·¨ ¶¼®£® ¡³«® ²¥, ¹® ¤® 70-µ °®ªÆ¢ ª°¨¯²®£° ´Æ¾ ¯¥-

°¥¢ ¦® ¢¨ª®°¨±²®¢³¢ «¨ ³ ¢Æ©±¼ª®¢¨µ ·¨ ¤¨¯«®¬ ²¨·¨µ ¶Æ«¿µ, ¤«¿

¿ª¨µ ¤®¡°¥  ¤ ¾²¼±¿ ¸¨´°¨ § ² Ä¬¨¬ ª«¾·¥¬. Å§ °®§¢¨²ª®¬ ²¥µÆª¨

Æ ª®¬¯'¾²¥°¨§ ¶ÆÈ ¢¨¨ª ¾²¼ ®¢Æ ¯®²°¥¡¨ § ±²®±®¢³¢ ²¨ ª°¨¯²®£° -

´Æ¾. �°¨¯²®±¨±²¥¬¨ § ¢Æ¤ª°¨²¨¬ ª«¾·¥¬ ³±¯Æ¸® ¯®·¨ ¾²¼ ¢¨ª®°¨±-

²®¢³¢ ²¨ ³ ²¨µ £ «³§¿µ, ¤¥   ¢Æ¤¬Æ³ ¢Æ¤ ¢Æ©±¼ª®¢¨µ ·¨ ¤¨¯«®¬ ²Æ¢

¥ ¬ Ä ² ª®È ·Æ²ª®È ±«³¦¡®¢®È ÆÄ° °µÆÈ, ±² ¡Æ«¼®±²Æ ª ¤°Æ¢ Æ ¢Æ¤« £®-

¤¦¥®È ª³°'Ä°±¼ª®È ¬¥°¥¦Æ. � ¯°¨ª« ¤, ®¢Æ²Æ ª°¨¯²®±¨±²¥¬¨ § ¡¥§-

¯¥·³¾²¼ ² Ä¬Æ±²¼ ¥«¥ª²°®¨µ ¡ ªÆ¢±¼ª¨µ ¯« ²¥¦Æ¢, ¢¨ª®°¨±²®¢³¾²¼

¤«¿ §¡¥°Æ£ ¿ ª®´Æ¤¥¶Æ©®È Æ´®°¬ ¶ÆÈ °Æ§®£® µ ° ª²¥°³ (¬¥¤¨·®È,

´Æ ±®¢®-ª°¥¤¨²®È ²®¹®).

Å¸  ¯°¨·¨  ²®£®, ·®¬³ ¥ ¡³«® ¢¨ ©¤¥® ª°¨¯²®±¨±²¥¬ § ¢Æ¤ª°¨-

²¨¬ ª«¾·¥¬ §  · ±Æ¢ �©«¥°  ¯®«¿£ Ä ¢ ²®¬³, ¹® ²®¤Æ ¢±Æ ®¡·¨±«¥¿

¯°®¢®¤¨«¨ ¢°³·³. �«¿ ²®£® ¹®¡,  ¯°¨ª« ¤, §  ¤®¯®¬®£®¾ RSA ®¤¥°-

¦ ²¨ ¢¨±®ª¨© °Æ¢¥¼  ¤Æ©®±²Æ, ¯®²°Æ¡® ®¯¥°³¢ ²¨ ¢¥«¨ª¨¬¨ ·¨±« ¬¨,

²®¡²® ²°¥¡  ¢¨ª®°¨±²®¢³¢ ²¨ ª®¬¯'¾²¥°.

�  ¯° ª²¨¶Æ °®§¢¨²®ª ª°¨¯²®±¨±²¥¬ § ¢Æ¤ª°¨²¨¬ ª«¾·¥¬ ²Æ±® ¯®-

¢'¿§ ¨© § ¯®¸¨°¥¿¬ ¯®²³¦®È ª®¬¯'¾²¥°®È ²¥µÆª¨. � ¢¥¤¥¬® «¨¸¥

±¯¨±®ª § ¢¤ ¼, ¿ªÆ ±²®¿²¼ ¯¥°¥¤ ±³· ±®¾ ª°¨¯²®£° ´ÆÄ¾:

1) ² Ä¬¥ ¯¥°¥±¨« ¿ Æ´®°¬ ¶ÆÈ;

2) ¤®¢Æ°«¨¢¥ ±¯Æ«ª³¢ ¿ (§ ¯Æ¤²¢¥°¤¦¥¿¬ ²®£®, ¹® ¯®¢Æ¤®¬«¥¿

 ±¯° ¢¤Æ ¡³«® ¢Æ¤¯° ¢«¥¥ ¶ÆÄ¾ ®±®¡®¾). �«¿ ¶¼®£® · ±²® ¢¨ª®-

°¨±²®¢³¾²¼ ¢ª®°®·³¾·³ ´³ª¶Æ¾ (hash function, ¤¨¢. ¯. 4.3.3.), ¶¨-

´°®¢¨© ¯Æ¤¯¨± (¤¨¢. ¯. 4.3.4.), ±¨±²¥¬³ ¯ °®«Æ¢ (£ ±¥«) ²  Æ¤¥²¨´Æ-

ª ¶ÆÈ (ª®²°®«¼ ¯®¢®¢ ¦¥¼ ¯°¨ ¤®±²³¯Æ ¤® ¤ ¨µ ·¨ ¯°¨±²°®È¢ ² 

§ ±¢Æ¤·¥¿ ²®£®, ¹® ®±®¡   ±¯° ¢¤Æ ² , §  ª®£® ±¥¡¥ ¢¨¤ Ä), ±¨±-

²¥¬³ ¥§ ¯¥°¥·³¢ ®±²Æ (§ ¯®¡Æ£ ¿ ¬®¦«¨¢®±²Æ ¢Æ¤µ¨«¥¿ ²®£®,

  ¹® µ²®±¼ ¤ ¢ §£®¤³);

3) ®¡¬Æ ª«¾·¥¬ | ª®«¨ ¤¢Æ ±²®°®¨ µ®·³²¼ ¢¨ª®°¨±² ²¨ ¢Æ¤ª°¨²¨©

ª  « ¤«¿ ®¡¬Æ³ ² Ä¬¨¬¨ ª«¾· ¬¨, ¤«¿ Èµ ¢¨ª®°¨±² ¿ ¢ ±¨¬¥²-

°¨·¨µ ª°¨¯²®±¨±²¥¬ µ;

4) ¯Æ¤ª¨¤ ¿ ¬®¥²¨ ¯® ²¥«¥´®³ | ª®«¨,  ¯°¨ª« ¤, ¤¢®Ä ¸ µÆ±-

²Æ¢, ¯¥°¥¡³¢ ¾·¨ ¢ °Æ§¨µ ¬Æ±¶¿µ, µ®·³²¼ ¢¨§ ·¨²¨ ¯® ²¥«¥´®³

(·¨ ¥«¥ª²°®®¾ ¯®¸²®¾) µ²® § ¨µ £° ²¨¬¥ ¡Æ«¨¬¨;
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5) °®§¯®¤Æ« ±¥ª°¥²³, ª®«¨ ¤¥¿ª  ² Ä¬  Æ´®°¬ ¶Æ¿ ( ¯°¨ª« ¤, ª®¤

±¯Æ«¼®£® ¡ ªÆ¢±¼ª®£® ¤¥¯®§¨²³) °®§¯®¤Æ«¥  ±¥°¥¤ £°³¯¨ § k ®±Æ¡

² ª, ¹® ¦®¤Æ k � 1 § ¨µ ¥ ¬®¦³²¼ ÈÈ §¤®¡³²¨;

6) ¤®¢¥¤¥¿ ¡¥§ °®§£®«®¸¥¿ | ª®«¨ µ®·³²¼ ª®£®±¼ ¯¥°¥ª® ²¨, ¹®

°®§¢'¿§ ® ±ª« ¤³ § ¤ ·³ ¥ ¢Æ¤ª°¨¢ ¾·¨ Æ´®°¬ ¶Æ¾ ¯°® ±¯®±Æ¡

ÈÈ °®§¢'¿§ ¿.

� ¢¥¤¥Æ § ¢¤ ¿ °®§¢'¿§³¾²¼ §  ¤®¯®¬®£®¾ °Æ§¨µ ¯°®²®ª®«Æ¢.

ǱÆ¤ À¯°®²®ª®«®¬Á °®§³¬ÆÄ¬® ¯°®¶¥¤³°³, ¿ª  ¢¨§ · Ä ·¥°£®¢Æ±²¼ ¤Æ© ¤«¿

®¡¬Æ³ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿¬¨ ²  ¤®±¿£¥¿ ¯¥¢¨µ ¶Æ«¥©.

�  ±²³¯¨µ ¯³ª² µ ®¯¨¸¥¬® ªÆ«¼ª  · ±²® ¢¦¨¢ ¨µ (¡ §¨±¨µ) ¤¥-

²¥°¬ÆÆ±²¨·¨µ ª°¨¯²®±¨±²¥¬, ¿ªÆ ¬®¦³²¼ ¡³²¨ ¢¨ª®°¨±² Æ ¢ ®¤Æ©  ¡®

¤¥ªÆ«¼ª®µ §£ ¤ ¨µ ±¨²³ ¶Æ©. �  ¯° ª²¨¶Æ, ¤«¿ ¯®¡³¤®¢¨ ª°¨¯²®±¨±²¥¬

§ ¤ ®£® °Æ¢¿ ¡¥§¯¥ª¨ Æ  ¤Æ©®±²Æ ¯®²°Æ¡® ±² ° ® ¬®¤¨´Æª³¢ ²¨ Æ

¯®Ä¤³¢ ²¨ ¯¥¢Æ ¡ §¨±Æ ±¨±²¥¬¨.

4.3.3. �°¨¯²®±¨±²¥¬  RSA

�®§£«¿¥¬® ¤¥¿ª³ ª®¬³Æª ¶Æ©³ ¬¥°¥¦³ § ¢¥«¨ª®¾ ªÆ«¼ªÆ±²¾  ¡®¥²Æ¢,

¿ªÆ µ®·³²¼  « £®¤¨²¨ ¬Æ¦ ±®¡®¾ ¤®¢Æ°«¨¢¥ ±¯Æ«ª³¢ ¿. �¢ ¦ ²¨¬¥¬®,

¹® ¯®¢Æ¤®¬«¥¿, ¿ª¨¬¨ ¢®¨ ®¡¬Æ¾¾²¼±¿ | ¶¥ ¶Æ«Æ ·¨±«  ! ² ªÆ, ¹®

0 � ! < N . � ¯°¨ª« ¤, ¢Æ¤ª°¨²¨© ²¥ª±² ¬®¦¥ ±ª« ¤ ²¨±¿ § ¡«®ªÆ¢

¯® k ¡³ª¢ ³ª° È±¼ª®È  ¡¥²ª¨, ¿ª¨¬ ¢Æ¤¯®¢Æ¤ ¾²¼ ¶Æ«Æ ·¨±«  ¢ ±¨±²¥¬Æ

·¨±«¥¿ §  ®±®¢®¾ 33. �®¡²®, ¢¨¡¨° Ä¬® N = 33k. �  ¯° ª²¨¶Æ, ·¨±«®

N ¬ Ä ¢ ª°¨¯²®±¨±²¥¬Æ RSA ¢Æ¤ 200 ¤® 600 ¤¥±¿²ª®¢¨µ § ªÆ¢.

�®¦¥ ª®°¨±²³¢ · ¬¥°¥¦Æ A (�«Æ± ) ¢¨¡¨° Ä ¤¢  ¤®±¨²¼ ¢¥«¨ªÆ ¯°®±-

²Æ ·¨±«  p Æ q ² ª, ¹®¡ ÈµÆ© ¤®¡³²®ª n = pq ¡³¢ ¡Æ«¼¸¨¬ ¢Æ¤ N . �«Æ± 

²°¨¬ Ä ¶Æ ¤¢  ·¨±«  ¢ ² Ä¬¨¶Æ,   § ·¥¿ n ¢Æ¤ª°¨²® ¯³¡«Æª³Ä ¢ ª ² -

«®§Æ  ¡®¥²Æ¢ ¬¥°¥¦Æ. �®¤ ²ª®¢® ¢®   ®±³Ä ¢¨¯ ¤ª®¢® ¢¨¡° ¥ ·¨±«®

e, ¿ª¥ ¢§ Ä¬® ¯°®±²¥ ¿ª § p� 1 ² ª Æ § q � 1 (²®£® ± ¬®£® ¯®°¿¤ª³, ¹®

© ·¨±«® n). �²¦¥, ¢Æ¤ª°¨²¨¬ ª«¾·¥¬ �«Æ±¨ Ä ¯ °  ·¨±¥« (n; e).

�® °®¡¨²¼  ¡®¥² ¬¥°¥¦Æ B (�®¡), ¿ª¹® µ®·¥  ¤Æ±« ²¨ �«Æ±Æ ¯®-

¢Æ¤®¬«¥¿ !? �Æ ¸³ª Ä ³ ª ² «®§Æ ÈÈ ¢Æ¤ª°¨²¨© ª«¾·, ®¡·¨±«¾Ä s |

«¨¸®ª ¢Æ¤ ¤Æ«¥¿ !e   n Æ  ¤±¨« Ä ©®£® �«Æ±Æ. ǱÆ¤¥±¥¿ ¤® ±²¥¯¥¿

s = !
e (mod n) �®¡ ¬®¦¥ ¢¨ª® ²¨ ¤®±¨²¼ ¸¢¨¤ª® (¤¨¢. ¯. 3.3.4.).

�®¡ ¤¥¸¨´°³¢ ²¨  ¤Æ±« ¥ È© ¯®¢Æ¤®¬«¥¿, �«Æ±  ¢¨ª®°¨±²®¢³Ä

±¢Æ© ² Ä¬¨© ª«¾·. �¨¬ ¤¥¸¨´°³¾·¨¬ ª«¾·¥¬ Ä ¤®¢Æ«¼¥ ·¨±«® d,

¤«¿ ¿ª®£® de � 1 (mod p � 1) Æ de � 1 (mod q � 1). � ª¥ ·¨±«® d �«Æ-
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±  ¬®¦¥ «¥£ª® ®¡·¨±«¨²¨, § ±²®±®¢³¾·¨ °®§¸¨°¥¨©  «£®°¨²¬ �¢ª«Æ¤ 

(¤¨¢. ¯. 3.3.3.) ¤® ¯ °¨ ·¨±¥« e ²  ���(p� 1; q � 1).

�¥¯¥°, ¿ª¹® �«Æ±  ®¡·¨±«¨²¼ «¨¸®ª ¢Æ¤ ¤Æ«¥¿ sd   n, ²® ®¤¥°-

¦¨²¼ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ !. �¯° ¢¤Æ, sd � (!e)d � !
ed (mod n) Æ, ¯®§ ¿ª

de � 1
�
mod (p � 1)(q � 1)

�
, ²® § ²¥®°¥¬ �©«¥° {�¥°¬  ¢¨¯«¨¢ Ä, ¹®

!
ed � ! (mod n):

Ǳ°¨ª« ¤
�¥µ © ¢Æ¤ª°¨²¨© ª«¾· �®¡  ¢ ª°¨¯²®±¨±²¥¬Æ RSA ¤®°Æ¢¾Ä

(n = 99999999100000001881; e = 9999999929):

�ª¹® �«Æ±  µ®·¥ ¢Æ¤¯° ¢¨²¨ �®¡®¢Æ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ �������Å��������������,

²® ¯¥°¥²¢®°¾Ä ¢Æ¤ª°¨²¨© ²¥ª±² ³ ¶¨´°®¢³ ´®°¬³

M33 = 2710 09 23 21 22 20 11 17 06 16 18 21 30 16 10 09 00 02 22 20 00:

�®  § ¯¨±³Ä ¶¥ ·¨±«®,  ¯°¨ª« ¤, ¢ ¤¥±¿²ª®¢Æ© ±¨±²¥¬Æ ·¨±«¥¿

M10 = 21141972072435 44844996638708578890

Æ °®§¡¨¢ Ä ©®£®   ¡«®ª¨ M10 = !2!1 ¢Æ¤¯®¢Æ¤®È ¤®¢¦¨¨. �®¦¥ ¡«®ª !i �«Æ± 

¸¨´°³Ä, ®¡·¨±«¾¾·¨ s1 � !
e

1 = 44844996638708578890e � 70916571639825681883 Æ
s2 � !

e

2 = 21141972072435e � 88639038860767980773 (mod n), Æ ¯®±¨« Ä �®¡®¢Æ.

� ¾·¨ °®§ª« ¤ ·¨±«  n   ¯°®±²Æ ¬®¦¨ª¨ p = 9999999967 Æ q = 9999999943,

�®¡ § ±²®±³¢ ¢¸¨ °®§¸¨°¥¨©  «£®°¨²¬ �¢ª«Æ¤  ¤® ¯ °¨ ·¨±¥« e Æ ���(p� 1; q � 1)

¬®¦¥ «¥£ª® ®¡·¨±«¨²¨ d §  ¬®¤³«¥¬ (p� 1)(q� 1). �±ªÆ«¼ª¨, e ¢§ Ä¬® ¯°®±²¥ § p� 1

Æ q � 1, ²® ÈµÆ©  ©¡Æ«¼¸¨© ±¯Æ«¼¨© ¤Æ«¼¨ª 1 = e � d+ ���(p� 1; q � 1) � u,   ®²¦¥,
d = 15696465552037422347. �¥¯¥°, ®¡·¨±«¨¢¸¨ !i � s

d

i (mod n); �®¡ ¬®¦¥ ¯°®·¨² ²¨

 ¤°¥±®¢ ¥ ©®¬³ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿.

� ³¢ ¦¨¬®, ¹® ¢¨¡° Æ ¤«¿ ¶¼®£® ¯°¨ª« ¤³ ¯ ° ¬¥²°¨ ª°¨¯²®±¨±²¥¬¨ (¯°®±²Æ

·¨±«  p Æ q) ¢®«®¤Æ¾²¼ ¬ ©¦¥ ³±Æ¬  ¥¤®«Æª ¬¨, ¿ª¨µ ²°¥¡  ³¨ª ²¨, ¡³¤³¾·¨ ª°¨¯-

²®±¨±²¥¬¨   ¯° ª²¨¶Æ. Ǳ®-¯¥°¸¥, ·¨±«  p Æ q ¥¢¨¯ ¤ª®¢® ¢¨¡° Æ (±¯¥¶Æ «¼® ¢§¿«¨

¤¢   ©¡Æ«¼¸Æ ¤¥±¿²¨§ ·Æ ¯°®±²Æ ·¨±« ); ¯®-¤°³£¥, Èµ¿ ¤®¢¦¨  ¬ Ä ¡³²¨ ¯°¨ ©-

¬Æ ¢ 10 ° §Æ¢ ¡Æ«¼¸®¾; ¯®-²°¥²Ä ¢®¨ ¥ ¯®¢¨Æ ¡³²¨ À¡«¨§¼ª¨¬¨Á ®¤¨ ¤® ®¤®£®.
�¥¢¨ª® ¿ ¶¨µ ³¬®¢ ±¯°®¹³Ä § ¤ ·³ ´ ª²®°¨§ ¶ÆÈ n,   ®²¦¥, Æ « ¬ ¿ ª°¨¯²®±¨±-

²¥¬¨.

�® ±²°¨¬³Ä ¥± ª¶Æ®®¢ ®£® ª®°¨±²³¢ ·  ¬¥°¥¦Æ C (�¥§ °¿), ¿ª¨©

¢®«®¤ÆÄ ¢Æ¤ª°¨²¨¬ ª«¾·¥¬ (n; e), ¢Æ¤ ¤¥¸¨´°³¢ ¿ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿? Ǳ°®¡-

«¥¬  �¥§ °¿ ¯®«¿£ Ä ¢ ²®¬³, ¹® ¡¥§ § ¿ ¬®¦¨ªÆ¢ p Æ q ¥ Æ±³Ä

 ¯¥¢® ¬®¦«¨¢®£® ±¯®±®¡³ § µ®¤¦¥¿ ¤¥¸¨´°³¾·®£® ª«¾·  d, ¿ª¨©

¢Æ¤¯®¢Æ¤ Ä §  ¥´¥ª²¨¢³ ®¡®°®²Æ±²¼ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ ! ! !
e ( mod n). � -

¡³²¼, ¥ Æ±³Ä Æ¸¨µ ¬¥²®¤Æ¢ ¤¥¸¨´°³¢ ¿. �±² Æ ¤¢  ²¢¥°¤¦¥¿

§ «¨¸ ¾²¼±¿ ¥¤®¢¥¤¥¨¬¨. �®¦  «¨¸¥ ±ª § ²¨, ¹® § ¤ ·  « ¬ ¿

¸¨´°³ RSA Æ¬®¢Æ°® ² ª  ±ª« ¤ , ¿ª Æ § ¤ ·  °®§ª« ¤³ ·¨±«  n  

¬®¦¨ª¨.
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Ǳ¥°¸¥ Æ¦ ¯°¨±²³¯¨²¨ ¤® ®¯¨±³ ¶¨´°®¢®£® ¯Æ¤¯¨±³   ®±®¢Æ RSA,

µ®·¥¬® §£ ¤ ²¨ ¢ ¦«¨¢¨© ª°¨¯²®£° ´Æ·¨© Æ±²°³¬¥² | ¢ª®°®·³¾·³

´³ª¶Æ¾ (hash function).

�§ ·¥¿ 4.28. �³ª¶Æ¿ H(x) ¢¨§ ·¥    ¬®¦¨Æ ¯®¢Æ¤®¬«¥¼

¤®¢¦¨¨ l Æ ®¡° § ¿ª®È | ¬®¦¨  ±«Æ¢ ´Æª±®¢ ®È ¤®¢¦¨¨ k  §¨¢ -

Ä²¼±¿ ¢ª®°®·³¾·®¾, ¿ª¹® ¤«¿ ª®¦®£® ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ M «¥£ª® ®¡·¨±«¨-

²¨ H(M),  «¥

1) ¯° ª²¨·® ¥¬®¦«¨¢® § ©²¨ ¤¢  ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ M1; M2 ² ª¨µ,

¹® H(M1) = H(M2) (²®¡²® H(x) | ¡¥§ª®«Æ§Æ©  ´³ª¶Æ¿);

2) ¤«¿ § ¤ ®£® y0 § ®¡° §³ ´³ª¶ÆÈ H(x) ¬ ©¦¥ ¥¬®¦«¨¢® § ©²¨

² ª®£® x0, ¹® H(x0) = y0 (H(x) | ¢ ¦ª®®¡®°®²  ´³ª¶Æ¿).

� ¡³²¼  ©¢ ¦«¨¢Æ¸¥ § ±²®±³¢ ¿ ¢ª®°®·³¾·®È ´³ª¶ÆÈ | ¶¨´°®-

¢¨© ¯Æ¤¯¨±. �¥µ © �«Æ±  Æ �®¡ ¢¨ª®°¨±²®¢³¾²¼ ²³ ¦ ± ¬³ ¢ª®°®·³¾·³

´³ª¶Æ¾, ¿ª³  ±¯° ¢¤Æ ¬®¦³²¼ Æ ¥ ²°¨¬ ²¨ ¢ ² Ä¬¨¶Æ ¢Æ¤ �¥§ °¿.

�®«¨ �®¡ ¯®±¨« Ä �«Æ±Æ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ M , ²® ¢Æ ¯°¨Ä¤³Ä ¤® ¼®£® ¢ª®-

°®·¥¥ § ·¥¿ H(M).

�«Æ±  µ®·¥ ¡³²¨ ¯¥¢®¾, ¹® ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ ¯°¨©¸«® ¢Æ¤ �®¡ , ¹® �¥-

§ ° ¥ ¯Æ¤¬Æ¨¢ ©®£®. Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® �«Æ±  ¿ª¨¬®±¼ ±¯®±®¡®¬ ¬®¦¥

¯¥°¥ª® ²¨±¼, ¹® ¯°¨Ä¤ ¥ § ·¥¿ H(M) ¯®µ®¤¨²¼ ¢Æ¤ �®¡ . �®¤Æ

È© ¤®±² ²¼® § ±²®±³¢ ²¨ ¢ª®°®·³¾·³ ´³ª¶Æ¾ ¤® ®¤¥°¦ ®£® ¯®¢Æ¤®¬-

«¥¿M 0 Æ ¯®°Æ¢¿²¨ °¥§³«¼² ² §H(M). �ª¹®H(M 0) = H(M), ²® �«Æ± 

¯¥°¥ª®³Ä²¼±¿ ¢  ¤°¥± ²Æ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿, ¡® �¥§ ° ¯° ª²¨·® ¥ ¬®¦¥

² ª §¬Æ¨²¨ ª°¨¯²®²¥ª±², ¹®¡ ¤«¿ §¬Æ¥®£® ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ M 0 ¢¨ª®³-
¢ « ±¼ °Æ¢Æ±²¼ H(M) = H(M 0).

� «¨¸ Ä²¼±¿ ¥°®§¢'¿§ ®¾ ¯°®¡«¥¬  ¿ª �«Æ±Æ ¢¨§ ·¨²¨, ¹® H(M)

±¯° ¢¤Æ  ¤Æ©¸«® ¢Æ¤ �®¡ . �«¿ °®§¢'¿§ ¿ ¶ÆÄÈ § ¤ ·Æ ¬®¦  ¢¨ª®°¨±-

² ²¨ ª°¨¯²®±¨±²¥¬³ RSA.

Ǳ®±¨« ¾·¨ �«Æ±Æ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ M , �®¡ ®¡·¨±«¾Ä ©®£® ¢ª®°®·¥¨©

¢ °Æ ² H = H(M). Ǳ¥°¥¤ ²¨¬ ¿ª ¢¨±« ²¨ ©®£® �«Æ±Æ, �®¡ ¯Æ¤®±¨²¼ H

§  ¬®¤³«¥¬ n�®¡  ¤® ±²¥¯¥¿ °Æ¢®£® ©®£® ¤¥¸¨´°³¾·®¬³ ª«¾·³ d�®¡ .

�®¡, ª°Æ¬ ± ¬®£® ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ M , ¯®±¨« Ä �«Æ±Æ ¡«®ª H 0 = H
d�®¡  (mod

n�®¡ ), ª®°¨±²³¾·¨±¼ ÈÈ ¢Æ¤ª°¨²¨¬ ª«¾·¥¬ (e�«Æ±¨; n�«Æ±¨); ²®¡²® ² ª¨©

´° £¬¥² ª°¨¯²®²¥ª±²³:�
H

d�®¡  (mod n�®¡ )
�e�«Æ±¨ (mod n�«Æ±¨):
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�«Æ±  ¤¥¸¨´°³Ä ®¤¥°¦ ¨© ª°¨¯²®²¥ª±², ¯®²Æ¬ ¡¥°¥ ©®£® ®±² Æ© ¡«®ª

Æ ¯Æ¤®±¨²¼ ¤® ±²¥¯¥¿ e�®¡  §  ¬®¤³«¥¬ n�®¡ . � ª ¢®  ®²°¨¬ ÄH . � «Æ

�«Æ±  ®¡·¨±«¾Ä ¢ª®°®·¥¥ § ·¥¿ ¢Æ¤ ®¤¥°¦ ®£® ¢Æ¤ª°¨²®£® ²¥ª±²³

¡¥§ ®±² ²¼®£® ¡«®ª  Æ ¯®°Æ¢¾Ä ©®£® § H .

Ǳ®§ ¿ª, «¨¸¥ �®¡ § Ä ®¡¥°¥¥ ·¨±«® ¤® e�®¡  §  ¬®¤³«¥¬ n�®¡ , ²®

�«Æ±  ¯¥°¥ª®³Ä²¼±¿ ¢ ²®¬³, ¹® H ±¯° ¢¤Æ  ¤Æ±« ¢ �®¡. �®  ² ª®¦

±² Ä ¢¯¥¢¥  ¢ ²®¬³, ¹® ± ¬¥ ¢Æ ¯°¨±« ¢ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ M Æ ¢ ²®¬³, ¹®

¢®® ¥ ¡³«® ±´ «¼¸®¢ ¨¬.

Ǳ°¨ª« ¤
�¥µ © �®¡ µ®·¥ ¢Æ¤¯®¢Æ±²¨ �«Æ±Æ, ¢¨ª®°¨±²®¢³¾·¨ ª°¨¯²®±¨±²¥¬³ RSA Æ ¯Æ¤¯¨±   ÈÈ

®±®¢Æ. Ǳ°¨©¬¥¬® ÈµÆ ¢Æ¤ª°¨²Æ ª«¾·Æ, ¿ªÆ ¤®°Æ¢¾¾²¼ ¢Æ¤¯®¢Æ¤® (nA = 1000000016600

00006693; eA = 1010 + 61) Æ (nB = 99999999100000001881; eB = 1010 � 71) Æ ¥µ ©

¢®¨ ¤«¿ ¯Æ¤¯¨±³ ¢¨ª®°¨±²®¢³¾²¼ ¢ª®°®·³¾·³ ´³ª¶Æ¾, ¿ª  ¤®¤ Ä §  ¬®¤³«¥¬ 10

¢Æ¤¯®¢Æ¤Æ ¶¨´°¨ ª®¦®£® ¡«®ª³ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿. �®¡ ¯¥°¥²¢®°¾Ä ±¢®Ä ¯®¢Æ¤®¬«¥¿
��������Å���Å��Å����Å ³ ¶¨´°®¢³ ´®°¬³

M33 = 22 00 14 18 05 20 23 03 11 13 02 01 11 01 15 11 18 22 06 26 11:

� ¤¥±¿²ª®¢Æ© ±¨±²¥¬Æ ·¨±«¥¿ ¶¥ ·¨±«® ¬ Ä ² ª¨© ¢¨£«¿¤:

M10 = 516374945545 36785238614782342237:

�®§Æ¡'Ä¬® ©®£®   ¡«®ª¨ w2; w1 ¤®¢¦¨¨ 20 Æ ¯°®±³¬³Ä¬® ¢Æ¤¯®¢Æ¤Æ ¶¨´°¨ ª®¦®£®
¡«®ª  §  ¬®¤³«¥¬ 10. �¤¥°¦¨¬® H = H(M10) = 36785238120056287772. � «Æ �®¡,

¢¨ª®°¨±²®¢³¾·¨ ±¢Æ© ² Ä¬¨© ª«¾· dB, ®¡·¨±«¾Ä H
0 = H

d
B = 8393679242967558940

(mod nB). Ǳ°¨Ä¤ ¢¸¨ ¶¥© ¡«®ª ¯Æ¤¯¨±³ ¤® ¡«®ªÆ¢ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿, �®¡ ¸¨´°³Ä Èµ
¯Æ¤®±¿·¨ ¤® ±²¥¯¥¿ eA §  ¬®¤³«¥¬ nA. �¤¥°¦ Æ ¡«®ª¨ ª°¨¯²®²¥ª±²³ s0 = (H 0)eA =

51417407710110462013 (mod nA), s1 = w

e
A

1 = 85396965628884318087 (mod nA) Æ s2 =

w

e
A

2 = 94375120426889426721 (mod nA) �®¡ ¯®±¨« Ä �«Æ±Æ.
�«Æ±  ¤¥¸¨´°³Ä ®²°¨¬ ¨© ª°¨¯²®²¥ª±², ¯Æ¤®±¿·¨ ©®£® ¡«®ª¨ ¤® ±²¥¯¥¿ dA =

918367361959183733 §  ¬®¤³«¥¬ nA, ²®¡²® ®¡·¨±«¾Ä w
0
i = s

d
A

i
(mod nA). � «Æ, ¢Æ¤¤Æ-

«¨¢¸¨ ¡«®ª w
0
0, ¹® ¢Æ¤¯®¢Æ¤ Ä §  ¯Æ¤¯¨±, �«Æ±  ®¡·¨±«¾Ä (w

0
0)
e
B (mod nB) Æ ¯®°Æ¢¾Ä

§Æ § ·¥¿¬ ¢ª®°®·³¾·®È ´³ª¶ÆÈ H(w02w
0
1) ¢Æ¤ °¥¸²¨ ¡«®ªÆ¢. �ª¹® ®±² ²Æ ¤¢  ·¨±-

«  °Æ¢Æ, ²® �«Æ±  ¯¥°¥ª®³Ä²¼±¿ ¢ ²®¬³, ¹® ®¤¥°¦ ¥ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ ±¯° ¢¤Æ ¢Æ¤ �®¡ 

Æ ¢®® ¥ ¡³«® ±´ «¼¸®¢ ¨¬.

� °²® § ³¢ ¦¨²¨, ¹® ¯Æ¤¯¨±   ®±®¢Æ RSA, ª°Æ¬ ¯°®±²®È Æ¤¥²¨´Æª -

¶ÆÈ  ¤°¥± ² , °®§¢'¿§³Ä ¤¢  Æ¸Æ ¢ ¦«¨¢Æ § ¢¤ ¿. Ǳ®-¯¥°¸¥, § ¡¥§¯¥-

·³Ä²¼±¿ ¯°¨¢ ²Æ±²¼, ¡® ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ ¸¨´°³Ä²¼±¿ ° §®¬ § ¯°¨Ä¤ ¨¬

¡«®ª®¬ H 0, ²®¬³ ¥ ¬®¦  ¢¨§ ·¨²¨ ®±®¡¨ ¢Æ¤¯° ¢¨ª . Ǳ®-¤°³£¥, ¯Æ¤-
¯¨± § ¡¥§¯¥·³Ä ² ª®¦ Æ ¥§ ¯¥°¥·³¢ Æ±²¼: �®¡ ¥ ¬®¦¥ ¢Æ¤¬®¢¨²¨±¼ ¢Æ¤

²®£®, ¹®  ¤Æ±« ¢ ¯Æ¤¯¨± ¥ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿.
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4.3.4. �µ¥¬  �Æ´´Æ{�¥«¬   Æ DSA

Å¸¨© ¢ ¦«¨¢¨© ¯°¨ª« ¤ ª°¨¯²®±¨±²¥¬ § ¢Æ¤ª°¨²¨¬ ª«¾·¥¬ °®§°®¡«¥®

  ®±®¢Æ ¤¨±ª°¥²®£® «®£ °¨´¬ . Ǳ®¿±¨¬® ¢ ·®¬³ ¯®«¿£ Ä § ¤ · 

¤¨±ª°¥²®£® «®£ °¨´¬³¢ ¿. �¥µ © Fp
� = (Zp)

� = f�1; �2; : : : ; p� 1g |
¬³«¼²¨¯«Æª ²¨¢  £°³¯  ±ªÆ·¥®£® ¯®«¿ § p ¥«¥¬¥²Æ¢ ·¨ ªÆ«¼¶¿ «¨¸ªÆ¢

§  ¯°®±²¨¬ ¬®¤³«¥¬ p. �¥² «¼Æ¸¥ ¢« ±²¨¢®±²Æ ¶ÆÄÈ £°³¯¨ °®§£«¿¤ «¨ ³

¯. 4.2.1..

Ǳ°®¡«¥¬®¾ ¤¨±ª°¥²®£® «®£ °¨´¬  ³ Fp
� ¯°¨ ®±®¢Æ g 2 Fp�  §¨-

¢ ¾²¼ § ¤ ·³ § µ®¤¦¥¿ ¤«¿ § ¤ ®£® y 2 Fp� ² ª®£®  ²³° «¼®£®
·¨±«  x, ¹® y = g

x §  ¬®¤³«¥¬ p (¿ª¹® ² ª¥ x Æ±³Ä; ¢ Æ¸®¬³ ¢¨¯ ¤ª³

¬ Ä¬® ®¤¥°¦ ²¨ ¯Æ¤²¢¥°¤¦¥¿ ²®£®, ¹® x ¥  «¥¦¨²¼ ¯Æ¤£°³¯Æ ¯®°®¤-

¦¥Æ© g).

�¯¨¸¥¬® ±¨±²¥¬³ �Æ´´Æ{�¥«¬   (¥ª±¯®¥¶Æ©®£®) ®¡¬Æ³ ª«¾·¥¬.

Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® �«Æ±  Æ �®¡ µ®·³²¼ ¤®¬®¢¨²¨±¼ ¯°® ¢¥«¨ª¥  ²³° «¼¥

·¨±«®, ¿ª¥ ¢®¨ ¢¨ª®°¨±²®¢³¢ ²¨¬³²¼ ¿ª ² Ä¬¨© ª«¾· ³ ±¨¬¥²°¨·Æ©

ª°¨¯²®±¨±²¥¬Æ. �¥© ®¡¬Æ ¢Æ¤¡³¢ Ä²¼±¿ §  ¤®¯®¬®£®¾ ¢Æ¤ª°¨²®£® ª  -

«³. �®¡²®, �¥§ °, ¯°®±«³µ®¢³¾·¨ ¶¥© ª  «, § Ä §¬Æ±² ¢±Æµ ¯®¢Æ¤®¬«¥¼,

¿ª¨¬¨ ®¡¬Æ¾¾²¼±¿ �«Æ±  Æ �®¡.

�¯®· ²ª³ �«Æ±  Æ �®¡ ¢Æ¤ª°¨²® ³§£®¤¦³¾²¼ ¤®±¨²¼ ¢¥«¨ª¥ ¯°®±²¥

·¨±«® p Æ ¯¥°¢Æ±¨© ª®°Æ¼ g §  ¬®¤³«¥¬ p. Ǳ®²Æ¬, �«Æ±  ¢¨¯ ¤ª®¢® ¢¨¡¨-

° Ä  ²³° «¼¥ ·¨±«® kA ¢ ¬¥¦ µ ¢Æ¤ 1 ¤® p� 1 ( «¥ ²®£® ¦ ¯®°¿¤ª³, ¹®

Æ p), ®¡·¨±«¾Ä «¨¸®ª ¢Æ¤ ¤Æ«¥¿ gkA   p Æ ¯®±¨« Ä ¶¥ § ·¥¿ �®¡®¢Æ.

Ǳ®¤Æ¡® ·¨¨²¼ �®¡: ¯®±¨« Ä �«Æ±Æ gkB mod p Æ ²°¨¬ Ä ¢ ² Ä¬¨¶Æ kB.

�§£®¤¦¥¨¬ ª«¾·¥¬ ¡³¤¥ ·¨±«® gkAkB 2 Fp� = f�1; �2; : : : ; p� 1g, ¿ª¥ �®¡
¬®¦¥ ®¡·¨±«¨²¨, ¯Æ¤®±¿·¨ §  ¬®¤³«¥¬ p, ·¨±«® ®¤¥°¦ ¥ ¢Æ¤ �«Æ±¨ ¤®

±²¥¯¥¿ kB, �«Æ±  | ®¡·¨±«¾¾·¨ kA ±²¥¯Æ¼ ·¨±« , ®¤¥°¦ ®£® ¢Æ¤ �®-

¡ . Ǳ®§ ¿ª gkAkB � �gkA�kB � �gkB�kA (mod p); ²® ¢®¨ ¢®«®¤Æ²¨¬³²¼

²¨¬ ± ¬¨¬ ·¨±«®¬.

Ǳ¥°¥¤ �¥§ °¥¬, ¿ª¨© µ®·¥ ¤Æ§ ²¨±¼ ¶¥© ² Ä¬¨© ª«¾·, ±²®È²¼ ² ª

§¢   § ¤ ·  �Æ´´Æ-�¥«¬  : §  § ¤ ¨¬¨ g; g
kA
; g

kB 2 Fp� ®¡·¨±«¨²¨
g
kAkB . �¥£ª® §°®§³¬Æ²¨, ²®©, µ²® ¬®¦¥ °®§¢'¿§ ²¨ § ¤ ·³ ¤¨±ª°¥²®-

£® «®£ °¨´¬ , ¬®¦¥ ² ª®¦ °®§¢'¿§ ²¨ § ¤ ·³ �Æ´´Æ-�¥«¬  . �Æ·®£®

¥¢Æ¤®¬® ·¨ ¯° ¢¨«¼¥ §¢®°®²¥ ²¢¥°¤¦¥¿. �®¡²®, ¥ ¤®¢¥¤¥® °Æ¢-

®±¨«¼Æ±²¼ § ¤ ·Æ « ¬ ¿ ±¨±²¥¬¨ ®¡¬Æ³ ª«¾·¥¬ �Æ´´Æ-�¥«¬   ² 

§ ¤ ·Æ ¤¨±ª°¥²®£® «®£ °¨´¬  (µ®·  ¥¤ ¢Æ · ±²ª®¢Æ °¥§³«¼² ²¨ ±µ¨«¿-
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¾²¼ ¤® ¤³¬ª¨ ¯°® ±¯° ¢¥¤«¨¢Æ±²¼ ¶ÆÄÈ £Æ¯®²¥§¨). �«¿ ¯° ª²¨·¨µ ¶Æ«¥©

¯°¨©¬ ¾²¼, ¹® ±µ¥¬  ®¡¬Æ³ ª«¾·¥¬ �Æ´´Æ-�¥«¬   Ä  ¤Æ©®¾ ¤®²¨,

¤®ª¨ § ¤ ·  ¤¨±ª°¥²®£® «®£ °¨´¬  ¢¢ ¦ Ä²¼±¿ ±ª« ¤®¾.

�«£®°¨²¬ DSA. � 1991 °.  ¬¥°¨ª ±¼ª¨© Æ±²¨²³² ²¥µÆ·¨µ

±² ¤ °²Æ¢ (National Institute of Standards and Technology, ±ª®°®·¥®

NIST) § ¯°®¯®³¢ ¢ ±² ¤ °² ¶¨´°®¢®£® ¯Æ¤¯¨±³ DSS (Digital Signature

Standard), ¿ª¨© £�°³²³Ä²¼±¿    «£®°¨²¬Æ ¶¨´°®¢®£® ¯Æ¤¯¨±³ DSA (Di-

gital Signature Algorithm). DSS ¯« ³¢ «¨ ¢¨ª®°¨±²®¢³¢ ²¨,   «®£Æ·®

DES (¤¨¢. ¯.4.3.1.), ¿ª ±² ¤ °²¨© ¬¥²®¤ ¯Æ¤¯¨±³ ¤«¿ § µ¨±²³ ª®¬¥°-

¶Æ©®È ²  ³°¿¤®¢®È Æ´®°¬ ¶ÆÈ ¥¯®¢'¿§ ®È §  ¶¡¥§¯¥ª®¾. �°³²³Ä²¼±¿

¶¥© ¯Æ¤¯¨±   § ¤ ·Æ ¤¨±ª°¥²®£® «®£ °¨´¬  ¢ ¯®«Æ Fp . �¨ª®°¨±²®¢³Ä ¢Æ

² ª®¦ ±² ¤ °²³ ¢ª®°®·³¾·³ ´³ª¶Æ¾ SHA (Secure Hash Algorithm).

�¿ ´³ª¶Æ¿ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ ¤®¢¦¨¨ ª° ²®È 512 ¡Æ²Æ¢ ¢ª®°®·³Ä ¤® 160

¡Æ²Æ¢. �®  £�°³²³Ä²¼±¿   Æ¤¥¿µ, § ¯°®¯®®¢ ¨µ ¯°®´¥±®°®¬ �® «¼-

¤®¬ � ©¢¥±²®¬ ¯°¨ °®§°®¡¶Æ  «£®°¨²¬³ MD4 ²  § ·®¾ ¬Æ°®¾  ±«Æ¤³Ä

©®£®.

� ¬  «£®°¨²¬ DSA ¤³¦¥ ¯®¤Æ¡¨© ¤® ±¨±²¥¬¨ ¢¯¥°¸¥ § ¯°®¯®®¢ -

®È �®°°®¬, ² ª®¦ ¢Æ ¯®¤Æ¡¨© ¤® ª°¨¯²®±¨±²¥¬¨ �«¼� ¬ « . �¯¨-

¸¥¬® ¿ª ¤ÆÄ DSA. �«¿ ¯®¡³¤®¢¨ ±¨±²¥¬¨ ¯Æ¤¯¨±³ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ ª®¦¥

ª®°¨±²³¢ · ±¯®· ²ª³ ¢¨ª®³Ä ² ªÆ ª°®ª¨:

1) ¢¨¡¨° Ä ¯°®±²¥ ·¨±«® q ¤®¢¦¨¨ ¯®°¿¤ª³ 160 ¡Æ²Æ¢ (¤«¿ ¶¼®£® ¢¨ª®-

°¨±²®¢³¾²¼ £¥¥° ²®° ¯±¥¢¤®¢¨¯ ¤ª®¢¨µ ¡Æ²Æ¢ Æ ²¥±²¨ ¯°®±²®²¨);

2) ¢¨¡¨° Ä ¤°³£¥ ¯°®±²¥ ·¨±«® p ¤®¢¦¨¨ ª° ²®È 64 Æ ² ª¥, ¹® q j
(p� 1) ²  2512 < p < 21024;

3) ¢¨¡¨° Ä ¤®¢Æ«¼¨© ²¢Æ°¨© ¥«¥¬¥² Ä¤¨®È ¶¨ª«Æ·®È ¯Æ¤£°³¯¨ ¯®-

°¿¤ª³ q £°³¯¨ Fp
� (¤«¿ ¢¨¯ ¤ª®¢® ¢¨¡° ®£® ·¨±«  g0 ®¡·¨±«¾Ä

g

(p�1)=q
0 (mod p). �ª¹® °¥§³«¼² ² ¥ ¤®°Æ¢¾Ä 1, ²® g0 | ¸³ª ¨©

²¢Æ°¨© ¥«¥¬¥²);

4) ¢¨¯ ¤ª®¢® ¢¨¡¨° Ä ±¢Æ© ² Ä¬¨© ª«¾· | ·¨±«® x ³ ¬¥¦ µ 0 < x < q

²  ®¡·¨±«¾Ä ±¢Æ© ¢Æ¤ª°¨²¨© ª«¾· y = g
x (mod p).

�¥µ © �«Æ±  ¢¨ª® «   ¢¥¤¥Æ ª°®ª¨ Æ µ®·¥ ¯Æ¤¯¨± ²¨ ±¢®Ä ¯®¢Æ¤®¬-

«¥¿ M . �¯®· ²ª³ ¢®  ®¡·¨±«¾Ä ¢ª®°®·¥¥ § ·¥¿ H = SHA(M)

| 160 ¡Æ²®¢¥ ¶Æ«¥ ·¨±«®. � «Æ ¢¨¯ ¤ª®¢® ¢¨¡¨° Ä ·¨±«® k (²®£® ¦ ¯®-

°¿¤ª³ ¹® Æ q) Æ ®¡·¨±«¾Ä r = (gk mod p) mod q. ǱÆ¤¯¨± �«Æ±¨ ¡³¤¥

±ª« ¤ ²¨±¼ § ¯ °¨ ·¨±¥« (r; s), ¤¥ s � k�1(H + xr) mod q.
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�«¿ ²®£® ¹®¡ ¯Æ¤²¢¥°¤¨²¨ ¯Æ¤¯¨±,  ¤°¥± ² (�®¡) ®¡·¨±«¾Ä u1 =

s
�1
H (mod q) Æ u2 = s

�1
r (mod q): �ª¹® g

u1
y
u2 (mod p) ¤®°Æ¢¾Ä r

§  ¬®¤³«¥¬ q, ²® �®¡ ¯¥°¥ª®³Ä²¼±¿ ¢ ²®¬³, ¹® ¯®¢Æ¤®¬«¥¿  ¤Æ±« « 

�«Æ± .

�«¿ ²®£® ¹®¡ ¯¥°¥¢Æ°¨²¨ ª®°¥ª²Æ±²¼  ¢¥¤¥®È ±µ¥¬¨, ¤®±² ²¼®

¯¥°¥ª® ²¨±¿, ¹® gk � g
u1
y
u2 (mod p): Ǳ®§ ¿ª y = g

x
�
mod p); ²® gk �

g
u1+xu2 (mod p): �±ªÆ«¼ª¨ ¯®°¿¤®ª ¥«¥¬¥²  g ¢ Fp

� ¤®°Æ¢¾Ä q, ²® ®±-
² Ä ¯®°Æ¢¿¿ °Æ¢®±¨«¼¥ ² ª®¬³ k � u1 + xu2 (mod q): �¨ª®°¨±-

²®¢³¾·¨ ²¥, ¹® u1 � s
�1
H � k(H + xr)�1H (mod q) Æ u2 � s

�1
r �

k(H+xr)�1r (mod q); ®¤¥°¦¨¬® k � u1+xu2 � k(H+xr)�1H+xk(H +

xr)�1r = k(H + xr)�1(H + xr) � k (mod q); ¹® ¯®ª §³Ä ª®°¥ª²Æ±²¼

 «£®°¨²¬³ ¯Æ¤¯¨±³ DSA.

�·¥¢¨¤®,  ¤Æ©Æ±²¼  ¢¥¤¥®È ª°¨¯²®±¨±²¥¬¨ § «¥¦¨²¼ ¢Æ¤ ¥¬®¦-

«¨¢®±²Æ ¥´¥ª²¨¢®£® °®§¢'¿§ ¿ § ¤ ·Æ ¤¨±ª°¥²®£® «®£ °¨´¬  ¢ ¯®-

«Æ Fp.

4.3.5. �®§¯®¤Æ« ² Ä¬¨¶Æ, ¯Æ¤ª¨¤ ¿ ¬®¥²¨ ¯® ²¥«¥´®³

Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® ¬¨ µ®·¥¬® £°³¯Æ ®±Æ¡ ¤®¢Æ°¨²¨ ±¥ª°¥²³ Æ´®°¬ ¶Æ¾

( ¯°¨ª« ¤, ¤¥¿ª¥  ²³° «¼¥ ·¨±«® N) °®§¯®¤Æ«¨¢¸¨ ÈÈ ² ª, ¹®¡ ª®¦ 

¢¨¡°   § ¨µ ¯Æ¤£°³¯  k ®±Æ¡ ¬®£«  ¶¥ ·¨±«® ¢Æ¤®¢¨²¨,  «¥ ¹®¡ Æ¿ª 

£°³¯  § (k � 1) ³· ±¨ª  ¥ ¬®£«  ¶¼®£® §°®¡¨²¨.

� ¢¥¤¥¬® ²°¨ ¯°¨ª« ¤¨ °¥ «Æ§ ¶ÆÈ ¶¼®£® ¯°®²®ª®«³, ¿ªÆ £�°³²³¾²¼±¿
¢Æ¤¯®¢Æ¤®   ±¨±²¥¬ µ «ÆÆ©¨µ °Æ¢¿¼, Æ²¥°¯®«¿¶Æ©Æ© ´®°¬³«Æ � £-

° ¦  ²  ª¨² ©±¼ªÆ© ²¥®°¥¬Æ ¯°® ®±² ·Æ.

Ǳ°¨ª« ¤¨

1. �¨¡¥°¥¬® ¤®¢Æ«¼³ ²®·ª³ P (x1; x2; : : : ; xk) ¯°®±²®°³ R
k § ¶Æ«¨¬¨ ª®®°¤¨ ² -

¬¨ xi, ²  x1 = N . �®¦®¬³ ³· ±¨ª®¢Æ ¯°®²®ª®«³ °®§¯®¤Æ«³ ±¥ª°¥²³ ¯®¢Æ-

¤®¬«¿Ä¬® ®¤¥ «ÆÆ©¥ °Æ¢¿¿ k-§¬Æ¨µ, ¿ª¥ § ¤®¢®«¼¿¾²¼ xi; i = 1; : : : ; k:

� ª ¢¨¡¨° Ä¬® k «ÆÆ©® ¥§ «¥¦¨µ °Æ¢¿¼, ¿ªÆ ±² ®¢«¿²¼ ±¨±²¥¬³ �° ¬¥° .
�·¥¢¨¤®, ¹® ² ª  ±¨±²¥¬  «ÆÆ©¨µ °Æ¢¿¼ ¬ Ä Ä¤¨¨© °®§¢'¿§®ª,   ¡³¤¼-¿ªÆ

(k�1) § ¨µ ³²¢®°¾¾²¼ ¥¢¨§ ·¥³ ±¨±²¥¬³, ²®¡²® § ¿ª®È ¥ ¬®¦  ®¤¥°¦ ²¨
°®§¢'¿§®ª x1 = N .

2. Å¸¨© ¬¥²®¤ °®§¯®¤Æ«³ ±¥ª°¥²³ ¢¨ª®°¨±²®¢³Ä ªÆ«¼¶¥ ¯®«Æ®¬Æ¢ Fp[x] ¤«¿ ¤¥¿ª®-
£® ¯°®±²®£® p > N . �¨¯ ¤ª®¢® ¢¨¡¨° Ä¬® ¯®«Æ®¬

f(x) =

k�1X
s=0

asx
s 2 Fp[x]; ¤¥ a0 = N:

�®¦®¬³ ³· ±¨ª®¢Æ °®§¯®¤Æ«³ ² Ä¬¨¶Æ ¯®¢Æ¤®¬«¿¾²¼ ¯ °³ ·¨±¥« (mi; f(mi)),

¤¥ mi 2 Fp�, Æ ¿ª¹® i 6= j, ²® mi 6= mj.
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�¥¯¥°, § ¾·¨ k § ·¥¼ ¯®«Æ®¬  f(x), ©®£® ¬®¦  ¢Æ¤®¢¨²¨ §  Æ²¥°¯®«¿-

¶Æ©®¾ ´®°¬³«®¾ � £° ¦ 

f(x) =

kX
i=1

f(mi)
Y
i6=j

x�mj

mi �mj

Æ § ©²¨ ±¥ª°¥²³ Æ´®°¬ ¶Æ¾ N = f(0): �·¥¢¨¤®, ¹® ¡³¤¼-¿ªÆ (k�1) § ·¥¼

¯®«Æ®¬  ¥ ¢Æ¤®¢«¿²¼ ±¥ª°¥², ¡® ¤«¿ ¤®¢Æ«¼®£® n 2 Fp� §  Æ²¥°¯®«¿¶Æ©®¾
´®°¬³«®¾ Æ±³Ä ² ª¨© ¯®«Æ®¬, § ·¥¿ ¿ª®£® ¢ ³«Æ ¤®°Æ¢¾Ä n.

3. �µ¥¬ ²¨·® ®¯¨¸¥¬® ¯°®²®ª®« °®§¯®¤Æ«³ ² Ä¬¨¶Æ, ¿ª¨© ¢¨ª®°¨±²®¢³Ä ±¨±²¥-

¬³ ¯®°Æ¢¿¼. �«¿ ª®¦®£® ³· ±¨ª  ¯°®²®ª®«³ ¢¨¡¨° ¾²¼ ¯°®±²¥ ·¨±«® pi

Æ ¯®¢Æ¤®¬«¿¾²¼ ©®¬³ «¨¸®ª ¢Æ¤ ¤Æ«¥¿ N   pi. �¨±«® N  «¥¦¨²¼ ¤¥¿ª®-

¬³ ¯°®¬Æ¦ª³ ¤«¿ ²®£®, ¹®¡, ¢¨ª®°¨±²®¢³¾·¨ ª¨² ©±¼ª³ ²¥®°¥¬³ ¯°® ®±² ·Æ,

©®£® ¬®¦  ¡³«® § ©²¨ ®¤®§ ·® §  k ¢Æ¤®¬¨¬¨ «¨¸ª ¬¨ Æ ¥ ¬®¦  ¡³«®

¢Æ¤²¢®°¨²¨ § ¾·¨ «¨¸¥ (k� 1) «¨¸®ª.

�®§£«¿¥¬® °®§¢'¿§ ¿ ¹¥ ®¤®£® § ¢¤ ¿ ±³· ±®È ª°¨¯²®£° ´ÆÈ,

  ± ¬¥, °¥ «Æ§ ¶Æ¾ ¯°®²®ª®«³ ¯Æ¤ª¨¤ ¿ ¬®¥²¨ ¯® ²¥«¥´®³.

�¥µ © �«Æ±  Æ �®¡ µ®·³²¼ ¢¨°Æ¸¨²¨, µ²® § ¨µ ¬ ²¨¬¥ ¯¥°¥¢ £³,  -

¯°¨ª« ¤, µ²® § ¨µ £° ²¨¬¥ ¢ ¸ µ¨ ¡Æ«¨¬¨  ¡® µ²® ¯®¤ ¢ ²¨¬¥ ¯¥°¸¨¬

³ ²¥Æ±®¬³ ¬ ²·Æ. �®¨ ¬®¦³²¼ ¶¥ §°®¡¨²¨ ¯Æ¤ª¨³¢¸¨ ¬®¥²³, §  ³¬®-

¢¨, ¹® ®¡¨¤¢®Ä ¢ ²®¬³ ± ¬®¬³ ¬Æ±¶Æ ²  ¬ ¾²¼ ¬®¥²³, ¿ªÆ© ¢®¨ ¤®¢Æ°¿-

¾²¼. � Æ¸®¬³ ¢¨¯ ¤ª³ ¬®¦  ¢¨ª®°¨±² ²¨ ª°¨¯²®£° ´Æ·³ ¯°®¶¥¤³°³

§®¡®¢'¿§ ¿ ¡Æ²Æ¢ (bit commitment), ¿ª  Ä ±ª« ¤®¢®¾ ¯°®²®ª®«³ ¯Æ¤ª¨-

¤ ¿ ¬®¥²¨ ¯® ²¥«¥´®³. �Æ ¯°®²®ª®«¨ ¬®¦³²¼ ¡³²¨ °¥ «Æ§®¢ Æ § 

¤®¯®¬®£®¾ °Æ§¨µ ª°¨¯²®±¨±²¥¬ ¿ª ±¨¬¥²°¨·¨µ, ² ª Æ  ±¨¬¥²°¨·¨µ.

�®§£«¿¥¬® ¯°®²®ª®« ¯Æ¤ª¨¤ ¿ ¬®¥²¨   ®±®¢Æ ¢ ¦ª®®¡®°®²®È

´³ª¶ÆÈ. �¥µ © �«Æ±  Æ �®¡ § ¢· ±® ¤®¬®¢¨«¨±¼ ¢¨ª®°¨±²®¢³¢ ²¨ ¤¥¿ª³

¢ ¦ª®®¡®°®²³ ´³ª¶Æ¾ f , ²®¤Æ:

1) �«Æ±  ¢¨¡¨° Ä ¢¨¯ ¤ª®¢® ·¨±«® x Æ ®¡·¨±«¾Ä y = f(x);

2) �«Æ±  ¯®±¨« Ä § ·¥¿ y �®¡®¢Æ;

3) �®¡ ¢Æ¤£ ¤³Ä, x ¯ °¥ ·¨ ¥¯ °¥ ·¨±«® Æ ¯®±¨« Ä °¥§³«¼² ² ¢Æ¤£ -

¤³¢ ¿ �«Æ±Æ;

4) ¿ª¹® ¢Æ¤£ ¤³Ä �®¡ ¯° ¢¨«¼®, ²® °¥§³«¼² ²®¬ ¯Æ¤ª¨¤ ¿ ¬®¥²¨

¯® ²¥«¥´®³ Ä Àª®¯Æ©ª Á. �ª¹® ¦ �®¡ ¥ ¢Æ¤£ ¤³Ä ¯ °Æ±²¼ ·¨±« 

x, ²® °¥§³«¼² ² | À£¥°¡Á. �«Æ±  ®£®«®¸³Ä °¥§³«¼² ² ¯Æ¤ª¨¤³¢ ¿

¬®¥²¨ Æ ¯®±¨« Ä § ·¥¿ x �®¡®¢Æ;

5) �®¡ ¯¥°¥¢Æ°¿Ä, ·¨ y = f(x).
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� ¤Æ©Æ±²¼ ¶¼®£® ¯°®²®ª®«³ § «¥¦¨²¼ ¢Æ¤ ¢¨¡®°³ ´³ª¶ÆÈ f . �ª¹® �«Æ± 

¬®¦¥ § ©²¨ x Æ x0 ² ªÆ, ¹® x | ¯ °¥ ·¨±«®, x0 | ¥¯ °¥ Æ y = f(x) =

f(x0), ²® §¬®¦¥ ®¡¬ ¾¢ ²¨ �®¡  ¢ ª®¦®¬³ ¯Æ¤ª¨¤³¢ Æ ¬®¥²¨. �°Æ¬
²®£®, �«Æ±  ¯®¢¨  ±²¥¦¨²¨, ¹®¡ ·¨±«® x ¯°¨©¬ «® ¯ °Æ Æ ¥¯ °Æ

§ ·¥¿ § ®¤ ª®¢®¾ Æ¬®¢Æ°Æ±²¾.

�  ¢¥¤¥Æ© ¢¨¹¥ ±µ¥¬Æ ¥¿¢® °¥ «Æ§®¢ ® ¯°®¶¥¤³°³ §®¡®¢'¿§ ¿

¡Æ²Æ¢. �«Æ±  Æ �®¡ ¤«¿ À¯Æ¤ª¨¤ ¿ ¬®¥²¨ ¯® ²¥«¥´®³Á ¬®£«¨ ¡ ¯®±-

²³¯¨²¨ ¯°®±²Æ¸¥: �«Æ±  ¢¨¡¨° Ä ¤¥¿ª¥ § ·¥¿ ¡Æ² , ¢ª« ¤ Ä ©®£® ³

ª®¢¥°² Æ ¯®±¨« Ä �®¡®¢Æ. �®«¨ «¨±² ¢¦¥ ¢ ¤®°®§Æ, ²® �®¡ ¯® ²¥«¥´®³

¢Æ¤£ ¤³Ä § ·¥¿ ¶¼®£® ¡Æ² .

�§ ·¥¿ 4.29. Ǳ°®²®ª®«®¬ §®¡®¢'¿§ ¿ ¡Æ²Æ¢  §¨¢ ¾²¼ ¯°®¶¥-

¤³°³, §  ¿ª®¾ �«Æ±  ¯¥°¥¤ Ä   §¡¥°Æ£ ¿ ¢ Àª®¢¥°²ÆÁ ² Ä¬¨© ¡Æ²

(²®¡²®, 0  ¡® 1), ¿ª¨© �®¡  ¬ £ Ä²¼±¿ ¢Æ¤£ ¤ ²¨. �®¡ ¥ ¬®¦¥ §°®-

¡¨²¨ ©¬®¢Æ°Æ±²¼ ¢£ ¤³¢ ¿ § ·¥¿ ¡Æ²  ¡Æ«¼¸®¾ Æ¦ 1=2,   �«Æ± 

¥ ¬®¦¥ §¬Æ¨²¨ ±¢®£® ¡Æ²  ¯Æ±«¿ ¢ª« ¤ ¿ ©®£® ³ Àª®¢¥°²Á.

�  ®±®¢Æ ¢ ¦ª®®¡®°®²®È ´³ª¶ÆÈ ¯°®²®ª®« §®¡®¢'¿§ ¿ ¡Æ²Æ¢ ¬®¦-

  °¥ «Æ§³¢ ²¨ ² ª.

1. �«Æ±  £¥¥°³Ä ¤¢Æ ¢¨¯ ¤ª®¢Æ ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ ¡Æ²Æ¢ R1 Æ R2.

2. � «Æ ¢®  ³²¢®°¾Ä ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ (R1; R2; b), ¿ª¥ ±ª« ¤ Ä²¼±¿ § ¢¨¡-

° ¨µ ·¨±¥« R1; R2 ²  ¡Æ²  b, ¹®¤® ¿ª®£® µ®·¥ ¢¨ª® ²¨ §®¡®¢'¿-

§ ¿ ¡Æ²Æ¢.

3. �«Æ±  ®¡·¨±«¾Ä ¢ª®°®·¥¥ § ·¥¿ H(R1; R2; b) Æ ¯®±¨« Ä ©®£® �®-

¡®¢Æ ° §®¬ § ®¤¨¬ Æ§ ¢¨¡° ¨µ ·¨±¥« (R1).

�¿ ®¯¥° ¶Æ¿ Ä ¯Æ¤²¢¥°¤¦¥¿¬ ²®£®, ¹® �«Æ±  ¢¨ª® «  À§®¡®¢'¿§ ¿Á.

Ǳ®§ ¿ª   ²°¥²¼®¬³ ª°®¶Æ ¢¨ª®°¨±²®¢³Ä²¼±¿ ¢ ¦ª®®¡®°®²  ´³ª¶Æ¿,

²® �®¡ ¥ ¬®¦¥ ÈÈ ®¡¥°³²¨ Æ À§¤®¡³²¨Á ¡Æ². �®«¨ ¯°¨µ®¤¨²¼ · ± °®§£®-

«®¸¥¿ ¡Æ²  �«Æ±¨, ¯°®²®ª®« ¯°®¤®¢¦³Ä²¼±¿.

4. �«Æ±  ¯®±¨« Ä �®¡®¢Æ ¯®· ²ª®¢¥ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ (R1; R2; b).

5. �®¡ ®¡·¨±«¾Ä ©®£® ¢ª®°®·¥¥ § ·¥¿ ²  ¯®°Æ¢¾Ä ©®£® Æ R1 §

¯®¢Æ¤®¬«¥¿¬, ®¤¥°¦ ¨¬   ª°®¶Æ 3. �ª¹® § ·¥¿ §¡Æ£ ¾²¼±¿,

²® ¡Æ² ¯° ¢¨«¼¨©.

� ³¢ ¦¨¬®, ¹® �«Æ±  ¥ ¬®¦¥ §¬Æ¨²¨ § ·¥¿ ¡Æ²  b   b0. �®¡²®, ¢® 
¥ ¬®¦¥ § ©²¨ Æ¸¥ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ (R1; R

0
2; b

0) ² ª¥, ¹® H(R1; R
0
2; b

0) =
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H(R1; R2; b):�ª¡¨ �«Æ±  ¥ ¢¨±« «  �®¡®¢Æ R1, ²® ¬®£«  ¡ §¬Æ¨²¨ ®¡¨¤¢ 

§ ·¥¿ R1 Æ R2 ²  ¯Æ¤¬Æ¨²¨ § ·¥¿ ¡Æ² .

�¥¯¥° ¯°®¶¥¤³°³ ¯Æ¤ª¨¤ ¿ ¬®¥²¨ ¯® ²¥«¥´®³ ¬®¦  °¥ «Æ§³¢ ²¨

² ª.

1) �«Æ±  À¢ª« ¤ Ä ³ ª®¢¥°²Á ¢¨¯ ¤ª®¢¥ § ·¥¿ ¡Æ² , ¢¨ª®°¨±²®¢³¾-

·¨ ¯°®²®ª®« §®¡®¢'¿§ ¿ ¡Æ²Æ¢;

2) �®¡ ¯°®¡³Ä ¢Æ¤£ ¤ ²¨ § ·¥¿ ¶¼®£® ¡Æ² ;

3) �«Æ±  ¢Æ¤ª°¨¢ Ä ¡Æ² �®¡®¢Æ. �ª¹® �®¡ ¢Æ¤£ ¤ ¢ § ·¥¿ ¡Æ² , ²®

¢Æ ¯¥°¥¬ £ Ä ¢ ¶¼®¬³ ° ³¤Æ ¯Æ¤ª¨¤³¢ ¿ ¬®¥²¨.

4.3.6. �®¢¥¤¥¿ ¡¥§ °®§£®«®¸¥¿, Æ¤¥²¨´Æª ¶Æ¿

�®§£«¿¥¬® ² ª³ ±¨²³ ¶Æ¾: ¯°¨¯³±²¨¬®, ¹® �®¡ §« ¬ ¢ ±¨±²¥¬³ § µ¨±-

²³ ª®¬¯'¾²¥°®È ¬¥°¥¦Æ ¤¥¿ª®£® ¡ ª³, § Ä °®§¢'¿§ ¿ ¤¥¿ª®È ±ª« ¤-

®È § ¤ ·Æ, ·¨ ¢®«®¤ÆÄ Æ¸®¾ ±¥ª°¥²®¾ Æ´®°¬ ¶ÆÄ¾ ( ¯°¨ª« ¤, § Ä

§¬Æ±² ·¥²¢¥°²®£® ²®¬³ ª®¬¯'¾²¥°®È ¡Æ¡«ÆÈ �³² ). �®¡ µ®·¥ ¯®µ¨§³-

¢ ²¨±¼ ¶¨¬ ¯¥°¥¤ �«Æ±®¾,  «¥ §°®¡¨²¨ ¶¥ ² ª, ¹®¡ ¢®  ¥ ®²°¨¬ « 

¦®¤®È ±¥ª°¥²®È Æ´®°¬ ¶ÆÈ. � ¬Æ°¨ �®¡  ¯¥°¥ª® ²¨ �«Æ±³ ¢ ²®¬³,

¹® ¢Æ ¢®«®¤ÆÄ ±¥ª°¥²®¾ Æ´®°¬ ¶ÆÄ¾, ¥ °®§ª°¨¢ ¾·¨ ¯°¨ ¶¼®¬³ ÈÈ,

§¤ ¾²¼±¿ ±³¯¥°¥·«¨¢¨¬¨ ²  ¥§¤Æ©±¥¨¬¨. �¤ ª ¶¥ § ¢¤ ¿ ¬®¦-

  °¥ «Æ§³¢ ²¨, ±ª®°¨±² ¢¸¨±¼ ¯°®²®ª®«®¬ ¤®¢¥¤¥¿ ¡¥§ °®§£®«®¸¥¿

(zero-knowledge proof).

À�®¢¥¤¥¿Á £�°³²³Ä²¼±¿   ¯¥¢Æ© ¯°®¶¥¤³°Æ, ¿ª  ¯®¢²®°¾Ä²¼±¿ ªÆ«¼-
ª  ° §Æ¢. Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® Æ´®°¬ ¶Æ¿, ¿ª®¾ ¢®«®¤ÆÄ �®¡ | ¶¥ °®§¢'¿-

§ ¿ ¤¥¿ª®È ±ª« ¤®È § ¤ ·Æ. �®¤Æ:

1. �®¡ ¢¨ª®°¨±²®¢³Ä ±¢®¾ ±¥ª°¥²³ Æ´®°¬ ¶Æ¾ Æ ¤¥¿ª¥ ¢¨¯ ¤ª®¢¥

·¨±«® ¤«¿ ¯¥°¥²¢®°¥¿ ±ª« ¤®È § ¤ ·Æ ¢ Æ¸³ ±ª« ¤³ § ¤ ·³, ¿ª 

¥ª¢Æ¢ «¥²  ¯¥°¸Æ©. � «Æ ¢Æ °®§¢'¿§³Ä ®¢³ § ¤ ·³ §  ¤®¯®¬®£®¾

¢Æ¤®¬®£® ©®¬³ ·¨±«  Æ °®§¢'¿§ ¿ ¯¥°¸®È § ¤ ·Æ.

2. �®¡ ¢¨ª®³Ä §®¡®¢'¿§ ¿ ¹®¤® °®§¢'¿§ª³ ®¢®È § ¤ ·Æ §  ¤®¯®¬®-

£®¾ ¤¥¿ª®£® ¯°®²®ª®«³ §®¡®¢'¿§ ¿ ¡Æ²Æ¢.

3. �®¡ ¢Æ¤ª°¨¢ Ä �«Æ±Æ ®¢³ ±ª« ¤³ § ¤ ·³, ¯°¨·®¬³ ¢®  ¥ ¬®¦¥

  ¯Æ¤±² ¢Æ ¶ÆÄÈ Æ´®°¬ ¶ÆÈ ®¤¥°¦ ²¨ ¡³¤¼-¿ª³ Æ´®°¬ ¶Æ¾ ¯°® ¯®-

· ²ª®¢³ § ¤ ·³ ·¨ ÈÈ °®§¢'¿§ ¿.

4. �«Æ±  ¯°®±¨²¼ �®¡  ¤®¢¥±²¨, ¹®:

 ) ¯¥°¸  Æ ¤°³£  § ¤ ·Æ Ä Æ§®¬®°´¨¬¨;
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¡) ¢Æ¤ª°¨²¨ °®§¢'¿§ ¿, ¿ª¥ ¬Æ±²¨²¼±¿ ¢ §®¡®¢'¿§ Æ   ª°®¶Æ

2, Æ ¤®¢¥±²¨, ¹® ¶¥ °®§¢'¿§®ª ®¢®È § ¤ ·Æ.

5. �®¡ ¢¨ª®³Ä ¢¨¬®£¨ �«Æ±¨, ²®¡²® ¤®¢®¤¨²¼ ®¤¨ § ¤¢®µ ¯³ª²Æ¢

 ,¡.

6. �«Æ±  Æ �®¡ ¯®¢²®°¾¾²¼ ª°®ª¨ 1{5 n-ª° ²®.

� ²¥¬ ²¨·Æ ¤®¢¥¤¥¿ ² ª®£® ²¨¯³ ¤®±¨²¼ ±ª« ¤Æ. � ¤ ·³ ²  ¢¨-

¯ ¤ª®¢¥ ·¨±«® ²°¥¡  ¢¨¡¨° ²¨ ®¡¥°¥¦® ¤«¿ ²®£®, ¹®¡ �«Æ±  ¥ ¬®£« 

®¤¥°¦ ²¨ Æ¿ª®È Æ´®°¬ ¶ÆÈ ¯°® °®§¢'¿§ ¿ ¯®· ²ª®¢®È § ¤ ·Æ,  ¢Æ²¼

¯Æ±«¿ ¡ £ ²®ª° ²®£® ¯®¢²®°¥¿ ¯°®²®ª®«³. �°®§³¬Æ«®, ¹® ¥ ª®¦³

À±ª« ¤³ § ¤ ·³Á ¬®¦  ¢¨ª®°¨±² ²¨ ¤«¿ °¥ «Æ§ ¶ÆÈ ¯°®²®ª®«³ ¤®¢¥¤¥-

¿ ¡¥§ °®§£®«®¸¥¿.

� ¢¥¤¥¬® ¤¢  ¯°¨ª« ¤¨ ¤®¢¥¤¥¿ ¡¥§ °®§£®«®¸¥¿, ¿ªÆ £�°³²³¾²¼-
±¿   § ¤ ·Æ ¢Æ¤¸³ª ¿ £ ¬Æ«¼²®®¢®£® ¶¨ª«³ ¢ ¤¥¿ª®¬³ £° ´Æ ²  § ¤ ·Æ

°®§¯Æ§ ¢ ¿ ª¢ ¤° ²¨·¨µ «¨¸ªÆ¢.

Ǳ°¨ª« ¤¨

1. �¥© ¯°¨ª« ¤ ¢¯¥°¸¥ § ¯°®¯®³¢ ¢ �.�«¾¬. Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® �®¡ § Ä ¶¨ª«

£ ¬Æ«¼²®  ³ £° ´Æ G = (V;E), ²®¡²® ² ª¨© ¬ °¸°³², ¿ª¨© ¯®·¨ Ä²¼±¿ Æ § -
ªÆ·³Ä²¼±¿ ¢ ¤¥¿ªÆ© ¢¥°¸¨Æ ²  ¯°®µ®¤¨²¼ ·¥°¥§ ¢±Æ ¢¥°¸¨¨ ®¤¨ ° §. �«¿

¤³¦¥ ¢¥«¨ª®£® £° ´ , § µ®¤¦¥¿ £ ¬Æ«¼²®®¢®£® ¸«¿µ³,  ¢Æ²¼ § ¢¨ª®°¨±-

² ¿¬ ª®¬¯'¾²¥° , ¬®¦¥ °®§²¿£³²¨±¼   °®ª¨. �¥µ © �®¡ µ®·¥ ¯¥°¥ª® ²¨

�«Æ±³, ¹® ¢Æ § Ä ² ª¨© ¬ °¸°³². �®¤Æ:

1. �®¡ ¤®¢Æ«¼® ¯¥°¥±² ¢«¿¾·¨ ¢¥°¸¨¨ £° ´  G ²  §¬Æ¾¾·¨ Èµ  §¢¨

³²¢®°¾Ä ®¢¨© £° ´ G
0. �±ªÆ«¼ª¨ £° ´¨ G Æ G0 | Æ§®¬®°´Æ, ²® § ¾·¨

£ ¬Æ«¼²®®¢¨© ¬ °¸°³² ³ £° ´Æ G, �®¡ ¬®¦¥ «¥£ª® § ©²¨ £ ¬Æ«¼²®®-

¢¨© ¶¨ª« ³ £° ´Æ G0. �±ªÆ«¼ª¨ �®¡ ± ¬ ³²¢®°¨¢ £° ´ G
0, ²® ¤«¿ ¼®£®

¤®¢¥¤¥¿ Æ§®¬®°´Æ§¬³ £° ´Æ¢ G Æ G0 Ä ²°¨¢Æ «¼®¾ § ¤ ·¥¾. �«¿ ª®¦®È

Æ¸®È ®±®¡¨ ¶¥ ±ª« ¤  § ¤ · .

2. �®¡ ¯®±¨« Ä �«Æ±Æ ª®¯Æ¾ £° ´  G0.
3. �«Æ±  ¯°®±¨²¼ ¢¨ª® ²¨ �®¡  ®¤³ § ¤¢®µ ¤Æ©:

 ) ¤®¢¥±²¨, ¹® £° ´¨ G Æ G0 | Æ§®¬®°´Æ;
¡) ¯®ª § ²¨ £ ¬Æ«¼²®®¢¨© ¶¨ª« ³ £° ´Æ G0.

4. �®¡ ¢¨ª®³Ä ¢¨¬®£¨ �«Æ±¨:
 ) ¤®¢®¤¨²¼, ¹® G �= G

0, ¥ § § · ¾·¨ £ ¬Æ«¼²®®¢¨© ¬ °¸°³² ³ ¦®¤-

®¬³ £° ´Æ;
¡) ¯®ª §³Ä £ ¬Æ«¼²®®¢¨© ¶¨ª« ³ £° ´Æ G0, ¥ ¤®¢®¤¿·¨ Æ§®¬®°´Æ§¬³ G

Æ G0.

5. �®¡ Æ �«Æ±  ¯®¢²®°¾¾²¼ ª°®ª¨ 1{4 n ° §Æ¢.

�ª¹® �®¡ ¥ ®¸³ª³Ä �«Æ±³, ²® ¢Æ ÈÈ ¯¥°¥ª®³Ä § Æ¬®¢Æ°Æ±²¾ 1,  ¤ ¢¸¨ ®¤¥ §
¤®¢¥¤¥¼ ¯³ª²³ 3. �ª¹® �®¡ ¥ § Ä £ ¬Æ«¼²®®¢®£® ¶¨ª«³ ³ £° ´Æ G, ²® ¢Æ ¥

¬®¦¥ ¯®¡³¤³¢ ²¨ £° ´ G
0, ¿ª¨© § ¤®¢®«¼¿Ä ³¬®¢¨   Æ ¡ ®¤®· ±®. � ª° ¹®¬³

¢¨¯ ¤ª³ �®¡ ¬®¦¥  ¡® ³²¢®°¨²¨ G
0 Æ§®¬®°´¨© G,  ¡® ³²¢®°¨²¨ £° ´ G

0 §
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² ª®¾ ¦ ªÆ«¼ªÆ±²¾ ¢¥°¸¨, ¿ª ³ G Æ § ¢Æ¤®¬¨¬ £ ¬Æ«¼²®®¢¨¬ ¶¨ª«®¬. �®¡²®,

Æ¬®¢Æ°Æ±²¼ ²®£®, ¹® �«Æ±  ¢¨ª°¨Ä �®¡  ¢ ª®¦®¬³ ¶¨ª«Æ ®¯¨± ®È ¯°®¶¥¤³°¨

¤®°Æ¢¾Ä 1=2. Ǳ®¢²®°¨¢¸¨ ª°®ª¨ 1{4 n ° §Æ¢, �«Æ±  ¬®¦¥ ¡³²¨ ¢¯¥¢¥  §
Æ¬®¢Æ°Æ±²¾ 1� 1

2n
¢ ²®¬³, ¹® �®¡ § Ä °®§¢'¿§ ¿ ±ª« ¤®È § ¤ ·Æ. �·¥¢¨¤®,

®¯¨± ¨© ¯°®²®ª®« Ä ¤®¢¥¤¥¿¬ ¡¥§ °®§£®«®¸¥¿, ¡® �«Æ±  Æª®«¨ ¥ ®²°¨¬ Ä

Æ´®°¬ ¶ÆÈ, ¿ª  ¡ ¯®¬®£«  È© § ©²¨ £ ¬Æ«¼²®®¢¨© ¶¨ª« ³ £° ´Æ G.

2. �®§£«¿¥¬® °¥ «Æ§ ¶Æ¾ ¯°®²®ª®«³ ¤®¢¥¤¥¿ ¡¥§ °®§£®«®¸¥¿   ®±®¢Æ § ¤ -

·Æ °®§¯Æ§ ¢ ¿ ª¢ ¤° ²¨·¨µ «¨¸ªÆ¢ (²®¡²®, ¢¨§ ·¥¿ ·¨ ¤«¿ ¯ °¨  ²³-
° «¼¨µ ·¨±¥« (x; n) Æ±³Ä ·¨±«® y ² ª¥, ¹® y

2 � x (mod n)). �ª¹® ¥¢Æ¤®¬®

´ ª²®°¨§ ¶ÆÈ ¬®¤³«¿ n, ²® ¶¿ § ¤ ·  Ä ±ª« ¤®¾.
Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® �®¡ § Ä y | ª®°Æ¼ ª¢ ¤° ²¨© § x §  ¬®¤³«¥¬ n Æ µ®·¥

¯¥°¥ª® ²¨ ¢ ¶¼®¬³ �«Æ±³, ¥¢Æ¤ª°¨¢ ¾·¨ È© § ·¥¿ y. �®¤Æ

1. �®¡ ¢¨¡¨° Ä ¤®¢Æ«¼¥ ¢§ Ä¬® ¯°®±²¥ § n ·¨±«® v, ¯Æ¤®±¨²¼ ©®£® ¤®

ª¢ ¤° ²  Æ °¥§³«¼² ² u = v
2 (mod n) ¯®±¨« Ä �«Æ±Æ.

2. �«Æ±  ¯®±¨« Ä �®¡®¢Æ ¢¨¯ ¤ª®¢¨© ¡Æ² b 2 f0; 1g.

3. �®¡ ¯®±¨« Ä �«Æ±Æ ·¨±«® w =

(
v; ¿ª¹® b = 0;

vy; ¿ª¹® b = 1:

4. �ª¹® b = 0, ²® �«Æ±  ¯¥°¥¢Æ°¿Ä, ·¨ ±¯° ¢¤Æ u � w
2 (mod n);   ¿ª¹® b = 1,

²® ¯¥°¥¢Æ°¿Ä, ·¨ ±¯° ¢¤Æ xu � w
2 (mod n).

5. �«Æ±  ²  �®¡ ¯®¢²®°¾¾²¼ ª°®ª¨ 1{4 m ° §Æ¢.

�ª¹® ³ ª®¦®¬³ § m ¶¨ª«Æ¢   4 ª°®¶Æ °¥§³«¼² ² ¯¥°¥¢Æ°ª¨ ³±¯Æ¸¨©, ²®

�®¡®¢Æ ¢¤ «®±¼ ¯¥°¥ª® ²¨ �«Æ±³ ¢ ²®¬³, ¹® ¢Æ § Ä °®§¢'¿§ ¿ ±ª« ¤®È
§ ¤ ·Æ. �¬®¢Æ°Æ±²¼ ²®£®, ¹® �®¡ §¬®¦¥ ®¸³ª ²¨ �«Æ±³, ¤®°Æ¢¾Ä 1

2m
Æ ¸¢¨¤ª®

±¯ ¤ Ä § °®±²®¬ m.

� ³¢ ¦¨¬®, ¹® ³  ¢¥¤¥¨µ ¤¢®µ ¯°¨ª« ¤ µ ¢¨ª®°¨±²®¢³Ä²¼±¿ ¬¥-

²®¤ °®§¤Æ«¿© Æ ¢¨¡¨° © (cut and choose). �¯¥°¸¥ ¢¨ª®°¨±²®¢³¢ ²¨ ¶¾

¯°®¶¥¤³°³ ¢ ª°¨¯²®£° ´ÆÈ § ¯°®¯®³¢ ¢ �.� ¡Æ.

�¨±²¥¬  £ ±¥« ²  Æ¤¥²¨´Æª ¶Æ¿. � £ «¼®¢Æ¤®¬¨¬ °®§¢'¿§ª®¬

§ ¤ ·Æ Æ¤¥²¨´Æª ¶ÆÈ Ä ¢¨ª®°¨±² ¿ £ ±« . �¥¤®«Æª®¬ ² ª®£®  ©¯°®±²Æ-

¸®£® ¢¨°Æ¸¥¿ ¯°®¡«¥¬¨ Ä ²¥, ¹® ±³¯¥°¨ª ¬®¦¥ ¯Æ¤±«³µ ²¨ £ ±«®. �ª

¬¨ ¢¦¥ § § · «¨ (¤¨¢. ¯. 4.3.3.), ¯°®²®ª®« ¶¨´°®¢®£® ¯Æ¤¯¨±³ ¯®§¡ ¢«¥-

¨© ¶¼®£® ¥¤®«Æª³ Æ °®§¢'¿§³Ä § ¢¤ ¿ Æ¤¥²¨´Æª ¶ÆÈ ¯®°¿¤ § Æ¸¨¬¨.

�¨´°®¢¨© ¯Æ¤¯¨±, ¿ª Æ ª°¨¯²®±¨±²¥¬¨ § ¢Æ¤ª°¨²¨¬ ª«¾·¥¬, ¢¨ª®°¨±²®-

¢³Ä ¢ ¦ª®®¡®°®²³ ´³ª¶Æ¾ § ±¥ª°¥²®¬. � ±¯° ¢¤Æ, ±¨±²¥¬³ Æ¤¥²¨´Æ-

ª ¶ÆÈ ¬®¦  ¯®¡³¤³¢ ²¨ §  ¤®¯®¬®£®¾ «¨¸¥ ¢ ¦ª®®¡®°®²®È ´³ª¶ÆÈ.

� ¯°¨ª« ¤, ¥µ © f | ¤¥¿ª  ¢ ¦ª®®¡®°®²  ´³ª¶Æ¿. �ª¹® £ ±-

«  xi  ¡®¥²Æ¢ ¬¥°¥¦Æ §¡¥°Æ£ ²¨ ¢ ª®¬¯'¾²¥°Æ, ²® Èµ °®§ª°¨²²¿ ±² ¥

«¥£ª®¾ § ¤ ·¥¾ ¤«¿ ¡³¤¼-¿ª®£® µ ª¥° . �«¿ ²®£® ¹®¡ ±¯¨±®ª £ ±¥« §¡¥-

°Æ£ ²¨ ¢ ² Ä¬¨¶Æ, ¯®°¿¤ § Æ¬¥¥¬ i-£®  ¡®¥²  §¡¥°Æ£ ¾²¼ § ·¥¿

f(xi): �®¦®£® ° §³, ª®«¨ ª®°¨±²³¢ · µ®·¥ ®²°¨¬ ²¨ ¤®±²³¯ ¤® ¬¥°¥¦Æ,
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¢¢®¤¨²¼ ±¢Æ© ¯ °®«¼ xi. �®¬¯'¾²¥° ®¡·¨±«¾Ä § ·¥¿ f(xi), ¯®°Æ¢¾Ä

©®£® § ¢Æ¤¯®¢Æ¤¨¬ § ·¥¿¬ Æ§ ±¯¨±ª³ £ ±¥«,  ¤ Ä ¤®±²³¯ ¤® ¢Æ¤¯®¢Æ¤-

¨µ °¥±³°±Æ¢ ·¨ ¯°¨±²°®È¢ ¬¥°¥¦Æ Æ §¨¹³Ä ¢±Æ ¤ Æ ¯°® xi. �·¥¢¨¤®,

¹® § ¤ ·  « ¬ ¿ ² ª®È ±¨±²¥¬¨ £ ±¥« §¢®¤¨²¼±¿ ¤® § ¤ ·Æ ®¡·¨±«¥¿

§ ·¥¿ x = f
�1(y), ¿ª  Ä ±ª« ¤®¾ § ¤ ·¥¾ ¢ ±¨«³ ¢ ¦ª®®¡®°®²®±²Æ

´³ª¶ÆÈ f .

Ǳ°®¶¥¤³°³ Æ¤¥²¨´Æª ¶ÆÈ ¬®¦  ² ª®¦ °¥ «Æ§³¢ ²¨   ®±®¢Æ ¯°®-

²®ª®«³ ¤®¢¥¤¥¿ ¡¥§ °®§£®«®¸¥¿. �«¿ ¶¼®£® ª®¦¥  ¡®¥² ¬¥°¥¦Æ

®¯°¨«¾¤¾Ä ¤¥¿ª¥ ²¢¥°¤¦¥¿, ¤®¢¥¤¥¿ ¿ª®£® ¢Æ¤®¬¥ «¨¸¥ ©®¬³.

�ª¹® ¤¥¿ª¨©  ¡®¥² (�«Æ± ) µ®·¥ ¯¥°¥±¢Æ¤·¨²¨±¿ ¢ ®±®¡Æ Æ¸®£®

 ¡®¥²  (�®¡ ), ²® ¯°®±¨²¼ ±¯Æ¢°®§¬®¢¨ª  ¤®¢¥±²¨ �®¡®¢¥ ²¢¥°¤¦¥-

¿ §  ¤®¯®¬®£®¾ ±µ¥¬¨ ¤®¢¥¤¥¿ ¡¥§ °®§£®«®¸¥¿.

� ¾·¨ ¤®¢¥¤¥¿ ²¢¥°¤¦¥¿, �®¡ ¯¥°¥ª®³Ä �«Æ±³ ¢ ª®¦®¬³ § n

¶¨ª«Æ¢ ¯°®²®ª®«³. �¬®¢Æ°Æ±²¼ ²®£®, ¹® ¶¥ §°®¡¨²¼ ± ¬®§¢ ¥¶¼ ¤®°Æ¢-

¾Ä 2�n Æ Ä ¤®±¨²¼ ¬ «®¾ ¯°¨ ¢¥«¨ª¨µ n. �±ªÆ«¼ª¨ ¤®¢¥¤¥¿ ¡³«® ¡¥§

°®§£®«®¸¥¿, ²®  ¢Æ²¼ ¯Æ¤±«³µ ¢¸¨ ±¥ ± Æ¤¥²¨´Æª ¶ÆÈ �®¡  �«Æ±®¾,

±³¯¥°¨ª ¥ §¬®¦¥ ¯®¢²®°¨²¨ ©®£® § ¬Æ±²¼ �®¡ .



�¯° ¢¨ ¤® �®§¤Æ«³ 1

1.1. �®¦¨¨

�®¦  § ¤ · , ¿ª³ ¿ °®§¢'¿§³¢ ¢,
±² Ä ¯° ¢¨«®¬, ¿ª¥ ±«³£³¢ ²¨¬¥

¤® °®§¢'¿§ ¿ Æ¸¨µ § ¤ ·

�. �¥ª °²

1.1.1. �®¢¥±²¨ ²®²®¦®±²Æ:

1) (A \ B) = �A� [ �B� ;
2) (A [ B) = �A� \ �B� ;
3) A n (B [ C) = (A nB) \ (A n C);
4) A n (B \ C) = (A nB) [ (A n C);
5) A n (A nB) = A \B;
6) (A nB) n C = (A n C) n (B nC) ;
7) A \ (B n C) = (A \ B) n (A \ C) = (A \ B) n C;
8) A [ (B n C) = (A n C) [ (B n C) :

1.1.2. �¥µ © A = B[C Æ B\C = ;. �®¢¥±²¨, ¹® B = AnC Æ C = AnB:
1.1.3. �¨ Æ±³¾²¼ ² ªÆ ¬®¦¨¨ A;B;C, ¹® A \ B 6= ;, A \ C = ; Æ
(A \B) n C = ;?
1.1.4. �¥µ © A � C Æ B � C: �®¢¥±²¨, ¹® A [B � C Æ A \ B � C:
1.1.5. �  ®§ ·¥¿¬ A � B = (A [ B) n (A \B) : � ©²¨ ¥®¡µÆ¤Æ ² 

¤®±² ²Æ ³¬®¢¨ ¤«¿ ²®£®, ¹®¡ A� B = A [ B:
1.1.6. �®¢¥±²¨, ¹® A = A \ (A [B) Æ A = A [ (A \B).
1.1.7. �®¢¥±²¨, ¹® A � B � C ²®¤Æ © «¨¸¥ ²®¤Æ, ª®«¨ (C nA) [B = C:

1.1.8. �®¢¥±²¨, ¹® § ª®¦®£® § ²°¼®µ ±¯Æ¢¢Æ¤®¸¥¼ A � B;A \ B = A;

A [ B = B ¢¨¯«¨¢ ¾²¼ ¤¢  Æ¸Æ.

204
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1.1.9. �®¢¥±²¨, ¹® A�B = C , B � C = A, C � A = B:

1.1.10. �®¢¥±²¨, ¹® A�B = B�A; (A� B)�C = A�(B � C) ; A�A = ;.
1.1.11. � ° ª²¥°¨±²¨·®¾ ´³ª¶ÆÄ¾ ¯Æ¤¬®¦¨¨ A ¬®¦¨¨ C  §¨-

¢ ¾²¼ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ f : C ! f0; 1g ; ¤¥ f (x) =
�

1; x 2 A;
0; x =2 A: �ª¹® f Æ g

µ ° ª²¥°¨±²¨·Æ ´³ª¶ÆÈ ¯Æ¤¬®¦¨ A Æ B ¬®¦¨¨ C; ²® ¿ª¨¬¨ ¡³¤³²¼

¯Æ¤¬®¦¨¨ § µ ° ª²¥°¨±²¨·¨¬¨ ´³ª¶Æ¿¬¨ 1� f; fg; f + g � fg?
1.1.12. �®¢¥±²¨, ¹® ¯Æ¤¬®¦¨¨ ¡³¤¼-¿ª®È ¬®¦¨¨ C ³²¢®°¾¾²¼ ªÆ«¼-

¶¥ ¹®¤® ®¯¥° ¶Æ© ¤®¤ ¢ ¿ A � B = (A [B) n (A \B) ²  ¬®¦¥¿

A �B = A \ B: �® Ä ¢Æ¤Æ¬ ¿¬ ³ ¶¼®¬³ ªÆ«¼¶Æ?

1.1.13. �«¿ ª®¦®£®  ²³° «¼®£® n § ¯¨± ²¨ ¬®¦¨³ An § n ¥«¥¬¥-

²Æ¢, ¿ª¹® x; y 2 An, ²® x 2 y  ¡® y 2 x  ¡® x = y:

1.1.14. �®§¢'¿§ ²¨ ±¨±²¥¬³ °Æ¢¿¼

�
A \X = B

A [X = C

, ¤¥ A;B;C� § ¤ Æ

¬®¦¨¨ Æ B � A � C:
1.1.15. �®§¢'¿§ ²¨ ±¨±²¥¬³ °Æ¢¿¼

�
A nX = B

X nA = C

, ¤¥ A;B;C� § ¤ Æ

¬®¦¨¨ Æ B � A; A \ C = ;.
1.1.16. �¨ ¯° ¢¨«¼Æ ¤«¿ ¬®¦¨ A;B;C ² ªÆ °Æ¢®±²Æ: A�B = B�A;
A� (B � C) = (A �B)� C, A� (B [ C) = (A� B)[ (A � C)?
1.1.17. �¥µ © Ai; (i 2 I) ; B ¯Æ¤¬®¦¨¨ ¬®¦¨¨ X . �®¢¥±²¨, ¹®�S

i2I Ai

� \B =
S
i2I (Ai \B):

1.1.18. �®¢¥±²¨, ¹®
�T

i2I Ai

� [B =
T
i2I (Ai [ B):

1.1.19. �ª³ ¬ ª±¨¬ «¼³ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¯Æ¤¬®¦¨ ¬®¦  ³²¢®°¨²¨ § ¤ ¨µ

n ¯Æ¤¬®¦¨ §  ¤®¯®¬®£®¾ ®¯¥° ¶Æ© ®¡'Ä¤ ¿, ¯¥°¥²¨³ ²  ¤®¯®¢¥-

¿?

1.1.20. �®¢¥±²¨, ¹® (A1 [ : : :[An) � (B1 [ : : :[ Bn) � (A1 � B1) [ : : :
[ (An � Bn) :

1.1.21. �®¢¥±²¨, ¹® (A1 \ : : :\An) � (B1 \ : : :\ Bn) � (A1 � B1) \ : : :
\ (An � Bn) :

1.1.22. �¨° §¨²¨ ®¯¥° ¶ÆÈ [;\ ²  n §  ¤®¯®¬®£®¾ � Æ \:
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1.1.23. �®¢¥±²¨, ¹® ¥ ¬®¦  ¢¨° §¨²¨:

1) ®¯¥° ¶Æ¾ n §  ¤®¯®¬®£®¾ ®¯¥° ¶Æ© [ Æ \;
2) ®¯¥° ¶Æ¾ [ §  ¤®¯®¬®£®¾ ®¯¥° ¶Æ© n Æ \:

1.1.24. �®¢¥±²¨, ¹® A = B , A� B = ;.
1.1.25. �¥µ © ¬ Ä¬® « ¶¾¦®ª ¬®¦¨ X0 � X1 � : : : � Xn � : : : : �®-

¢¥±²¨, ¹® ¯¥°¥²¨ ¢±Æµ ¬®¦¨ § ª®¦®£® ¥±ªÆ·¥®£® ¯Æ¤« ¶¾¦ª 

¶¼®£® « ¶¾¦ª  §¡Æ£ Ä²¼±¿ § ¯¥°¥²¨®¬ ¢±Æµ ¬®¦¨ ¶¼®£® « ¶¾¦ª .

1.1.26. �«¿ « ¶¾¦ª  ¬®¦¨ § ¯®¯¥°¥¤¼®È § ¤ ·Æ ¤®¢¥±²¨, ¹® ¡³¤¼-

¿ª¨© ±ªÆ·¥¨© ¯¥°¥²¨ ¬®¦¨ § « ¶¾¦ª  §¡Æ£ Ä²¼±¿ § ®¤ÆÄ¾ § ¶¨µ

¬®¦¨.

1.1.27. �¥µ © ¬ Ä¬® « ¶¾¦®ª ¬®¦¨ X0 � X1 � : : : � Xn � : : : :

�®¢¥±²¨, ¹® ®¡'Ä¤ ¿ ¢±Æµ ¬®¦¨ § ª®¦®£® ¥±ªÆ·¥®£® ¯Æ¤« -

¶¾¦ª  ¶¼®£® « ¶¾¦ª  §¡Æ£ Ä²¼±¿ § ®¡'Ä¤ ¿¬ ¢±Æµ ¬®¦¨ § ¤ ®£®

« ¶¾¦ª .

1.1.28. �®¢¥±²¨, ¹®:

1) 2A\B = 2A \ 2B; 2) 2A[B = 2A [ 2B:
1.1.29. �®¢¥±²¨, ¹® ¤«¿ ¤®¢Æ«¼¨µ ¬®¦¨ A1; : : : ; An, ¿ª¹® A1 � A2 �
: : : � An � A1, ²® A1 = A2 = : : : = An:

1.1.30. �®¢¥±²¨, ¹® Æ±³Ä ¢§ Ä¬® ®¤®§ ·  ¢Æ¤¯®¢Æ¤Æ±²¼ ¬Æ¦ ² ª¨¬¨

¬®¦¨ ¬¨:

1) A�B Æ B �A;
2) A� (B � C) Æ (A� B)� C;
3) (A� B)C Æ AC �BC ;

4)
�
A
B
�C

Æ AB�C ;
5) A

B[C Æ AB � AC , ¿ª¹® B \ C = ;.

1.2. �Æ¤®¸¥¿

1.2.1. �ªÆ«¼ª¨ ¡Æ °¨µ ¢Æ¤®¸¥¼ Æ±³Ä   ¬®¦¨Æ § n ¥«¥¬¥²Æ¢?

1.2.2. � ¢¥¤Æ²¼ ¯°¨ª« ¤¨ ¢Æ¤®¸¥¼, ¿ªÆ ¬ ¾²¼  ¡® ²Æ«¼ª¨ ®¤³,  ¡®

²Æ«¼ª¨ ¤¢Æ § ²°¼®µ ¢« ±²¨¢®±²¥©: °¥´«¥ª±¨¢Æ±²¼, ±¨¬¥²°¨·Æ±²¼, ²° -

§¨²¨¢Æ±²¼.
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1.2.3. �¨ Ä ¯¥°¥²¨ °¥´«¥ª±¨¢¨µ (¢Æ¤¯®¢Æ¤® ±¨¬¥²°¨·¨µ, ²° §¨²¨¢-

¨µ) ¢Æ¤®¸¥¼ °¥´«¥ª±¨¢¨¬ (¢Æ¤¯®¢Æ¤® ±¨¬¥²°¨·¨¬, ²° §¨²¨¢¨¬)

¢Æ¤®¸¥¿¬?

1.2.4. � ²¨ ¢Æ¤¯®¢Æ¤¼   § ¯¨² ¿ ¯®¯¥°¥¤¼®È ¢¯° ¢¨ ¤«¿ ¢¨¯ ¤ª³

®¡'Ä¤ ¿ ¢Æ¤®¸¥¼.

1.2.5. �¥µ © R1; R2 ¢Æ¤®¸¥¿ ¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ. �®¢¥±²¨, ¹® R1 \ R2

²¥¦ ¢Æ¤®¸¥¿ ¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ. �¨ Ä ¢Æ¤®¸¥¿¬ ¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ ¢Æ¤-

®¸¥¿ R1 [ R2?

1.2.6. �ªÆ«¼ª¨ ¢Æ¤®¸¥¼ ¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ ¬®¦  ¯®¡³¤³¢ ²¨   ¬®-

¦¨Æ f1; 2; 3; 4g?
1.2.7. �¨ Ä ¯¥°¥²¨ ²  ®¡'Ä¤ ¿ ¤¢®µ ¢Æ¤®¸¥¼ · ±²ª®¢®£® ¯®°¿¤ª³,

¢¨§ ·¥¨µ   ²Æ© ± ¬Æ© ¬®¦¨Æ, §®¢³ ¢Æ¤®¸¥¿¬ · ±²ª®¢®£® ¯®°¿¤-

ª³?

1.2.8. � ¢¥¤Æ²¼ ¯°¨ª« ¤¨ ¢Æ¤®¸¥¼ · ±²ª®¢®£® ¯®°¿¤ª³, ¿ªÆ Ä ®¤®· ±-

® Æ ¢Æ¤®¸¥¿¬¨ ¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ.

1.2.9. �¨§ ·¨²¨, ¿ªÆ §  ¢¥¤¥¨µ ¢Æ¤®¸¥¼   ¬®¦¨Æ  ²³° «¼¨µ

·¨±¥« N °¥´«¥ª±¨¢Æ, ±¨¬¥²°¨·Æ,  ²¨±¨¬¥²°¨·Æ, ²° §¨²¨¢Æ:

1) m+ n | ¯ °¥; 2) m+ n � 7;

3) m+ n | ¥¯ °¥; 4) m
n
| ±²¥¯Æ¼ ¤¢Æ©ª¨;

5) m
n
| ¥±ª®°®²¨© ¤°Æ¡; 6) mn | ¥¯ °¥.

1.2.10. �¥µ © R1; R2 °¥´«¥ª±¨¢Æ ²  ±¨¬¥²°¨·Æ ¢Æ¤®¸¥¿. Ǳ®ª § ²¨,

¹® ² ªÆ ²°¨ ³¬®¢¨ ¥ª¢Æ¢ «¥²Æ:

1) R1R2 | ±¨¬¥²°¨·¥;

2) R1R2 = R2R1;

3) R1R2 = R1 [R2.

1.2.11. Ǳ®¡³¤³¢ ²¨ ¤¢  ±¨¬¥²°¨·¨µ ¢Æ¤®¸¥¿   ¬®¦¨Æ f1; 2; 3g;
¤®¡³²®ª ¿ª¨µ ¥±¨¬¥²°¨·¨©. �¨ ³²¢®°¾¾²¼ ¡Æ °Æ ¢Æ¤®¸¥¿  

§ ¤ Æ© ¬®¦¨Æ £°³¯³ ¹®¤® ¤®¡³²ª³ ¢Æ¤®¸¥¼?

1.2.12. �®¢¥±²¨ ² ª¥: ª®«¨ ¢Æ¤®¸¥¿ R ±¨¬¥²°¨·¥, ²® Æ ¢Æ¤®¸¥¿

R [R2 [ ::: [ Rn ²¥¦ ±¨¬¥²°¨·¥.

1.2.13. �¥µ © f i g | ´³ª¶ÆÈ. �  ¿ª¨µ ³¬®¢ f�1 Ä ´³ª¶ÆÄ¾? �  ¿ª¨µ

³¬®¢ gf | ¢§ Ä¬® ®¤®§ ·  ¢Æ¤¯®¢Æ¤Æ±²¼?
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1.2.14. Ǳ®ª § ²¨ ² ª¥: ª®«¨ R | ¢Æ¤®¸¥¿ ¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ, ²® R�1

²¥¦ ¢Æ¤®¸¥¿ ¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ.

1.2.15. �®¢¥±²¨ ² ª¥: ª®«¨ R1; R2 ¢Æ¤®¸¥¿ ¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ   ¬®-

¦¨Æ A, ²®:

1) R1R2 = A�A, R1 = A� A;
2) R1R2 = A�A , R2R1 = A �A:

1.2.16. �®¢¥±²¨, ¹® ®¡'Ä¤ ¿ R1[R2 ¤¢®µ ¢Æ¤®¸¥¼ ¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ

Ä ¢Æ¤®¸¥¿¬ ¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ ²®¤Æ Æ ²Æ«¼ª¨ ²®¤Æ, ª®«¨ R1R2 = R2R1:

1.2.17. �¥µ © ¢Æ¤®¸¥¿ �; <   ¬®¦¨Æ  ²³° «¼¨µ ·¨±¥« N ¢¨§ -

·¥Æ §¢¨· ©¨¬ ±¯®±®¡®¬. �®¢¥±²¨, ¹®

< Æ <6=<; � Æ <=<; � Æ �= N� N:

1.2.18. �¥µ © P = (S;�) ; Q = (T;�) ¤¢Æ · ±²ª®¢® ¢¯®°¿¤ª®¢ Æ ¬®¦¨-
¨. P�Q = (S � T;�) ¬®¦¨  ¤«¿ ¿ª®È (s; t) � (s0; t0) ®§ · Ä, ¹® s � s0
¢ P Æ t � t0 ¢ Q: �®¢¥±²¨, ¹® P �Q · ±²ª®¢® ¢¯®°¿¤ª®¢   ¬®¦¨ .

1.2.19. �®¢¥±²¨, ¹® pn+1 =
nP
i=0

C
i
npi, ¤¥ pn | ªÆ«¼ªÆ±²¼ °Æ§¨µ ¢Æ¤®¸¥¼

¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ   ¬®¦¨Æ § n ¥«¥¬¥²Æ¢.

1.2.20. �¥µ © P = (S;�) ; Q = (T;�) ¤¢Æ · ±²ª®¢® ¢¯®°¿¤ª®¢ Æ ¬®-

¦¨¨. P � Q = (S � T;�) ¬®¦¨  ¤«¿ ¿ª®È (s; t) � (s0; t0) ®§ · Ä, ¹®
 ¡® s � s

0 ¢ P  ¡® s = s
0 Æ t � t

0 ¢ Q: �®¢¥±²¨, ¹® P 
 Q · ±²ª®¢®

¢¯®°¿¤ª®¢   ¬®¦¨ .

1.2.21. �¢Æ ¬®¦¨¨ � Æ � ¥¢ª«Æ¤®¢®È ¯«®¹¨¨  §¨¢ ¾²¼ Æ§®¬¥²°¨·¨-

¬¨, ¿ª¹® Æ±³Ä ¡ÆÄª¶Æ¿ f : A ! B, ¹® §¡¥°Æ£ Ä ¢Æ¤±² Æ ¬Æ¦ ²®·ª ¬¨.

�®¢¥±²¨, ¹® Æ§®¬¥²°¨·Æ±²¼ Ä ¢Æ¤®¸¥¿¬ ¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ.

1.2.22. �®¢¥±²¨, ¹® ³ ¬®¦¨¨, ¿ª  ±ª« ¤ Ä²¼±¿ § n ¥«¥¬¥²Æ¢, Æ±³Ä

2n�1 � 1 °®§¡¨²²Æ¢   ¤¢  ª« ±¨ ¥ª¢Æ¢ «¥²®±²Æ.

1.2.23. �¥µ © � (n; k) ªÆ«¼ªÆ±²¼ °®§¡¨²²Æ¢ ¬®¦¨¨, ¿ª  ±ª« ¤ Ä²¼±¿ § n

¥«¥¬¥²Æ¢   k ¥¯®°®¦Æµ ¯Æ¤¬®¦¨. �®¢¥±²¨, ¹®
lP

k=1

k!� (n; k) = l
n
:

1.2.24. �¨ Ä ´³ª¶Æ® «¼¨¬¨ ¢Æ¤®¸¥¿¬¨ ¤®¡³²®ª ¤¢®µ ´³ª¶Æ® «¼-

¨µ ¢Æ¤®¸¥¼ ²  ¢Æ¤®¸¥¿, ®¡¥°¥¥ ¤® ´³ª¶Æ® «¼®£®?

1.2.25. �®¢¥±²¨, ¹® ®¡'Ä¤ ¿ (¯¥°¥²¨) ¤¢®µ ´³ª¶Æ© f1; f2 § A ¢ B Ä

´³ª¶ÆÄ¾ § A ¢ B ²®¤Æ Æ ²Æ«¼ª¨ ²®¤Æ, ª®«¨ f1 = f2:
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1.2.26. �®¢¥±²¨, ¹® ¤«¿ ª®¦®È ´³ª¶ÆÈ f

1) f (A [ B) = f (A) [ f (B) ;
2) f ([i2IAi) = [i2If (Ai) :

1.2.27. �®¢¥±²¨, ¹® ¤«¿ ª®¦®È ´³ª¶ÆÈ f

1) f (A \ B) � f (A) \ f (B) ;
2) f (\i2IAi) � \i2If (Ai) :

1.2.28. �¥µ © f ´³ª¶Æ¿. �®¢¥±²¨, ¹® f (A) n f (B) � f (A nB) :
1.2.29. �¥µ © f ´³ª¶Æ¿. �®¢¥±²¨ °Æ¢®±²Æ

1) f
�1 (A [ B) = f

�1 (A) [ f�1 (B) ;
2) f

�1 (A \ B) = f
�1 (A) \ f�1 (B) :

1.2.30. �®¢¥±²¨, ¹® ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ f : A ! B ¬ Ä ®¡¥°¥¥ §«Æ¢  ²®¤Æ Æ

²Æ«¼ª¨ ²®¤Æ, ª®«¨ ¢®® Æ'Äª²¨¢¥.

1.2.31. �®¢¥±²¨, ¹® ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ f : A! B ¬ Ä ®¡¥°¥¥ ±¯° ¢  ²®¤Æ

Æ ²Æ«¼ª¨ ²®¤Æ, ª®«¨ ¢®® ±¾°'Äª²¨¢¥.

1.2.32. �®¢¥±²¨, ¹® Æ±³Ä ¡ÆÄª²¨¢  ¢Æ¤¯®¢Æ¤Æ±²¼ ¬Æ¦ ¬®¦¨®¾ ¢±Æµ

¢Æ¤®¡° ¦¥¼ ¬®¦¨¨ � ¢ ¬®¦¨³ f0; 1g Æ ¬®¦¨®¾ 2A:

1.2.33. �¥µ © jAj = m ; jBj = n: �¨§ ·¨²¨ ªÆ«¼ªÆ±²¼ Æ'Äª²¨¢¨µ ² 

ªÆ«¼ªÆ±²¼ ±¾°'Äª²¨¢¨µ ¢Æ¤®¡° ¦¥¼ § ¬®¦¨¨ A ¢ ¬®¦¨³ B:

1.2.34. � ¤ ® ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ f : N ! N ; f (n) = 1
2 ((�1)n + 1) ¬®-

¦¨¨  ²³° «¼¨µ ·¨±¥«. � ©²¨ f�1 (0) ²  f�1 (1) :

1.2.35. �¥µ © N ¬®¦¨   ²³° «¼¨µ ·¨±¥«. f : N2! N ; f (m;n) =

2m3n: Ǳ¥°¥¢Æ°¨²¨, ¹® ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ f Æ'Äª²¨¢¥,  «¥ ¥ ±¾°'Äª²¨¢¥.

1.2.36. �¥µ © N ¬®¦¨   ²³° «¼¨µ ·¨±¥«. f : N2! N ; f (m;n) =

2m4n: Ǳ¥°¥¢Æ°¨²¨, ¹® ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ f ¥ Æ'Äª²¨¢¥ Æ ¥ ±¾°'Äª²¨¢¥.

1.2.37. �®§£«¿¥¬® ² ªÆ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ ¬®¦¨¨  ²³° «¼¨µ ·¨±¥« ¢

±¥¡¥: I (n) = n ; f (n) = 2n + 1 ; g (n) = n + (�1)n ; h (n) =

min fn; 100g ; k (n) = max f0; n = 3g : �ªÆ § ¶¨µ ¢Æ¤®¡° ¦¥¼ Æ'Äª²¨¢Æ,
±¾°'Äª²¨¢Æ, ¡ÆÄª²¨¢Æ?

1.2.38. �¥µ © f ; g ; h : R! R ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ ¬®¦¨¨ ¤Æ©±¨µ ·¨±¥«

¢ ±¥¡¥: f (x) = x
3 � 4x; g (x) =

�
x
2 + 1

��1
; h (x) = x

4
: � ©²¨ f Æ g Æ

h; f Æ h Æ g; h Æ g Æ f; f Æ f; g Æ g; h Æ h; g Æ h; h Æ g.
1.2.39. �¥µ © f ; g : Z!Z¤¢  ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ § ¬®¦¨¨ ¶Æ«¨µ ·¨±¥« ¢

±¥¡¥. f (n) = n� 1 ; g | µ ° ª²¥°¨±²¨·  ´³ª¶Æ¿ ¯Æ¤¬®¦¨¨ ¯ °¨µ
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·¨±¥«. � ©²¨ f Æ f; f Æ g; g Æ g; g Æ f: �¨ ¯° ¢¨«¼®, ¹® g Æ f =

f Æ f; g Æ g = g Æ f; f Æ g = g Æ f ?
1.2.40. �¥µ © A ®¤  § ²°¼®µ ¬®¦¨: ° ¶Æ® «¼¨µ, ¤Æ©±¨µ  ¡® ª®¬¯-

«¥ª±¨µ ·¨±¥«. f : A ! A ®¤  § ·®²¨°¼®µ ´³ª¶Æ©: f (x) = 2x + 3;

x
3 � 2; (x� 2)3 ; x

1

3 + 7. �ªÆ § ¶¨µ 12 ´³ª¶Æ© Ä ¢Æ¤®¡° ¦¥¿¬¨?

�«¿ ¿ª¨µ § ¶¨µ ¢Æ¤®¡° ¦¥¼ Æ±³¾²¼ ®¡¥°¥Æ?

1.2.41. �¥µ © N ¬®¦¨   ²³° «¼¨µ ·¨±¥«. f : 2N� 2N! 2N ®¤¥ §

·®²¨°¼®µ ¢Æ¤®¡° ¦¥¼: f (A;B) = A [B; A \B; A �B; A nB: �ªÆ
§ ¶¨µ ¢Æ¤®¡° ¦¥¼ Æ'Äª²¨¢Æ ·¨ ±¾°'Äª²¨¢Æ? � ©²¨ f�1 (;) :
1.2.42. �¥µ © N ¬®¦¨   ²³° «¼¨µ ·¨±¥«. f : N2 ! N ®¤¥ § ·®²¨-

°¼®µ ¢Æ¤®¡° ¦¥¼: f (m;n) = m + n; mn; max fm;ng ; min fm;ng :
�ªÆ § ¶¨µ ¢Æ¤®¡° ¦¥¼ Æ'Äª²¨¢Æ ·¨ ±¾°'Äª²¨¢Æ? � ©²¨ f�1 (4) :

1.2.43. �¥µ © N ¬®¦¨   ²³° «¼¨µ ·¨±¥«. f; g : N ! N. Ǳ®ª § ²¨,
¹® f (n) = n+1; g (n) = max f0; n� 1g Ä ¢Æ¤®¡° ¦¥¿¬¨. �ªÆ § ¶¨µ ¢Æ¤®-
¡° ¦¥¼ Æ'Äª²¨¢Æ ·¨ ±¾°'Äª²¨¢Æ? Ǳ®ª § ²¨, ¹® g Æ f = IN; f Æ g 6= IN:

1.2.44. �¥µ © f : S ! T; g : T ! S ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ ¤«¿ ¿ª¨µ g Æ f =

IS : �®¢¥±²¨:  ) f | Æ'Äª²¨¢¥ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿,   g | ¥ ®¡®¢'¿§ª®¢®

Æ'Äª²¨¢¥; ¡) f | ±¾°'Äª²¨¢¥ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿,   g | ¥ ®¡®¢'¿§ª®¢®

±¾°'Äª²¨¢¥.

1.2.45. �®§£«¿¥¬® ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ f : R� R! R� R, ¤¥ R| ¬®¦¨-

  ¤Æ©±¨µ ·¨±¥«. f ((x; y)) = (x+ y; x� y) : Ǳ®ª § ²¨, ¹® f ¡ÆÄª²¨¢¥.

� ©²¨ f�1:

1.2.46. �¥µ © f : S ! T ¢Æ¤®¡° ¦¥¿. �®¢¥±²¨, ¹®:

1) f

�
f
�1 (B)

� � B;
2) A � f�1 (f (A)) ;
3) f

�1 (B1 \ B2) = f
�1 (B1) \ f�1 (B2) :

�  ¿ª¨µ ³¬®¢ ³ ²¢¥°¤¦¥Æ 1 ¬ Ä¬® °Æ¢Æ±²¼?

1.2.47. �¥µ © f : S ! T ´³ª¶Æ¿. �®¢¥±²¨  ¡® ±¯°®±²³¢ ²¨ ² ªÆ ²¢¥°¤-

¦¥¿:

1) f (A1 \A2) = f (A1)\ f (A2) ;

2) f (A1 nA2) = f (A1) n f (A2) ;

3) f (A1) = f (A2)) A1 = A2:

1.2.48. �¥µ © ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ f : T ! S Æ'Äª²¨¢¥ ²  ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ g :

S ! T; h : S ! T ² ªÆ, ¹® f Æ g = f Æ h: �®¤Æ g = h:
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1.2.49. � ¢¥±²¨ ¯°¨ª« ¤¨ ¢Æ¤®¡° ¦¥¼ f; g; h ² ª¨µ, ¹® f Æ g = f Æ h: Æ
g 6= h:

1.2.50. � ¢¥±²¨ ¯°¨ª« ¤¨ ¢Æ¤®¡° ¦¥¼ f; g; h ² ª¨µ, ¹® g Æf = hÆf;  «¥
g 6= h: �´®°¬³«¾¢ ²¨ ³¬®¢¨, §  ¿ª¨µ g Æ f = h Æ f ) g = h:

1.2.51. �®§£«¿¥¬® ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ f; g; h :Z!Z§ ¬®¦¨¨ ¶Æ«¨µ ·¨±¥«

Z¢ ±¥¡¥, f (n) = 3n; g (n) = 3n + 1; h (n) = 3n + 2: Ǳ®¡³¤³¢ ²¨ ¢Æ¤®¡° -

¦¥¿, ¿ª¥ ¡³«® ¡ ®¡¥°¥¨¬ §«Æ¢  ¤® f; g Æ h ®¤®· ±®.

1.2.52. �®¢¥±²¨ ² ª¥: ª®«¨ ¤®¡³²®ª ¢Æ¤®¡° ¦¥¼ g Æ f ¢¨§ ·¥¨© Æ ®¡¨-
¤¢  ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ f Æ g ¬ ¾²¼ «Æ¢Æ ®¡¥°¥Æ, ²® Æ g Æ f ¬ Ä «Æ¢¥ ®¡¥°¥¥.
ǱÆ¤²¢¥°¤¨²¨   ¯°¨ª« ¤Æ, ¹® ®¡¥°¥¥ ²¢¥°¤¦¥¿ § £ «®¬ ¥¯° ¢¨«¼-

¥.

1.2.53. �ªÆ«¼ª¨ Æ±³Ä ±¾°'Äª²¨¢¨µ ¢Æ¤®¡° ¦¥¼ § ²°¼®µ¥«¥¬¥²®È ¬®-

¦¨¨ ¢ ¤¢®¥«¥¬¥²³?

1.2.54. �¥µ © jAj = m; jBj = n;m � n: �®¢¥±²¨, ¹® ªÆ«¼ªÆ±²¼ ±¾°'Äª²¨¢-
¨µ ¢Æ¤®¡° ¦¥¼ § ¬®¦¨¨ A ¢ ¬®¦¨³ B ¤®°Æ¢¾Ä

P
(-1)k Ck

n (n{k)
m
:

1.2.55. �®¢¥±²¨, ¹® ¥¯¥°¥°¢  ¤Æ©±  ´³ª¶Æ¿ f : [a; b] ! [a; b] Æ'Äª-

²¨¢  ²®¤Æ Æ ²Æ«¼ª¨ ²®¤Æ, ª®«¨ ¢®  ±²°®£® ¬®®²® .

1.2.56. �®¢¥±²¨, ¹® ¥¯¥°¥°¢  ¤Æ©±  ´³ª¶Æ¿ f : [a; b]! [a; b] ¡ÆÄª²¨¢-

  ²®¤Æ Æ ²Æ«¼ª¨ ²®¤Æ, ª®«¨ ¢®  ±²°®£® ¬®®²® , Æ  ¡® f (a) = c; f (b) =

d  ¡® f (a) = d; f (b) = c:

1.2.57. �®¢¥±²¨, ¹® Æ'Äª²¨¢¥ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ ±ªÆ·¥®È ¬®¦¨¨ ¢ ±¥¡¥

Ä ¡ÆÄª²¨¢¨¬.

1.2.58. �®¢¥±²¨, ¹® ±¾°'Äª²¨¢¥ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ ±ªÆ·¥®È ¬®¦¨¨ ¢

±¥¡¥ Ä ¡ÆÄª²¨¢¨¬.

1.2.59. �®¢¥±²¨ ² ª¥: ¿ª¹® ¤®¡³²®ª ¢Æ¤®¡° ¦¥¼ g Æ f ±ªÆ·¥®È ¬®-

¦¨¨ ¢ ±¥¡¥ ¡ÆÄª²¨¢¨©, ²® f Æ g ¡ÆÄª²¨¢Æ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿.

1.2.60. �ª¹® ¤«¿ ¶¼®£® ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ f : A! A Æ±³Ä ² ª¥  ²³° «¼¥

·¨±«® n > 0, ¹® fn | ®¤¨¨·¥ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿, ²® f ¡ÆÄª²¨¢¥ ¢Æ¤®¡° -

¦¥¿. � ¿ª¨µ ¢¨¯ ¤ª µ ¯° ¢¨«¼¥ ®¡¥°¥¥ ²¢¥°¤¦¥¿?

1.2.61. �¥µ © f : Mn (R)! Mn (R) ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ ¬®¦¨¨ ª¢ ¤° ²¨µ

¬ ²°¨¶¼ n-£® ¯®°¿¤ª³ § ¤Æ©±¨¬¨ ¥«¥¬¥² ¬¨ ¢ ±¥¡¥, f (X) = AX; ¤¥ A

| ´Æª±®¢   ¬ ²°¨¶¿, A 2 Mn (R) : � ¿ª¨µ ¢¨¯ ¤ª µ ¶¥ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿
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¡ÆÄª²¨¢¥? �®¢¥±²¨, ¹® ¤«¿ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ f ¢« ±²¨¢®±²Æ ¡³²¨ Æ'Äª²¨¢¨¬,

±¾°'Äª²¨¢¨¬  ¡® ¡ÆÄª²¨¢¨¬ °Æ¢®±¨«¼Æ.

1.2.62. �®¢¥±²¨, ¹® ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¢±Æµ ¢Æ¤®¡° ¦¥¼ ±ªÆ·¥®È ¬®¦¨¨ A §

n ¥«¥¬¥²Æ¢ ³ ¬®¦¨³ f0; 1g §¡Æ£ Ä²¼±¿ § ªÆ«¼ªÆ±²¾ ¯Æ¤¬®¦¨ ¬®¦¨-

¨ A:

1.2.63. �¥µ © K ªÆ«¼¶¥, a | ´Æª±®¢ ¨© ¥«¥¬¥² ªÆ«¼¶¿ K: �®§£«¿¥-

¬® ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ f : K ! K; ¤«¿ ¿ª®£® f (x) = ax: � ¿ª¨µ ¢¨¯ ¤ª µ

¢Æ¤®¡° ¦¥¿ f Æ'Äª²¨¢¥ (±¾°'Äª²¨¢¥, ¡ÆÄª²¨¢¥)?

1.2.64. �¥µ © f | ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ ¬®¦¨¨ A ¢ ±¥¡¥, a 2 A: Ǳ®±«Æ¤®¢-

Æ±²¼ a0 = a; a1 = f (a0) ; : : : ; an = f (an�1) ; : : :  §¨¢ ¾²¼ ®°¡Æ²®¾ ¥«¥-

¬¥²  a ¤«¿ ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ f: �®¢¦¨®¾ ®°¡Æ²¨  §¨¢ ¾²¼ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ÈÈ

°Æ§¨µ ¥«¥¬¥²Æ¢. � ©²¨  ©¡Æ«¼¸¥ Æ  ©¬¥¸¥ § ·¥¿ ±³¬ ¤®¢¦¨

°Æ§¨µ ®°¡Æ² ¤«¿ ¢Æ¤®¡° ¦¥¼ ¬®¦¨¨ § n ¥«¥¬¥²Æ¢.

1.2.65. �®¢¥±²¨, ¹® ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ f ±ªÆ·¥®È ¬®¦¨¨ A ¢ ±¥¡¥ Ä ¡Æ-

Äª²¨¢¨¬ ²®¤Æ Æ ²Æ«¼ª¨ ²®¤Æ, ª®«¨ ±³¬  ¤®¢¦¨ °Æ§¨µ ©®£® ®°¡Æ² (¤¨¢.

¯®¯¥°¥¤¾ § ¤ ·³) ¤®°Æ¢¾Ä jAj :
1.2.66. Ǳ®°¿¤ª®¬ ¯Æ¤±² ®¢ª¨ ' 2 Sn  §¨¢ ¾²¼  ©¬¥¸¥  ²³° «¼-

¥ ·¨±«® k, ² ª¥ ¹® 'k Ä ®¤¨¨·®¾ ¯Æ¤±² ®¢ª®¾. �ª¨©  ©¡Æ«¼¸¨©

¯®°¿¤®ª ¬®¦³²¼ ¬ ²¨ ¯Æ¤±² ®¢ª¨   ¬®¦¨Æ § 10 ¥«¥¬¥²Æ¢?

1.2.67. �ªÆ«¼ª¨ Æ±³Ä ¯Æ¤±² ®¢®ª 15 ¯®°¿¤ª³   ¬®¦¨Æ § ¢®±¼¬¨ ¥«¥-

¬¥²Æ¢?

1.2.68. �ª¹® ¯Æ¤±² ®¢ª¨ ' Æ  ª®¬³²³¾²¼ ¯°¨ ¬®¦¥Æ, ²® ¤®¢¥±²¨,

¹® ¯®°¿¤®ª (¤¨¢. ¢¯° ¢³ 1.2.66.) ¯Æ¤±² ®¢ª¨  Æ ' Ä ¤Æ«¼¨ª®¬  ©-

¬¥¸®£® ±¯Æ«¼®£® ª° ²®£® ¯®°¿¤ªÆ¢ ' Æ  :

1.2.69. �®¢¥±²¨, ¹® ¤«¿ ª®¦®È ¯Æ¤±² ®¢ª¨ '; ¿ª  °®§ª« ¤ Ä²¼±¿ ¢ ¤®-

¡³²®ª l ¶¨ª«Æ¢ ®¤ ª®¢®È ¤®¢¦¨¨ s, § ©¤¥²¼±¿ ¶¨ª«  ¤®¢¦¨¨ ls Æ

 ²³° «¼¥ ·¨±«® k, ¤«¿ ¿ª®£® ' =  
k
: �¨ Ä¤¨¨© ² ª¨© ¶¨ª«?

1.2.70. �®¢¥±²¨, ¹® ¢±Æ ¶¨ª«¨ ¤®¢¦¨¨ ²°¨ ° §®¬ § ¡³¤¼-¿ª®¾ ²° ±¯®-

§¨¶ÆÄ¾ ³²¢®°¾¾²¼ ±¨±²¥¬³ ²¢Æ°¨µ ±¨¬¥²°¨·®È £°³¯¨ Sn:

1.2.71. �¨ ³²¢®°¾¾²¼ ±¨±²¥¬³ ²¢Æ°¨µ ±¨¬¥²°¨·®È £°³¯¨ S9 ¯Æ¤±² -

®¢ª¨ (1; 2; 3) Æ (1; 2; 3; : : : ; 9)?

1.2.72. �ªÆ«¼ª¨ ¯Æ¤£°³¯ ¤°³£®£® ¯®°¿¤ª³ ¬ Ä £°³¯  S5?
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1.3. � ¢ª®«® «¥¬¨ �®° 

1.3.1. �®¢¥±²¨, ¹® ª®¦  · ±²ª®¢® ¢¯®°¿¤ª®¢   ¬®¦¨  ¬Æ±²¨²¼ ¥

¡Æ«¼¸¥ Æ¦ ®¤¨  ©¡Æ«¼¸¨© ( ©¬¥¸¨©) ¥«¥¬¥².

1.3.2. �®¢¥±²¨, ¹®  ©¡Æ«¼¸¨© ( ©¬¥¸¨©) ¥«¥¬¥² · ±²ª®¢® ¢¯®°¿¤-

ª®¢ ®È ¬®¦¨¨ Ä ÈÈ Ä¤¨¨¬ ¬ ª±¨¬ «¼¨¬ (¬ÆÆ¬ «¼¨¬) ¥«¥¬¥²®¬.

1.3.3. Ǳ®¡³¤³¢ ²¨ ¯°¨ª« ¤ · ±²ª®¢® ¢¯®°¿¤ª®¢ ®È ¬®¦¨¨, ¹® ¥ ¬ Ä

 ©¬¥¸®£® ¥«¥¬¥² ,  «¥ ¬ Ä Ä¤¨¨© ¬ÆÆ¬ «¼¨© ¥«¥¬¥².

1.3.4. �®¢¥±²¨, ¹® ¢ ª®¦Æ© ±ªÆ·¥Æ© · ±²ª®¢® ¢¯®°¿¤ª®¢ Æ© ¬®¦¨Æ

Æ±³¾²¼ ¬ ª±¨¬ «¼¨© Æ ¬ÆÆ¬ «¼¨© ¥«¥¬¥²¨.

1.3.5. �®¢¥±²¨, ¹® ¬®¦¨³ § n ¥«¥¬¥²Æ¢ ¬®¦  ¶Æ«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª³¢ ²¨

n! ±¯®±®¡ ¬¨.

1.3.6. �¢Æ ¬®¦¨¨  §¨¢ ¾²¼ ¯®¤Æ¡¨¬¨, ¿ª¹® Æ±³Ä ¡ÆÄª²¨¢¥ ¢Æ¤®-

¡° ¦¥¿ ¶¨µ ¬®¦¨, ¿ª¥ §¡¥°Æ£ Ä ¯®°¿¤®ª. �®¢¥±²¨, ¹® ¢±Æ ±ªÆ·¥Æ

«ÆÆ©® ¢¯®°¿¤ª®¢ Æ ¬®¦¨¨ ¯®¤Æ¡Æ.

1.3.7. �®¢¥±²¨, ¹® ¤«¿ ¥±ªÆ·¥¨µ «ÆÆ©® ¢¯®°¿¤ª®¢ ¨µ ¬®¦¨

²¢¥°¤¦¥¿ ¯®¯¥°¥¤¼®È ¢¯° ¢¨ ¥¯° ¢¨«¼¥.

1.3.8. �®¢¥±²¨, ¹® ¬®¦¨  ¢±Æµ ¢Æ¤°Æ§ªÆ¢ ¶Æ«ª®¬ («ÆÆ©®) ¢¯®°¿¤ª®¢ -

®È ¬®¦¨¨ A, ¢¯®°¿¤ª®¢   ¢Æ¤®¸¥¿¬ ¢ª«¾·¥¿, ¯®¤Æ¡  ¤® ¬®-

¦¨¨ A:

1.3.9. �®¢¥±²¨, ¹® ¥±ªÆ·¥  «ÆÆ©® ¢¯®°¿¤ª®¢   ¬®¦¨  ¬ Ä ¯®-

°¿¤ª®¢¨© ²¨¯ ! (@0) (²®¡²® ¯®¤Æ¡  ¤® ¬®¦¨¨ N  ²³° «¼¨µ ·¨±¥«

Æ§ §¢¨· ©¨¬ ¢¯®°¿¤ª³¢ ¿¬) ²®¤Æ © «¨¸¥ ²®¤Æ, ª®«¨ ¢±Æ ÈÈ ¯®· ²ª®¢Æ

¢Æ¤°Æ§ª¨ ±ªÆ·¥Æ.

1.3.10. �®¢¥±²¨, ¹® ª®¦  §«Æ·¥  «ÆÆ©® ¢¯®°¿¤ª®¢   ¬®¦¨  ¯®-

¤Æ¡  ¤® ¤¥¿ª®È ¯Æ¤¬®¦¨¨ ¬®¦¨¨ Q ° ¶Æ® «¼¨µ ·¨±¥«.

1.3.11. �®¢¥±²¨, ¹® ¡³¤¼-¿ª¨© Æ²¥°¢ « (¥ ±¥£¬¥²) ¯®¤Æ¡¨© ¤® ¬®-

¦¨¨ R ¤Æ©±¨µ ·¨±¥«.

1.3.12. � ¢¥±²¨ ¯°¨ª« ¤¨ ¯®°¿¤ª®¢¨µ ²¨¯Æ¢ � Æ � ¤«¿ ¿ª¨µ: 1) �+ � 6=
� + �; 2) �� 6= ��:

1.3.13. �¥µ © �; �;  ¯®°¿¤ª®¢Æ ²¨¯¨. �®¢¥±²¨, ¹® 1) (�+ �) +  =

�+ (� + ) ; 2) (��) = � (�) :
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1.3.14. �¥µ © !; �; �; �¯®°¿¤ª®¢Æ ²¨¯¨, ¢Æ¤¯®¢Æ¤®, ¬®¦¨  ²³° «¼¨µ

·¨±¥«, ¶Æ«¨µ ·¨±¥«, ° ¶Æ® «¼¨µ ·¨±¥« Æ ¤Æ©±¨µ ·¨±¥«. �®¢¥±²¨, ¹®:  )

1 + ! = !; ¡) ! + 1 6= !; ¢) � + � = �; £) �+ 1 + � = �; ¤) � + � 6= �; ¥)

�
2 = �; Ä) 1 + �+ 1 6= �; ¦) !� 6= ! (� + 1) ; §) � � 2 = �:

1.3.15. �®¢¥±²¨, ¹® ª®¦  ±ªÆ·¥  «ÆÆ©® ¢¯®°¿¤ª®¢   ¬®¦¨  Ä

¶Æ«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®¾.

1.3.16. �®¢¥±²¨, ¹® ¬®¦¨   ²³° «¼¨µ ·¨±¥« N, ¤¥ 0 < 1 < 2 < : : : ,

¶Æ«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢  .

1.3.17. �®¢¥±²¨, ¹® ¬®¦¨   ²³° «¼¨µ ·¨±¥« N, ¤¥ : : : < 3 < 2 <

1 < 0, ¥ ¶Æ«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢  .

1.3.18. �®¢¥±²¨, ¹® ¬®¦¨   ²³° «¼¨µ ·¨±¥« N, ¤¥ 0 < 2 < 4 <

: : :1 < 3 < 5 < : : : , ¥ ¶Æ«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢  .

1.3.19. �¨ ¶Æ«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢   ¬®¦¨ Z¶Æ«¨µ ·¨±¥« ¹®¤® §¢¨· ©®-

£® ¯®°¿¤ª³? �§ ·¨²¨   ¬®¦¨Æ Z¢Æ¤®¸¥¿ ¯®°¿¤ª³, ¹®¤® ¿ª®£®

¶¿ ¬®¦¨  Ä ¶Æ«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®¾.

1.3.20. �¨ Ä ¶Æ«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®¾ ¬®¦¨ Q ° ¶Æ® «¼¨µ ·¨±¥« ¹®¤®

§¢¨· ©®£® ¯®°¿¤ª³?

1.3.21. �¨ Ä ¶Æ«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ ®¾ ¬®¦¨  ·¨±¥« 1� 1=n; n � 1 ¹®¤®

§¢¨· ©®£® ¯®°¿¤ª³?

1.3.22. �¨ ¬®¦  ¢ ¶Æ«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®¢ Æ© ¬®¦¨Æ ¢¨¤Æ«¨²¨ ¥±ªÆ·¥-

¨© ±¯ ¤¨© « ¶¾£ ¥«¥¬¥²Æ¢ x1 > x2 > x3 > : : :?

1.3.23. �®¢¥±²¨, ¹® «ÆÆ©® ¢¯®°¿¤ª®¢   ¬®¦¨  Ä ¶Æ«ª®¬ ¢¯®°¿¤ª®-

¢ ®¾ ²®¤Æ © «¨¸¥ ²®¤Æ, ª®«¨ ¢®  ¥ ¬Æ±²¨²¼ ¯Æ¤¬®¦¨¨, ¯®¤Æ¡®È ¤®

¯Æ¤¬®¦¨¨ : : : < �3 < �2 < �1 < 0:

1.3.24. �®¢¥±²¨, ¹® ª®¦¥ ®°¤¨ «¼¥ ·¨±«® ¤®°Æ¢¾Ä ·¨±«³ � + n, ¤¥

� £° ¨·¥ ®°¤¨ «¼¥ ·¨±«®  ¡® ³«¼,   n  ²³° «¼¥ ·¨±«®.

1.3.25. � ¢¥±²¨ ¯°¨ª« ¤¨ ®°¤¨ «¼¨µ ·¨±¥« �; � Æ , ¤«¿ ¿ª¨µ � 6= � Æ

�+  = � + :

1.3.26. Ǳ®¡³¤³¢ ²¨ ¬®¦¨³ § ¯®°¿¤ª®¢¨¬ ²¨¯®¬ !
!
:
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2.1. � ²³° «¼Æ ·¨±« 

2.1.1. �¥µ © a; b 2 N, a 6= 0: �®¢¥±²¨, ¹® a+ b 6= b:

2.1.2. �¥µ © a; b; c 2 N; c 6= 0: �®¢¥±²¨, ¹® a 6= b) a+ c 6= b+ c:

2.1.3. �§ ·¨¬® an ¤«¿ a; n 2 N : a0 = 1; an+1 = a
n
a: �®¢¥±²¨, ¹®:

1) 1n = 1; 2) a
m
a
n = a

m+n;

3) (abn) = a
n
b
n; 4) (am)n = a

mn
:

2.1.4. �®¢¥±²¨, ¹® ª®¦  ¥¯®°®¦¿ ¯Æ¤¬®¦¨  ¬®¦¨¨  ²³° «¼¨µ

·¨±¥« ¬ Ä  ©¬¥¸¨© ¥«¥¬¥².

2.1.5. �¥µ © P (m;n) ¬®¦¨  ¢¨±«®¢«¥¼ § ³¬¥°®¢ ¨µ ¯ ° ¬¨  ²³-

° «¼¨µ ·¨±¥« (m;n) 2 N2
: Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¢¨±«®¢«¥¿ P (0; 0) Æ±²¨¥ Æ ¹®

§ Æ±²¨®±²Æ ¢¨±«®¢«¥¿ P (m;n) ¤«¿ ¢±Æµ (m;n) ; m � a; n � b, ¢¨¯«¨¢ Ä
Æ±²¨Æ±²¼ P (a; b) : �®¢¥±²¨, ¹® ²®¤Æ ¢¨±«®¢«¥¿ P (m;n) Æ±²¨¥ ¤«¿

¢±Æµ (m;n) 2 N2
:

2.1.6. �®¢¥±²¨ ²®²®¦®±²Æ:

1)
nP
i=1

i
2 =

n(n+1)(2n+1)
6 ; 2)

nP
i=1

i
3 =

�
n(n+1)

2

�2
;

3)
(2n)!
n! = 2n (2n� 1)!!;

4) 1
1�5 +

1
5�9 + : : :+ 1

(4n�3)(4n+1) =
n

4n+1 ;

5) 1
n+1 +

1
n+2 + : : :+ 1

2n = 1� 1
2 +

1
3 � : : :+ 1

2n�1 � 1
2n ;

6) 3 + 11 + : : :+ (8n� 5) = 4n2 � n;
7)

nP
i=1

i (i+ 1) =
n(n+1)(n+2)

3 ;

215
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8)
�
1� 4

1

� �
1� 4

9

�
:::

�
1� 4

(2n�1)2
�
= 1+2n

1�2n ;

9) 5 + 45 + : : :+ (4n+ 1) 5n�1 = n5n;

2.1.7. �®¢¥±²¨:  ) 6 j n3 � 7n; ¡) 7 j 62n�1 + 1; n > 0; ¢) 19 j 7n+1 +

82n�1; n > 0; £) 7 j 11n�4n; ¤) 8 j 5n+1+2 �3n+1; ¥) 73 j 8n+2+92n+1;

2.1.8. �®¢¥±²¨ ¥°Æ¢®±²Æ

1)
nP
i=1

1p
i
� pn; 2)

nP
i=1

1p
i
� 2
p
n� 1;

3) jsin nxj � n jsin xj ; 4)
1�3�5�:::�(2n�1)

2�4�6�:::�2n � 1p
n+1

; n > 0;

5)
(2n)!

(n!)2
>

4n

n+1 ; n > 1; 6) 2n > n
3
; n � 10;

7) 2n�1 (an + b
n) > (a+ b)

n
; a; b 2 R; n > 0;

8) 2n+4 � (n + 4)
2
; 9) 4n � 3n + n

2;

10) 1
n+1 +

1
n+2 + � � �+ 1

2n >
13
24 ; n > 1;

11)
p
n < 1 + 1p

2
+ � � �+ 1p

n
< 2
p
n;

12) x1+���+xn
n

� n
p
x1 � � � � � xn; xi � 0:

2.1.9. �®¢¥±²¨, ¹® ´³ª¶Æ¿ Tn (n arccosx)   Æ²¥°¢ «Æ [�1; 1] Ä ¯®«Æ®-
¬®¬ ±²¥¯¥¿ n:

2.1.10. �®¢¥±²¨, ¹® ª®¦¥  ²³° «¼¥ ·¨±«® n > 7 ¬®¦  § ¯¨± ²¨ ³

¢¨£«¿¤Æ 3k + 5l:

2.1.11. �¨±« ¬¨ �Æ¡® ··Æ  §¨¢ ¾²¼ ·«¥¨ ² ª®È ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ a1; a2;

: : : ; an; : : : ; a1 = a2 = 1; an+1 = an + an�1. �®¢¥±²¨, ¹® ¤«¿ ·¨±¥«

�Æ¡® ··Æ ¢¨ª®³Ä²¼±¿ °Æ¢Æ±²¼ an+1an+2 � anan+3 = (�1)n :
2.1.12. �®¢¥±²¨, ¹® ¤«¿ ·¨±¥« �Æ¡® ··Æ ¢¨ª®³¾²¼±¿ °Æ¢®±²Æ

1) a1 + : : :+ an�1 + an = an+2 � 1;

2) a2 + a4 + : : :+ a2n = a2n+1 � 1;

3) a
2
1 + a

2
2 + : : :+ a

2
n = anan+1;

4) am+n = aman�1 + am+1an;

5) a2n = a
2
n+1 � a2n�1;

6) a3n = a
3
n+1 + a

3
n � a3n�1;

7) a
2
n+1 = anan+2 + (�1)n ;

8) a1a2 + a2a3 + : : :+ a2n�1a2n = a
2
2n;

9) a1a2 + a2a3 + : : :+ a2na2n+1 = a
2
2n+1 � 1;

10) na1 + (n� 1)a2 + (n � 2)a3 + : : :+ 2an�1 + an = an+4 � (n+ 3) :
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2.1.13. �®¢¥±²¨, ¹® ¤«¿ n-£® ·¨±«  �Æ¡® ··Æ ¯° ¢¨«¼  ´®°¬³« 

an =

�
1+

p
5

2

�n
�
�
1�

p
5

2

�n
p
5

:

2.1.14. �®¢¥±²¨, ¹® ±²®°®  ¯° ¢¨«¼®£® ¬®£®ª³²¨ª , ¿ª¨© ¬ Ä 2n

±²®°Æ, ¢¨° ¦ Ä²¼±¿ ·¥°¥§ ° ¤Æ³± R ®¯¨± ®£® ª®«  ´®°¬³«®¾

a2n = R

s
2�

r
2 +

q
2 + : : :+

p
2;

¤¥ ³ ¯° ¢Æ© · ±²¨Æ § ¯¨± Æ n� 1 § ªÆ¢ ª®°¥¿.

2.1.15. �®¢¥±²¨, ¹® ·¨±«  32n+2�8n�9 ²  32n+3+40n�27 ¤Æ«¿²¼±¿   64,
  ·¨±«® 10n + 18n� 28 ¤Æ«¨²¼±¿   27 ¤«¿ ¡³¤¼-¿ª®£®  ²³° «¼®£® n:

2.1.16. �®¢¥±²¨ ¥°Æ¢®±²Æ:

1) (1 + h)n � 1 + nh ¯°¨ h > �1; n 2 N;
2)

nP
k=1

xk +
P
x
�1
k � 2n; xk 2 R; xk > 0:

3) 2! � 4! � : : : � (2n)! > ((n+ 1)!)
n
;

4) 1
2 � 34 � : : : � 2n�12n <

1p
2n+1

;

5) n! <
�
n+1
2

�n
; n > 1;

6) n
n+1

> (n+ 1)n ; n � 3;

7) (2n)! < 22n (n!)
2
;

8) (a1 + : : :+ an)
2 � n �a21 + : : :+ a

2
n

�
; ai 2 R;

9)

����sin� nP
k=1

xk

����� � nP
k=1

jsin xkj;
10) 1p

n
<

p
n+ 1 +

p
n� 1; n > 0;

11) 1
2
p
n
� 1

2 � 34 � : : : � 2n�12n <
1p
2n
;

12) 1
1�2�3 +

1
2�3�4 + : : :+ 1

n(n+1)(n+2) <
1
4 ;

13) 2�2 + 3�2 + : : :+ n
�2
<

n�1
n :

2.1.17. �®¢¥±²¨, ¹® ¯®«Æ®¬ (x+ y + z)2n+1 � x2n+1 � y2n+1 � z2n+1 ¤Æ-

«¨²¼±¿   ¯®«Æ®¬ (x+ y + z)3 � x3 � y3 � z3:
2.1.18. �®¢¥±²¨ ² ª¥: ª®«¨ a�1 + b

�1 + c
�1 = (a+ b+ c)�1 ; ²®

(a�1 + b
�1 + c

�1)2n+1 =
�
a
2n+1 + b

2n+1 + c
2n+1

��1
:
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2.1.19. �¥µ © a0 = 1; a1 = 2; a2 = 3; an = an�1 + an�2 + an�3 ¤«¿ n � 3:

�®¢¥±²¨, ¹® an >
�
3
2

�n
:

2.1.20. �¥µ © a0 = a1 = a2 = 1; an = an�1 + an�2 + an�3 ¤«¿ n � 3:

�®¢¥±²¨, ¹® an � 2n�1:

2.1.21. �¥µ © a0 = 1; a1 = 3; a2 = 5; an = 3an�2 + 2an�3: �®¢¥±²¨, ¹®:  )
2n < an < 2n+1; ¡) an = 2an�1 + (�1)n�1 ; n � 1:

2.1.22. �¥µ © a0 = a1 = a2 = 1; an = an�1 + an�3; n � 3: �®¢¥±²¨, ¹®:

1) an � 2an�2;
2) an �

�
3
2

�n�1
; n � 1;

3) an � 2
n�2
2 ; n � 2:

2.1.23. �¥µ © ' (n) | ´³ª¶Æ¿ �©«¥° , ²®¡²® ªÆ«¼ªÆ±²¼  ²³° «¼¨µ

·¨±¥« ¬¥¸¨µ ¢Æ¤ n Æ ¢§ Ä¬® ¯°®±²¨µ § n: �®¢¥±²¨, ¹® ' (n) =
�
1� 1

p1

�
��

1� 1
p2

�
� � �
�
1� 1

pk

�
; ¤¥ n = p

�1
1 p

�2
2 � � �p�kk | ª ®Æ·¨© °®§ª« ¤ ·¨±« 

n ¢ ¤®¡³²®ª ¯°®±²¨µ ·¨±¥«.

2.1.24. �®¢¥±²¨, ¹®

1)
nP
i=0

C
i
n = 2n;

2)
nP
i=0

(�1)nCi
n = 0;

3)
nP
i=0

iC
i
n = n2n�1;

4)
nP

k=0

�
C
k
n

�2
= C

n
2n;

5)
mP
k=0

C
k
n+k�1 = C

m
m+n;

6)
m�1P
k=0

C
k
n+k = C

n+1
m+n;

7) C
k
2k + C

1
2C

k�1
2k�2 + C

2
4C

k�2
2k�4 + � � �+ C

k
2k = 22k;

8)
P

n1+���+nk=n
n!

n1!����nk ! = k
n;

9)
P

n1+���+nk=n
n!

n1!����nk ! =
kP

m=0

C
m
k (k �m)n:
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2.2. Ǳ®²³¦Æ±²¼ ¬®¦¨

2.2.1. �®¢¥±²¨, ¹® ±ªÆ·¥  ¬®¦¨  ¥ ¬®¦¥ ¡³²¨ °Æ¢®¯®²³¦  ±¢®È©

¢« ±Æ© ¯Æ¤¬®¦¨Æ. Ǳ®ª § ²¨, ¹® ¶¥ ¥ ² ª ¤«¿ ¥±ªÆ·¥¨µ ¬®¦¨.

2.2.2. �®¢¥±²¨, ¹® ¬®¦¨¨ ²®·®ª ¤®¢Æ«¼¨µ ¤¢®µ ¬®£®ª³²¨ªÆ¢  

¯«®¹¨Æ °Æ¢®¯®²³¦Æ.

2.2.3. �®¢¥±²¨, ¹® ª®¦  ¥±ªÆ·¥  ¯Æ¤¬®¦¨  §«Æ·¥®È ¬®¦¨¨ Ä

§«Æ·¥®¾.

2.2.4. �®¢¥±²¨ ² ª¥: ª®«¨ A | §«Æ·¥  ¬®¦¨ ,   B | ±ªÆ·¥ 

¬®¦¨ , ²® A nB ² ª®¦ §«Æ·¥  ¬®¦¨ .

2.2.5. �®¢¥±²¨, ¹® ®¡'Ä¤ ¿ §«Æ·¥®È ²  ±ªÆ·¥®È ¬®¦¨ Ä §«Æ·¥-

®¾ ¬®¦¨®¾.

2.2.6. �®¢¥±²¨, ¹® ®¡'Ä¤ ¿ §«Æ·¥®È °®¤¨¨ ±ªÆ·¥¨µ ¬®¦¨ Ä

§«Æ·¥®¾ ¬®¦¨®¾.

2.2.7. �®¢¥±²¨, ¹® ®¡'Ä¤ ¿ §«Æ·¥®È °®¤¨¨ §«Æ·¥¨µ ¬®¦¨ Ä §«Æ-

·¥®¾ ¬®¦¨®¾.

2.2.8. �¥µ © ®¡« ±²¼ ¢¨§ ·¥¿ ´³ª¶ÆÈ Ä §«Æ·¥®¾ ¬®¦¨®¾. �®-

¢¥±²¨, ¹® ®¡« ±²¼ § ·¥¼ ¶ÆÄÈ ´³ª¶ÆÈ Ä §«Æ·¥®¾  ¡® ±ªÆ·¥®¾ ¬®-

¦¨®¾.

2.2.9. �®¢¥±²¨ ² ª¥:  ) ¿ª¹® A ¥±ªÆ·¥  ¬®¦¨ ,   B ±ªÆ·¥   ¡®

§«Æ·¥  ¬®¦¨ , ²® jA [Bj = jAj ; ¡) ¿ª¹® A ¥±ªÆ·¥  Æ ¥§«Æ·¥ 

¬®¦¨ ,   B ±ªÆ·¥   ¡® §«Æ·¥ , ²® jA nBj = jAj :
2.2.10. �®¢¥±²¨, ¹® ¬®¦¨  ° ¶Æ® «¼¨µ ²®·®ª ¤®¢Æ«¼®£® ¢Æ¤°Æ§ª 

[a; b] Ä §«Æ·¥®¾ ¬®¦¨®¾.

2.2.11. �®¢¥±²¨, ¹® ¬®¦¨¨ ²®·®ª ª¢ ¤° ²  ²  ¢Æ¤°Æ§ª  °Æ¢®¯®²³¦Æ.

2.2.12. �®¢¥±²¨, ¹® ¬®¦¨  ¢±Æµ ±ªÆ·¥¨µ ¯Æ¤¬®¦¨ §«Æ·¥®È ¬®-

¦¨¨ Ä §«Æ·¥®¾ ¬®¦¨®¾.

2.2.13. �®¢¥±²¨, ¹® ¬®¦¨  ¢±Æµ ¯Æ¤¬®¦¨ §«Æ·¥®È ¬®¦¨¨ Ä ¥§-

«Æ·¥®¾ ¬®¦¨®¾.

2.2.14. �®¢¥±²¨, ¹® ¤«¿ ª®¦®È ¥±ªÆ·¥®È ¬®¦¨¨ A Æ±³Ä ¢« ± 

¯Æ¤¬®¦¨  B ¬®¦¨¨ A; ¤«¿ ¿ª®È jAj = jBj :



220 �Ǳ���� �� ����Å�� 2

2.2.15. �¥µ © ¥«¥¬¥²¨ ¬®¦¨¨ A § ³¬¥°®¢ Æ n Æ¤¥ª± ¬¨ i1; i2; : : : ;

in, ª®¦¨© § ¿ª¨µ ¥§ «¥¦® ®¤¨ ¢Æ¤ ®¤®£® ¯°®¡Æ£ Ä §«Æ·¥³ ¬®¦¨-

³ § ·¥¼. A = fai1:::in : ik 2 N; 1 � k � ng : �®¢¥±²¨, ¹® ¬®¦¨  A

§«Æ·¥ .

2.2.16. �¥µ © ¥«¥¬¥²¨ ¬®¦¨¨ A § ³¬¥°®¢ Æ n Æ¤¥ª± ¬¨ i1; i2; : : : ;

in, ª®¦¨© § ¿ª¨µ ¥§ «¥¦® ®¤¨ ¢Æ¤ ®¤®£® ¯°®¡Æ£ Ä ¬®¦¨³ I: A =

fai1:::in : ik 2 N; 1 � k � ng : �®¢¥±²¨, ¹® ¬®¦¨¨ A ²  I °Æ¢®¯®²³¦Æ.

2.2.17. �®¢¥±²¨, ¹®:

1) jQ�Qj = jNj ;
2) jQ� : : :�Qj = jNj ;
3) jQ nNj = jNj :

2.2.18. �®¢¥±²¨, ¹® ¬®¦¨  N� : : :� N = Nk §«Æ·¥ .

2.2.19. �®¢¥±²¨, ¹® ¬®¦¨  ¢±Æµ ¯®«Æ®¬Æ¢ § ° ¶Æ® «¼¨¬¨ ª®¥´Æ¶ÆÄ-

² ¬¨ Ä §«Æ·¥®¾.

2.2.20. �«£¥¡°¨·¨¬ ·¨±«®¬  §¨¢ ¾²¼ ·¨±«®, ¿ª¥ Ä ª®°¥¥¬ ¯®«Æ®¬ 

§ ¶Æ«¨¬¨ ª®¥´Æ¶ÆÄ² ¬¨. �®¢¥±²¨, ¹® ¬®¦¨  ¢±Æµ  «£¥¡°¨·¨µ ·¨±¥«

Ä §«Æ·¥®¾.

2.2.21. �®¢¥±²¨, ¹® ª®¦¨© ±¥£¬¥² [a; b], ª®¦¨© Æ²¥°¢ « (a; b) Æ ª®¦-

¨©  ¯Æ¢±¥£¬¥² (a; b]  ¡® [a; b) ¬ ¾²¼ ¯®²³¦Æ±²¼ ª®²¨³³¬.

2.2.22. �®¢¥±²¨, ¹® ®¡'Ä¤ ¿ ±ªÆ·¥®È  ¡® §«Æ·¥®È °®¤¨¨ ¬®¦¨

¯®²³¦®±²Æ ª®²¨³³¬ Ä ¬®¦¨®¾ ¯®²³¦®±²Æ ª®²¨³³¬.

2.2.23. �®¢¥±²¨, ¹® ®¡'Ä¤ ¿ °®¤¨¨ ¯®²³¦®±²Æ ª®²¨³³¬ ¬®¦¨

¯®²³¦®±²Æ ª®²¨³³¬ Ä ¬®¦¨®¾ ¯®²³¦®±²Æ ª®²¨³³¬.

2.2.24. �®¢¥±²¨, ¹® ¬®¦¨  ¢±Æµ ¥±ªÆ·¥¨µ ¯®±«Æ¤®¢®±²¥© ³«Æ¢ ² 

®¤¨¨¶¼ ¬ Ä ¯®²³¦Æ±²¼ ª®²¨³³¬.

2.2.25. �®¢¥±²¨, ¹® ¬®¦¨  ¢±Æµ ¥±ªÆ·¥¨µ ¯®±«Æ¤®¢®±²¥©  ²³-

° «¼¨µ (¶Æ«¨µ, ° ¶Æ® «¼¨µ) ·¨±¥« ¬ Ä ¯®²³¦Æ±²¼ ª®²¨³³¬.

2.2.26. �®¢¥±²¨, ¹® ¬®¦¨  ¢±Æµ Æ°° ¶Æ® «¼¨µ ·¨±¥« ¬ Ä ¯®²³¦Æ±²¼

ª®²¨³³¬.

2.2.27. �¥µ © ¥«¥¬¥²¨ ¬®¦¨¨ A § ³¬¥°®¢ Æ n Æ¤¥ª± ¬¨ i1; i2; : : : ;

in, ª®¦¨© § ¿ª¨µ ¥§ «¥¦® ®¤¨ ¢Æ¤ ®¤®£® ¯°®¡Æ£ Ä ¬®¦¨³ ¯®²³¦-

®±²Æ ª®²¨³³¬. A = fai1:::in : ik 2 R; 1� k � ng : �®¢¥±²¨, ¹® ¬®¦¨ 
A ¬ Ä ¯®²³¦Æ±²¼ ª®²¨³³¬.
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2.2.28. �®¢¥±²¨, ¹® ¬®¦¨  ¢±Æµ Æ°° ¶Æ® «¼¨µ ·¨±¥« ¬ Ä ¯®²³¦Æ±²¼

ª®²¨³³¬.

2.2.29. �®¢¥±²¨, ¹® ¬®¦¨  ¢±Æµ ¡³ª¢ A   ¯«®¹¨Æ, ¿ªÆ ¥  ª« ¤ -

¾²¼±¿, Ä §«Æ·¥®¾.

2.2.30. �®¢¥±²¨, ¹® ¬®¦¨  ¢±Æµ ²®·®ª ¯°®±²®°³ Rn ¬ Ä ¯®²³¦Æ±²¼

ª®²¨³³¬.

2.2.31. �®¢¥±²¨, ¹® ¬®¦¨  ¢±Æµ ¤Æ©±¨µ ´³ª¶Æ©, § ¤ ¨µ   ¢Æ¤°Æ§ª³

[0; 1] ¬ Ä ¯®²³¦Æ±²¼ ¡Æ«¼¸³ Æ¦ ª®²¨³³¬.

2.2.32. �®¢¥±²¨, ¹® ¬®¦¨  ²®·®ª °®§°¨¢³ ¬®®²®®È ´³ª¶ÆÈ, § ¤ -

®È   ¢±Æ© ¤Æ©±Æ© ®±Æ, Ä ±ªÆ·¥®¾  ¡® §«Æ·¥®¾.

2.2.33. �®¢¥±²¨, ¹® ¬®¦¨  ¢±Æµ ´³ª¶Æ©, § ¤ ¨µ   ¢Æ¤°Æ§ª³ [a; b] Æ

°®§°¨¢¨µ µ®· ¢ ®¤Æ© ²®·¶Æ, ¬ Ä ¯®²³¦Æ±²¼ ¡Æ«¼¸³ Æ¦ ª®²¨³³¬.

2.2.34. �®¢¥±²¨, ¹® ¬®¦¨  ¢±Æµ ¥¯¥°¥°¢¨µ ´³ª¶Æ©, § ¤ ¨µ   ¢Æ¤-

°Æ§ª³ [a; b] ¬ Ä ¯®²³¦Æ±²¼ ª®²¨³³¬.

2.3. �«¥¬¥²¨ ª®¬¡Æ ²®°¨ª¨

2.3.1. �¥°¥¤ 150 «¾¤¥© 45 ¯« ¢ ¾²¼, 40 È§¤¿²¼   ¢¥«®±¨¯¥¤Æ, 50 £° ¾²¼

³ ²¥Æ±, 32 £° ¾²¼ ³ ²¥Æ± Æ ¥ È§¤¿²¼   ¢¥«®±¨¯¥¤Æ, 27 £° ¾²¼ ³ ²¥Æ± Æ

¯« ¢ ¾²¼, 10 ¢¨ª®³¾²¼ ¢±¥ ¶¥.

1) �ªÆ«¼ª¨ «¾¤¥© £° ¾²¼ ³ ²¥Æ± Æ ¥ È§¤¿²¼   ¢¥«®±¨¯¥¤Æ?

2) �ª¹® ¢Æ¤®¬®, ¹® 21 È§¤¿²¼   ¢¥«®±¨¯¥¤Æ Æ ¯« ¢ ¾²¼, ²® ±ªÆ«¼ª¨

¥ ¢¬Æ¾²¼ Æ·®£®?

2.3.2. � ª« ±Æ 35 ³·Æ¢. � ¨µ 20 ¢Æ¤¢Æ¤³¾²¼ ¬ ²¥¬ ²¨·¨© £³°²®ª, 11

| ´Æ§¨·¨©, 10 ¥ ¢Æ¤¢Æ¤³¾²¼ ¦®¤®£® £³°²ª .

1) �ªÆ«¼ª¨ ³·Æ¢ ¢Æ¤¢Æ¤³¾²¼ ¬ ²¥¬ ²¨·¨© Æ ´Æ§¨·¨© £³°²ª¨?

2) �ªÆ«¼ª¨ ³·Æ¢ ¢Æ¤¢Æ¤³¾²¼ «¨¸¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¨© £³°²®ª?

2.3.3. � ª« ±Æ 45 ³·Æ¢. � ¨µ 25 µ«®¯·¨ªÆ¢; 30 ³·Æ¢  ¢· ¾²¼±¿   4

Æ 5, § ¨µ 16 µ«®¯·¨ªÆ¢; 30 § ©¬ ¾²¼±¿ ±¯®°²®¬, § ¨µ 18 µ«®¯·¨ªÆ¢ ² 

17 ¸ª®«¿°Æ¢, ¿ªÆ  ¢· ¾²¼±¿   4 Æ 5; 15 µ«®¯·¨ªÆ¢  ¢· ¾²¼±¿   4 Æ 5 Æ

§ ©¬ ¾²¼±¿ ±¯®°²®¬. Ǳ®ª § ²¨, ¹® ¢ ¶Æ© Æ´®°¬ ¶ÆÈ Ä ¯®¬¨«ª .
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2.3.4. �¥µ © jX j = m; jY j = n; m � n: �®¢¥±²¨, ¹® ªÆ«¼ªÆ±²¼ ±¾°'Äª-
²¨¢¨µ ¢Æ¤®¡° ¦¥¼ § X ¢ Y ¤®°Æ¢¾Ä

nP
k=0

(�1)k Ck
n (n� k)m :

2.3.5. Ǳ® ¯³±²¥«Æ Æ¤¥ ª ° ¢  § 9 ¢¥°¡«¾¤Æ¢. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦-

  ¯¥°¥±² ¢¨²¨ ¢¥°¡«¾¤Æ¢ ² ª, ¹®¡ ¯®¯¥°¥¤³ ª®¦®£® ¢¥°¡«¾¤  Æ¸®¢

Æ¸¨© Æ¦ ¯¥°¥¤ ²¨¬?

2.3.6. �¥°¥¤ 100 ±²³¤¥²Æ¢  £«Æ©±¼ª³ ¬®¢³ § ¾²¼ 28, Æ¬¥¶¼ª³ | 30,

´° ¶³§¼ª³ | 42,  £«Æ©±¼ª³ ²  ´° ¶³§¼ª³ | 10 ,  £«Æ©±¼ª³ ²  Æ¬¥¶¼-

ª³ | 8, Æ¬¥¶¼ª³ ²  ´° ¶³§¼ª³ | 5. �ªÆ«¼ª¨ ±²³¤¥²Æ¢ ¥ § ¾²¼

¦®¤®È ¬®¢¨?

2.3.7. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  °®§±² ¢¨²¨ 20 ³«Æ¢ Æ 15 ®¤¨¨¶¼

² ª, ¹®¡ ¤¢Æ ®¤¨¨¶Æ ¥ ±²®¿«¨ ¯®°³·? �Æ¤¯®¢Æ¤¼ ®¡£�°³²³¢ ²¨.
2.3.8. � ¸¥°¥§Æ ±²®È²¼ 30 «¾¤¥©. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ § ¥È ¬®¦ 

¢¨¡° ²¨ 12 «¾¤¥©, ¿ªÆ ¥ ±²®¿²¼ ¯®°³·?

2.3.9. �  ª°³£«¨¬ ±²®«®¬ ±¨¤¨²¼ 30 «¾¤¥©. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦ 

¢¨¡° ²¨ 12 «¾¤¥© ² ª, ¹®¡ ¤® ¢¨¡° ¨µ ¥ ¯®²° ¯¨«¨ ¤¢  ±³±Æ¤¨?

2.3.10. � ® 25 °Æ§¨µ ¯°¥¤¬¥²Æ¢ Æ 5 ¿¹¨ªÆ¢. Ǳ®²°Æ¡® ¢ ª®¦¨© ¿¹¨ª

¯®ª« ±²¨ ¯® 5 ¯°¥¤¬¥²Æ¢. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¶¥ ¬®¦  §°®¡¨²¨?

2.3.11. �¢®Ä «¾¤¥© ¯®¢¨Æ ¯®¤Æ«¨²¨ ¬Æ¦ ±®¡®¾ 100 £°¨¢¥¼, 100 ¤®« °Æ¢

²  100 Ä¢°®. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¢®¨ ¬®¦³²¼ ¶¥ §°®¡¨²¨?

2.3.12. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  °®§¤Æ«¨²¨ 1000 £°¨¢¥¼ ¬Æ¦ 5 «¾¤¼-

¬¨?

2.3.13. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  °®§¤Æ«¨²¨ 1000 £°¨¢¥¼ ¬Æ¦ 5 «¾¤¼-

¬¨ §  ³¬®¢¨, ¹® ª®¦  «¾¤¨  ®¤¥°¦³Ä ¥ ¬¥¸¥ Æ¦ 50 £°¨¢¥¼?

2.3.14. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  °®§¤Æ«¨²¨ 50 £°¨¢¥¼, 80 ¤®« °Æ¢

²  100 Ä¢°® ¬Æ¦ 4 ®±®¡ ¬¨?

2.3.15. Ã 20 ·®«®¢ÆªÆ¢ Æ 20 ¦Æ®ª. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ Èµ ¬®¦  °®§± -

¤¨²¨ §  ª°³£«¨¬ ±²®«®¬ ² ª, ¹®¡ ¤¢Æ ®±®¡¨ ®¤®È ±² ²Æ ¥ ±¨¤Æ«¨ ¯®°³·?

2.3.16. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  °®§± ¤¨²¨   ª °³±¥«¼ 20 ·®«®¢ÆªÆ¢

Æ 20 ¦Æ®ª ² ª, ¹®¡ ¤¢Æ ®±®¡¨ ®¤®È ±² ²Æ ¥ ±¨¤Æ«¨ ¯®°³·?

2.3.17. �ªÆ«¼ª¨ Æ±³Ä ¬®®¬Æ¢ ±²¥¯¥¿ n ¢Æ¤ ²°¼®µ §¬Æ¨µ x; y i z?

2.3.18. �ªÆ«¼ª¨ Æ±³Ä ¬®®¬Æ¢ ±²¥¯¥¿ n ¢Æ¤ k §¬Æ¨µ?

2.3.19. �ªÆ«¼ª¨ °Æ§¨µ ±«Æ¢ ¬®¦  ®¤¥°¦ ²¨, ¯¥°¥±² ¢«¿¾·¨ ¡³ª¢¨ ¢

±«®¢ µ À¯ ° ¡®« Á, À¬ ²¥¬ ²¨ª Á, À¬®®¬Á?
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2.3.20. �ªÆ«¼ª¨ °Æ§¨µ  ¬¨±² ¬®¦  ±ª« ±²¨ § 20 ·¥°¢®¨µ ²  10 ·®°-

¨µ ª³«¼®ª?

2.3.21. � ¬Æ±²Æ ¯°®¦¨¢ Ä 25000 ¦¨²¥«Æ¢. �¨ ¯° ¢¨«¼®, ¹® ¯°¨ ©¬Æ

¤¢®Ä § ¨µ ¬ ¾²¼ ®¤ ª®¢Æ ÆÆ¶Æ «¨?

2.3.22. �¥°¥¤ 5 ³ª° È¶Æ¢ 7 °®±Æ¿ ²  10  £«Æ©¶Æ¢ ²°¥¡  ¢¨¡° ²¨ ¤¥ªÆ-

«¼ª  «¾¤¥© ² ª, ¹®¡ ±¥°¥¤ ¢¨¡° ¨µ ¡³«¨ ®±®¡¨ ¢±Æµ ²°¼®µ  ¶Æ® «¼-

®±²¥©. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  ¶¥ §°®¡¨²¨?

2.3.23. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  °®§¡¨²¨ 100 ¯°¥¤¬¥²Æ¢   5 £°³¯

¯® 20 ¯°¥¤¬¥²Æ¢?

2.3.24. �¾¤¨  ¬ Ä 7 ¤°³§Æ¢ Æ ¯°®²¿£®¬ 7 ¤Æ¢ § ¯°®¸³Ä Èµ ¤® ±¥¡¥ ² ª,

¹®¡ ª®¬¯ Æ¿ Æ ° §³ ¥ ¯®¢²®°¨« ±¿. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¶¥ ¬®¦ 

§°®¡¨²¨?

2.3.25. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  ¯¥°¥±² ¢¨²¨ ¡³ª¢¨ ±«®¢  À¬ ²¥¬ -

²¨ª Á ² ª, ¹®¡ ¤¢Æ £®«®±Æ ¡³ª¢¨ ¥ ±²®¿«¨ ¯®°³·?

2.3.26. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  ¢¨¡° ²¨ ¤¥ªÆ«¼ª  ¡³ª¢ Æ§ ´° §¨

À�ª® §  ®ª®, §³¡ §  §³¡Á? �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  ¢¨¡° ²¨ § ¶ÆÄÈ

´° §¨ 3 ¡³ª¢¨?

2.3.27. �ªÆ«¼ª¨ Æ±³Ä ±¥¬¨§ ·¨µ ·¨±¥« ³ ¿ª¨µ 4 ¶¨´°¨ ¯ °Æ?

2.3.28. �ªÆ«¼ª¨ Æ±³Ä ±¥¬¨§ ·¨µ ·¨±¥« ³ ¿ª¨µ ±³¬  ¶¨´° ¯ ° ?

2.3.29. �ªÆ«¼ª¨ Æ±³Ä ±¥¬¨§ ·¨µ ·¨±¥« ³ ¿ª¨µ ¢±Æ ¶¨´°¨ °Æ§Æ?

2.3.30. �ªÆ«¼ª¨ ±¥¬¨§ ·¨µ ·¨±¥« ¬®¦  ±ª« ±²¨ § ¶¨´° ·¨±« :

 ) 51315113; ¡) 19717331; ¢) 18091948?

2.3.31. �ªÆ«¼ª¨ Ä ¯®±«Æ¤®¢®±²¥© 1 � x1 < x2 < : : : < xk � n ? (xi 2 N).
2.3.32. �ªÆ«¼ª¨ ¯Æ¤¬®¦¨ ¬®¦¨¨ f1; 2; : : : ; 100g ¬Æ±²¿²¼ µ®· ®¤¥ ¥-
¯ °¥ ·¨±«®?

2.3.33. �ªÆ«¼ª¨ Ä ¯Æ¤±² ®¢®ª � 2 S7 ² ª¨µ, ¹® � (1) 6= 2?

2.3.34. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ±³ª³¯Æ±²¼ Æ§ 2n ¯°¥¤¬¥²Æ¢ ¬®¦  °®§¡¨²¨

 ¢¯Æ«?

2.3.35. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  °®§¡¨²¨ ¬®¦¨³ f1; 2; : : : ; kng  
k ¯Æ¤¬®¦¨ § n ¥«¥¬¥²Æ¢?

2.3.36. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  ¢¨¡° ²¨   ¸ µ®¢Æ© ¤®¸¶Æ ¤¢  ª¢ ¤-

° ²¨ | ·®°¨© Æ ¡Æ«¨©, ¹® ¥ «¥¦ ²¼   Æ ²Æ© ± ¬Æ© £®°¨§®² «Æ Æ ¢¥°-

²¨ª «Æ?

2.3.37. �¢²®¬®¡Æ«¼Æ ®¬¥°¨ ±ª« ¤ ¾²¼±¿ § ¤¢®µ ¡³ª¢ ²  ¯'¿²¨ ¶¨´°.
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� ©²¨ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ² ª¨µ ®¬¥°Æ¢, ¿ª¹® ¢¨ª®°¨±²®¢³¾²¼ 32 ¡³ª¢¨ ³ª° -

È±¼ª®£®  «´ ¢Æ²³.

2.3.38. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  °®§¡¨²¨ m+n+p ¯°¥¤¬¥²Æ¢   ²°¨

£°³¯¨ ² ª, ¹®¡ ¢ ®¤Æ© ¡³«® m, ³ ¤°³£Æ© n,   ¢ ²°¥²Æ© p ¯°¥¤¬¥²Æ¢?

2.3.39. �¥²¢¥°® ±²³¤¥²Æ¢ ±ª« ¤ ¾²¼ Æ±¯¨². �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®-

¦³²¼ ¡³²¨ ¯®±² ¢«¥Æ È¬ ®¶Æª¨, ¿ª¹® ¢Æ¤®¬®, ¹® Æµ²® § ¨µ ¥ ®¤¥°¦ ¢

®¶Æª¨ À¥§ ¤®¢Æ«¼®Á?

2.3.40. � £°³¯¨, ¿ª  ±ª« ¤ Ä²¼±¿ § 7 ·®«®¢ÆªÆ¢ ²  4 ¦Æ®ª, ¯®²°Æ¡® ¢¨¡-

° ²¨ 6 «¾¤¥© ² ª, ¹®¡ ±¥°¥¤ ¨µ ¡³«® ¥ ¬¥¸¥ Æ¦ 2 ¦Æª¨. �ªÆ«¼ª®¬ 

±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  ¶¥ §°®¡¨²¨?

2.3.41. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  ¯®± ¤¨²¨ §  ª°³£«¨© ±²Æ« 8 ·®«®¢Æ-

ªÆ¢ Æ 8 ¦Æ®ª ² ª, ¹®¡ ¤¢Æ ¦Æª¨ ¥ ±¨¤Æ«¨ ¯®°³·?

2.3.42. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  ¯¥°¥±² ¢«¿²¨ ¡³ª¢¨ ±«®¢  À¬®«®ª®Á,

¹®¡ ²°¨ ¡³ª¢¨ ÀoÁ ¥ ±²®¿«¨ ¯®°¿¤?

2.3.43. � ©²¨ ±³¬³ ¢±Æµ ·®²¨°¨§ ·¨µ ·¨±¥«, ¿ªÆ ®¤¥°¦³¾²¼ ¯°¨ ¤®-

¢Æ«¼¨µ ¯¥°¥±² ®¢ª µ ¶¨´° 1; 2; 3; 4?

2.3.44. �ªÆ«¼ª¨ Æ±³Ä ¸¥±²¨§ ·¨µ ·¨±¥«, ¢ ¿ª¨µ ²°¨ ¶¨´°¨ ¯ °Æ Æ ²°¨

¥¯ °Æ?

2.3.45. �®¢¥±²¨, ¹® ¥¯ °³ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¯°¥¤¬¥²Æ¢ ¬®¦  ¢¨¡° ²¨ § n

¯°¥¤¬¥²Æ¢ 2n�1 ±¯®±®¡ ¬¨.

2.3.46. � ±ªÆ«¼ª®µ ²®·ª µ ¯¥°¥²¨ ¾²¼±¿ ¤Æ £® «Æ ®¯³ª«®£® n-ª³²¨ª ,

¿ª¹® ¡³¤¼-¿ªÆ ²°¨ § ¨µ ¥ ¯¥°¥²¨ ¾²¼±¿ ¢ ®¤Æ© ²®·¶Æ?

2.3.47. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  cª« ±²¨ ¡³ª¥² § 7 ®¤ ª®¢¨µ  ¡®

°Æ§¨µ ª¢Æ²Æ¢, ¿ª¹® Ä 11 ±®°²Æ¢ ª¢Æ²Æ¢?

2.3.48. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  ³²¢®°¨²¨ £°³¯³ § 3 ±®«¤ ²Æ¢ Æ 1

®´Æ¶¥° , ¿ª¹® Ä 20 ±®«¤ ²Æ¢ Æ 5 ®´Æ¶¥°Æ¢?

2.3.49. �ªÆ«¼ª¨ ªÆ« ¬®¦  ¯°®¢¥±²¨ ·¥°¥§ 12 ²®·®ª, °®§¬Æ¹¥¨µ ² ª,

¹® ¡³¤¼-¿ªÆ 4 § ¨µ ¥  «¥¦ ²¼ ®¤®¬³ ª®«³?

2.3.50. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  ®¤®· ±® §'Ä¤ ²¨ ²°¨ ¯ °¨ ±¥°¥¤

n  ¡®¥²Æ¢ ²¥«¥´®®È ¬¥°¥¦Æ?

2.3.51. �ªÆ«¼ª¨ ·¨±¥«, ¿ªÆ ¬¥¸Æ ¢Æ¤ 1000000, ¬®¦  § ¯¨± ²¨ §  ¤®¯®-

¬®£®¾ ¶¨´° 5,7,8?

2.3.52. �ªÆ«¼ª¨ ¯'¿²¨§ ·¨µ ·¨±¥« ¬®¦  ±ª« ±²¨ § ¶¨´° ·¨±« :

 ) 1315113; ¡) 977331; ¢) 25565889?
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2.3.53. � Ä¬® ¥®¡¬¥¦¥³ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¬®¥² ¢ °²Æ±²¾ 10, 25 Æ 50 ª®¯.

�ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  ¢¨¡° ²¨ 20 ¬®¥²?

2.3.54. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  ¢¨¡° ²¨ ±¥°¥¤  ²³° «¼¨µ ·¨±¥«

¢Æ¤ 1 ¤® 200 ¤¢  ·¨±«  ² ª, ¹®¡ Èµ¿ ±³¬  ¡³«  ¥¯ °®¾?

2.3.55. �®¥²³ ª¨¤ ¾²¼ 2n ° §Æ¢. �®¢¥±²¨, ¹® ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¢ °Æ ²Æ¢, ³

¿ª¨µ £¥°¡ §  ª®¦¨¬ ° §®¬ ¥ ¢¨¯ ¢ · ±²Æ¸¥ Æ¦ °¥¸Æ²ª , ¤®°Æ¢¾Ä

1 +
�
C

1
n

�2
+ : : :+ (Cn

n )
2
= C

n
2n:

2.3.56. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  °®§¬Æ±²¨²¨   ¸ µ®¢Æ© ¤®¸¶Æ 8 ®¤-

®ª®«Æ°¨µ ²³°, ¹®¡ ¡³¤¼-¿ªÆ ¤¢Æ § ¨µ ¥ ¡¨«¨ ®¤  ®¤³?

2.3.57. �®¢¥±²¨, ¹® ¯°¨ n � 4 Æ±³Ä °®§¬Æ¹¥¿ n ®¤®ª®«Æ°¨µ ´¥°§Æ¢

  ¸ µ®¢Æ© ¤®¸¶Æ § n2 ª«Æ²¨ ¬¨, ¤«¿ ¿ª®£® ¡³¤¼-¿ªÆ ¤¢  ´¥°§Æ ¥ ¡'¾²¼

®¤¨ ®¤®£®.

2.3.58. � ¬Æ±²Æ Ä 100 ¬Æ«Æ¶Æ®¥°Æ¢. �®¦®£® ¢¥·®°    ·¥°£³¢ ¿ ¢¨µ®-

¤¿²¼ ²°®Ä. �®¢¥±²¨, ¹® ¥ ¬®¦  ² ª ±ª« ±²¨ £° ´Æª ·¥°£³¢ ¿, ¹®¡

¡³¤¼-¿ªÆ ¤¢®Ä ¬Æ«Æ¶Æ®¥°Æ¢ ·¥°£³¢ «¨ ° §®¬ «¨¸¥ ®¤¨ ° §.

2.3.59. �  ¸ªÆ«¼®¬³ ¢¥·®°Æ ¡³«® 17 ¤Æ¢· ² Æ 15 µ«®¯¶Æ¢. �ªÆ«¼ª®¬ 

±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  ¢¨¡° ²¨ ±¥°¥¤ ¨µ 4 ¯ °¨?

2.3.60. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  ¢¨¡° ²¨ 20 ®±Æ¡ § 30, ¿ª¹® § ¤ Æ

¤¢®Ä ®±Æ¡ ¥ ¬®¦³²¼ ¡³²¨ ¢¨¡° Æ ° §®¬?

2.3.61. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  °®§¤Æ«¨²¨ ª®«®¤³ § 36 ª °² ¯®¯®« ¬

² ª, ¹®¡ ³ ª®¦Æ© ¯ ·¶Æ ¡³«® ¯® ¤¢  ²³§¨?

2.3.62. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  ¢¨²¿£³²¨ 4 ª °²¨ § ª®«®¤¨ § 36

ª °² ² ª, ¹®¡ ¡³«® 3 ª®°®«Æ? �¤¨ ª®°®«¼ Æ 3 ¤ ¬¨?

2.3.63. Ã 12 ·®«®¢ÆªÆ¢ Æ 16 ¦Æ®ª. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  ±ª« ±²¨

ª®¬¯ Æ¾:  ) § 7 ®±Æ¡; ¡) § 3 ·®«®¢ÆªÆ¢ ²  4 ¦Æ®ª; ¢) § 7 ·®«®¢ÆªÆ¢  ¡® 7

¦Æ®ª?

2.3.64. Ã 12 ·®«®¢ÆªÆ¢ Æ 16 ¦Æ®ª. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ±¥°¥¤ ¨µ ¬®¦ 

¢¨¡° ²¨ ¯ °³ (·®«®¢Æª, ¦Æª )?

2.3.65. �ªÆ«¼ª¨ ¯Æ¤¬®¦¨ ¬®¦¨¨ f1; 2; : : : ; 2ng ¬Æ±²¿²¼ ¯°¨ ©¬Æ

®¤¥ ¯ °¥ ·¨±«®?

2.3.66. � ¬Æ±²  � ¢ ¬Æ±²® � ¢¥¤¥ n ¤®°Æ£,   § ¬Æ±²  � ¢ ¬Æ±²® � | k ¤®°Æ£.

�ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  ¤®¡° ²¨±¿ § � ¢ � Æ ¯®¢¥°³²¨±¿  § ¤? �

¿ª¹®  § ¤ ¯®¢¥°² ²¨±¿ Æ¸¨¬¨ ¤®°®£ ¬¨?
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2.3.67. �·Æ ¢¨¢· ¾²¼ 10 ¯°¥¤¬¥²Æ¢. � ¯®¥¤Æ«®ª 6 °Æ§¨µ ³°®ªÆ¢. �ªÆ«¼-

ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  ±ª« ±²¨ °®§ª« ¤   ¯®¥¤Æ«®ª?

2.3.68. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  ¢¯®°¿¤ª³¢ ²¨ ¬®¦¨³f1; 2; :::; 2ng
² ª, ¹®¡ ª®¦¥ ¯ °¥ ·¨±«® ¬ «® ¯ °¨© ®¬¥°?

2.3.69. �  ¯«®¹¨Æ Ä n °Æ§¨µ ²®·®ª. �®¦Æ ¤¢Æ ²®·ª¨ ±¯®«³·¥Æ ¢Æ¤°Æ§-

ª®¬. �ªÆ«¼ª¨ ¢Æ¤°Æ§ªÆ¢ ³²¢®°¨²¼±¿ ¯°¨ ¶¼®¬³?

2.3.70. �ªÆ«¼ª¨ ¬®¦  §°®¡¨²¨ ¯¥°¥±² ®¢®ª § n ¥«¥¬¥²Æ¢, ³ ¿ª¨µ § -

¤ Æ ¤¢  ¥«¥¬¥²¨ ¥ ±²®¿²¼ ¯®°¿¤?

2.3.71. �ªÆ«¼ª¨ ¬®¦  §°®¡¨²¨ ¯¥°¥±² ®¢®ª § n ¥«¥¬¥²Æ¢, ³ ¿ª¨µ ¬Æ¦

¤¢®¬  § ¤ ¨¬¨ ¥«¥¬¥² ¬¨ ±²®¿²¼ k ¥«¥¬¥²Æ¢?

2.3.72. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  §  k ¤Æ¢ ±ª« ±²¨ n Æ±¯¨²Æ¢ (¢ ®¤¨

¤¥¼ | ®¤¨ Æ±¯¨²)?

2.3.73. � ±ªÆ«¼ª®µ ²®·ª µ ¯¥°¥²¨ ¾²¼±¿ ¤Æ £® «Æ ®¯³ª«®£® n-ª³²¨ª ,

¿ª¹® ¡³¤¼-¿ªÆ 3 § ¨µ ¥ ¯¥°¥²¨ ¾²¼±¿ ¢ ®¤Æ© ²®·¶Æ?

2.3.74. �ªÆ«¼ª¨ Æ±³Ä ¸¥±²¨§ ·¨µ ·¨±¥«, ³ ¿ª¨µ ¶¨´°¨ °®§¬Æ¹¥Æ ³

¥±¯ ¤®¬³ ¯®°¿¤ª³?

2.3.75. �ªÆ«¼ª¨ Æ±³Ä ¸¥±²¨§ ·¨µ ·¨±¥«, ³ ¿ª¨µ ¶¨´°¨ °®§¬Æ¹¥Æ ³

¥§°®±² ¾·®¬³ ¯®°¿¤ª³?

2.3.76. �ªÆ«¼ª¨ Æ±³Ä ¸¥±²¨§ ·¨µ ·¨±¥«, ³ ¿ª¨µ ¶¨´°¨ °®§¬Æ¹¥Æ ³

§°®±² ¾·®¬³ ¯®°¿¤ª³?

2.3.77. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  § ª®«®¤¨ § 52 ª °² ¢¨¡° ²¨ 10 ª °²?

2.3.78. � ±ªÆ«¼ª®µ ¢¨¯ ¤ª µ ±¥°¥¤ ¶¨µ ª °² Ä µ®· ®¤¨ ²³§? � ±ªÆ«¼ª®µ

¢¨¯ ¤ª µ ±¥°¥¤ ¶¨µ ª °² Ä «¨¸¥ ¤¢  ²³§¨? � ±ªÆ«¼ª®µ ¢¨¯ ¤ª µ ±¥°¥¤

¨µ Ä ¥ ¬¥¸¥ ¤¢®µ ²³§Æ¢?

2.3.79. �®¬Æ±Æ¿ ±ª« ¤ Ä²¼±¿ § n ®±Æ¡. �ªÆ«¼ª¨ § ¬ªÆ¢ ¯®¢¨¥ ¬ ²¨ ±¥©´,

±ªÆ«¼ª¨ ª«¾·Æ¢ ¤® ¨µ ²°¥¡  §°®¡¨²¨ Æ ¿ª Èµ °®§¯®¤Æ«¨²¨, ¹®¡ ¤®±²³¯

¤® ±¥©´  ¡³¢ ¬®¦«¨¢¨© ²®¤Æ Æ ²Æ«¼ª¨ ²®¤Æ, ª®«¨ §¡¥°¥²¼±¿ ¥ ¬¥¸¥ Æ¦

k ·«¥Æ¢ ª®¬Æ±ÆÈ?

2.3.80. � ªÆ¬ ²Æ Ä n « ¬¯. �ªÆ«¼ª¨ Ä ² ª¨µ ±¯®±®¡Æ¢ ®±¢Æ²«¥¿ ªÆ¬-

 ²¨, ª®«¨ £®°¿²¼ «¨¸¥ k « ¬¯? �ªÆ«¼ª¨ Ä °Æ§¨µ ±¯®±®¡Æ¢ ®±¢Æ²«¥¿

ªÆ¬ ²¨?

2.3.81. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  °®§¤Æ«¨²¨ n ®¤¨ ª®¢¨µ ¯®¤ °³ªÆ¢

±¥°¥¤ m ¤Æ²¥©? �ªÆ«¼ª¨ Æ±³Ä ² ª¨µ ±¯®±®¡Æ¢, §  ¿ª¨µ ª®¦  ¤¨²¨ 

®²°¨¬ Ä µ®· ®¤¨ ¯®¤ °³®ª?
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2.3.82. �ªÆ«¼ª¨ Æ±³Ä n-§ ·¨µ ·¨±¥«, ³ ¿ª¨µ ¶¨´°¨ °®§¬Æ¹¥Æ ³ ¥-

±¯ ¤®¬³ ¯®°¿¤ª³? �ªÆ«¼ª¨ ±¥°¥¤ ¨µ Ä ² ª¨µ, ¢ ¿ª¨µ ª®¦  ¶¨´° 

²° ¯«¿Ä²¼±¿ µ®· ° §?

2.3.83. � ª« ±Æ ¢¨¢· ¾²¼ 2n ¯°¥¤¬¥²Æ¢. �±Æ ¢· ²¼±¿   4 Æ 5. �®¦Æ ¤¢ 

³·Æ ¥ ¢· ²¼±¿ ®¤ ª®¢®. Ǳ°® ¦®¤®£® § ¨µ ¥ ¬®¦  ±ª § ²¨, ¹®

¢Æ  ¢· Ä²¼±¿ ª° ¹¥ ¢Æ¤ Æ¸¨µ. �®¢¥±²¨, ¹® ªÆ«¼ªÆ±²¼ ³·Æ¢ ³ ª« ±Æ ¥

¯¥°¥¢¨¹³Ä Cn
2n :

2.3.84. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  °®§¬Æ±²¨²¨ 10 ¡Æ«¨µ, 20 ·®°¨µ Æ 15

±¨Æµ ª³«¼ ³ 5 °Æ§¨µ ¿¹¨ªÆ¢? �ªÆ«¼ª¨ Ä ² ª¨µ ±¯®±®¡Æ¢, ¿ª¹® ³ ¤°³£®¬³

¿¹¨ª³ ¯®¬Æ¹ Ä¬® 3 ¡Æ«¨µ, 5 ·®°¨µ Æ 7 ±¨Æµ ª³«¼?

2.3.85. �  ª°³£«¨¬ ±²®«®¬ ±¨¤¿²¼ n «¨¶ °Æ¢. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦-

  ¢¨¡° ²¨ k «¨¶ °Æ¢ ² ª, ¹®¡ ¤® Èµ¼®È £°³¯¨ ¥ ¯®²° ¯¨«® ¤¢  ±³±Æ¤¨?

2.3.86. Ã 2n ¯°¥¤¬¥²Æ¢. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  °®§¡¨²¨ ¶Æ ¯°¥¤-

¬¥²¨   ¯ °¨, ¿ª¹® ¥ °®§°Æ§¿²¨ ¯®°¿¤®ª ¯ ° Æ ¯®°¿¤®ª ¥«¥¬¥²Æ¢ ³

¯ ° µ?

2.3.87. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  ¢¨¡° ²¨ 7 ®¤ ª®¢¨µ  ¡® °Æ§¨µ ²Æ±-

²¥·®ª ³ ª ¢'¿°Æ, ¤¥ Ä 15 °Æ§¨µ ±®°²Æ¢ ²Æ±²¥·®ª?

2.3.88. �ªÆ«¼ª¨ ¶Æ«¨µ ¥¢Æ¤'Ä¬¨µ °®§¢'¿§ªÆ¢ ¬ Ä ¥°Æ¢Æ±²¼ x1 + x2 +

: : :+ xm � n ?
2.3.89. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  °®§¤ ²¨ 18 °Æ§¨µ ¯°¥¤¬¥²Æ¢ 5 ®±®-

¡ ¬ ² ª, ¹®¡ 4 ®¤¥°¦ «¨ ¯® 4 ¯°¥¤¬¥²¨,   ¯'¿²¨© | 2 ¯°¥¤¬¥²¨?

2.3.90. �®§¢'¿§ ²¨ ¯®¯¥°¥¤¾ § ¤ ·³ §  ³¬®¢¨, ¹® ²°®Ä ®²°¨¬³¾²¼ ¯®

4 ¯°¥¤¬¥²¨,   ¤¢®Ä ¯® 2 ¯°¥¤¬¥²¨.

2.3.91. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  °®§¤ ²¨ 52 ª °²¨ ·®²¨°¼®¬ £° ¢-

¶¿¬ ² ª, ¹®¡ ª®¦¨© ®²°¨¬ ¢ ¯® 3 ª °²¨ ²°¼®µ ¬ ±²¥© Æ 4 ª °²¨ ·¥²-

¢¥°²®È ¬ ±²Æ?

2.3.92. � Ä¬® ¯® 2n ¯°¥¤¬¥²Æ¢ ·®²¨°¼®µ ±®°²Æ¢. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨

Èµ ¬®¦  °®§¤Æ«¨²¨   ¤¢Æ £°³¯¨ ¯® 4n ¯°¥¤¬¥²Æ¢?
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2.3.93. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  °®§¤Æ«¨²¨ ¯® n ¯°¥¤¬¥²Æ¢ ²°¼®µ

±®°²Æ¢ ¬Æ¦ ²°¼®¬  «¾¤¼¬¨ ² ª, ¹®¡ ª®¦¨© ®¤¥°¦ ¢ ¯® n ¯°¥¤¬¥²Æ¢?

2.3.94. Ã 10 ¯®¤°³¦Æµ ¯ °. �®¨ °®§¡¨¢ ¾²¼±¿   5 £°³¯ ¯® 4 ®±Æ¡ ¤«¿

¯°®£³«¿ª¨   ·®¢ µ. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  °®§¡¨²¨ Èµ ² ª, ¹®¡

³ ª®¦®¬³ ·®¢Æ ¡³«® 2 ·®«®¢ÆªÆ¢ Æ 2 ¦Æ®ª? � ±ªÆ«¼ª®µ ¢¨¯ ¤ª µ ·®«®¢Æª

¥ ¡³¤¥ ¢ ®¤®¬³ ·®¢Æ §Æ ±¢®Ä¾ ¤°³¦¨®¾? � ±ªÆ«¼ª®µ ¢¨¯ ¤ª µ § ¤ Æ

¤¢®Ä ·®«®¢ÆªÆ¢ ¥ ¡³¤³²¼ ¢ ®¤®¬³ ·®¢Æ §Æ ±¢®È¬¨ ¤°³¦¨ ¬¨?

2.3.95. �¥µ © X = fx1; x2; : : : ; xmg ; Y = fy1; y2; : : : ; yng ;
Ai =

�
' : X ! Y; '

�1 (yi) = ;
	
; (i = 1; 2; : : : ; n) :

1) �®¢¥±²¨, ¹® jAij = (n � 1)m ; jAi \Aj j = (n� 2)m :

2) �¡·¨±«¨²¨ j[ni=1Aij :
2.3.96. Ǳ® ª®«³ ¡Æ¦ ²¼ n «¾¤¥©. �ªÆ«¼ª®¬  ±¯®±®¡ ¬¨ ¬®¦  ¯®¬Æ¿²¨

Èµ ¬Æ±¶¿¬¨ ² ª, ¹®¡ ¯®¯¥°¥¤³ ª®¦®£® ¡³«  Æ¸  «¾¤¨  Æ¦ ° Æ¸¥?

2.3.97. �¥¿ª  ª®¬Æ±Æ¿ §¡¨° « ±¿ 40 ° §Æ¢. �®¦¨© ° § ³ § ±Æ¤ ¿µ ¡° -

«® ³· ±²¼ ¯® 10 ·«¥Æ¢, ¯°¨·®¬³ ¡³¤¼-¿ªÆ ¤¢  ·«¥¨ ¥ ¡³«¨ ° §®¬  

§ ±Æ¤ Æ ¡Æ«¼¸¥ Æ¦ ®¤¨ ° §. �®¢¥¤Æ²¼, ¹® ªÆ«¼ªÆ±²¼ ·«¥Æ¢ ª®¬Æ±ÆÈ

¡Æ«¼¸  Æ¦ 60.

2.3.98. �®¢¥±²¨, ¹® § 25 ®±Æ¡ ¥ ¬®¦  ±ª« ±²¨ ¡Æ«¼¸¥ Æ¦ 30 ª®¬Æ±Æ©

¯® 5 ®±Æ¡ ³ ª®¦Æ© ² ª, ¹®¡ ª®¦Æ ¤¢Æ ª®¬Æ±ÆÈ ¥ ¬ «¨ ¡Æ«¼¸¥ ®¤®£®

±¯Æ«¼®£® ·«¥ .

2.3.99. �  ª®¦Æ© § ¯« ¥² ¤¥¿ª®È ±¨±²¥¬¨ Ä  ±²°®®¬, ¿ª¨© ±¯®±²¥°Æ-

£ Ä §   ©¡«¨¦·®¾ ¯« ¥²®¾. �Æ¤±² Æ ¬Æ¦ ¯« ¥² ¬¨ ¯®¯ °® °Æ§Æ.

�®¢¥±²¨ ² ª¥: ª®«¨ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¯« ¥² ¥¯ ° , ²® §  ¤¥¿ª®¾ ¯« ¥²®¾

Æµ²® ¥ ±¯®±²¥°Æ£ Ä.

2.3.100. �®¢¥±²¨, ¹® ¢ ®¯³ª«¨© ¬®£®ª³²¨ª ¯«®¹Æ S Æ ¯¥°¨¬¥²°  P

¬®¦  ¯®¬Æ±²¨²¨ ª°³£ ° ¤Æ³±  S=P:

2.3.101. �®¦  § 9 ¯°¿¬¨µ °®§¡¨¢ Ä ª¢ ¤° ²   ¤¢  ·®²¨°¨ª³²¨ª¨,

¯«®¹Æ ¿ª¨µ ¢Æ¤®±¿²¼±¿ ¿ª 2/3. �®¢¥±²¨, ¹® ¯°¨ ©¬Æ ²°¨ § ¶¨µ 9

¯°¿¬¨µ ¯°®µ®¤¿²¼ ·¥°¥§ ®¤³ ²®·ª³.

2.3.102. �ª³  ©¬¥¸³ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ·¨±¥« ²°¥¡  ¢¨ª°¥±«¨²¨ § ±³ª³¯®±²Æ

·¨±¥« 1; 2; 3; : : : ; 2002 ² ª, ¹®¡ ª®¦¥ § ·¨±¥«, ¿ªÆ § «¨¸ ²¼±¿, ¥ ¤®°Æ¢-

¾¢ «® ¤®¡³²ª³ ¤¢®µ Æ¸¨µ?

2.3.103. �°  À�®°±¼ª¨© ¡Æ©Á ¢Æ¤¡³¢ Ä²¼±¿ ¢ ª¢ ¤° ²Æ 7   7 ª«Æ²¨. �ª³

 ©¬¥¸³ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¯®±²°Æ«Æ¢ ¯®²°Æ¡® §°®¡¨²¨, ¹®¡  ¯¥¢® ¯®° ¨²¨

·®²¨°¨¯ «³¡¨© ª®° ¡¥«¼, ¿ª¹® ¢Æ¤®¬®, ¹® ¢Æ ¬ Ä ¢¨£«¿¤:  ) 2222;
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¡) ±ª« ¤ Ä²¼±¿ § ·®²¨°¼®µ ª«Æ²¨®ª, ¿ªÆ ¯°¨¬¨ª ¾²¼ ®¤  ¤® ®¤®È ±²®-

°® ¬¨.

2.3.104. �ª³  ©¬¥¸³ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ª³²¨ªÆ¢ 2
2
2 ²°¥¡  °®§¬Æ±²¨²¨ ³ ª¢ ¤-

° ²Æ 8� 8 ª«Æ²¨, ¹®¡ ³ ¼®£® ¥ ¬®¦  ¡³«® ¯®¬Æ±²¨²¨ ¡¥§  ª« ¤ ¿

¡Æ«¼¸¥ ² ª®È ´Æ£³°¨?

2.3.105. � ª¢ ¤° ²Æ § 1987� 1987 ª«Æ²¨ ¢¨°Æ§   ®¤  ¤®¢Æ«¼  ª«Æ²¨-

 . �®¢¥±²¨, ¹® · ±²¨³, ¿ª  § «¨¸¨« ±¿, § ¢¦¤¨ ¬®¦  °®§°Æ§ ²¨  

²°¨ª«Æ²¨Æ Àª³²¨ª¨Á
2
2
2
.

2.3.106. �®¢¥¤Æ²¼, ¹® (2,3,5) ²  (3,5,7) Ä¤¨Æ ²°Æ©ª¨ ¯®±«Æ¤®¢¨µ ¯°®±-

²¨µ ·¨±¥«.

2.3.107. �®¢¥¤Æ²¼, ¹® ¤«¿ ª®¦®£® ¯°®±²®£® ·¨±«  ° ³ ¯®±«Æ¤®¢®±²Æ

1; 2; 22; 23; : : : § ©¤³²¼±¿ ¤¢  ·¨±« , °Æ§¨¶¿ ¿ª¨µ ¤Æ«¨²¼±¿   °.

2.3.108. �ªÆ«¼ª¨ °Æ§¨µ ¯ ° ¯Æ¤¬®¦¨, ¿ªÆ ¥ ¯¥°¥²¨ ¾²¼±¿, ¬ Ä ¬®-

¦¨ , ¹® ±ª« ¤ Ä²¼±¿ § n ¥«¥¬¥²Æ¢?

2.3.109. �«¿ ª®¦®£® n 2 N § ©²¨ k ² ª¥, ¹® ¢ ¬®¦¨Æ § n ¥«¥¬¥²Æ¢

Æ±³Ä k °Æ§¨µ ¯Æ¤¬®¦¨, ¿ªÆ ¯®¯ °® ¥ ¯¥°¥²¨ ¾²¼±¿.

2.3.110. �  ¯«®¹¨Æ Ä ¥±ªÆ·¥  ¬®¦¨  ²®·®ª. �Æ¤±² ¼ ¬Æ¦ ¡³¤¼-

¿ª¨¬¨ ¤¢®¬  § ¨µ Ä ¶Æ«¨¬ ·¨±«®¬. �®¢¥±²¨, ¹® ¢±Æ ²®·ª¨ «¥¦ ²¼  

®¤Æ© ¯°¿¬Æ©.

2.3.111. �®¢¥±²¨, ¹® Æ±³Ä ¥±ªÆ·¥  ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¯°®±²¨µ ·¨±¥«, ³ ¿ª¨µ

²°¨ ®±² Æ ¶¨´°¨ ®¤ ª®¢Æ.

2.3.112. � ª¢ ¤° ²Æ, ±²®°®  ¿ª®£® ¤®°Æ¢¾Ä 1, ¢§¿²® 51 ²®·ª³. �®-

¢¥±²¨, ¹® ¤¥¿ªÆ ²°¨ § ¶¨µ ²®·®ª ®¡®¢'¿§ª®¢® ¬Æ±²¿²¼±¿ ¢±¥°¥¤¨Æ ª°³£ 

° ¤Æ³±  1/7.

2.3.113. �®¢¥¤Æ²¼, ¹® ±¥°¥¤ ¡³¤¼ ¿ª¨µ 39 ¯®±«Æ¤®¢¨µ  ²³° «¼¨µ ·¨-

±¥« ®¡®¢'¿§ª®¢® § ©¤¥²¼±¿ ² ª¥, ¢ ¿ª®£® ±³¬  ¶¨´° ¤Æ«¨²¼±¿   11.

2.3.114. � ¯°¿¬®ª³²¨ª §Æ ±²®°® ¬¨ 20 Æ 25 ª¨¤ ¾²¼ 120 ª¢ ¤° ²Æ¢ §Æ

±²®°®®¾ 1. �®¢¥¤Æ²¼, ¹® ¢ ¯°¿¬®ª³²¨ª ¬®¦  ¯®¬Æ±²¨²¨ ª°³£ ¤Æ ¬¥-

²°  1, ¿ª¨© ¥ ¯¥°¥²¨ Ä²¼±¿ § ¦®¤¨¬ ª¢ ¤° ²®¬.

2.3.115. � ¤ ® ¯° ¢¨«¼¨© ±®°®ª ¯'¿²¨ª³²¨ª. �¨ ¬®¦  °®§±² ¢¨²¨

³ ©®£® ¢¥°¸¨ µ ¶¨´°¨ 0; 1; : : : ; 9 ² ª, ¹®¡ ¤«¿ ª®¦®È ¯ °¨ °Æ§¨µ ¶¨´°

§ ©¸« ±¿ ±²®°® , ªÆ¶Æ ¿ª®È § ³¬¥°®¢ Æ ¶¨¬¨ ¶¨´° ¬¨?



�¯° ¢¨ ¤® �®§¤Æ«³ 3

3.1. �³«¼®¢Æ ´³ª¶ÆÈ

3.1.1. �¨ Æ±³Ä ¡³«¼®¢   «£¥¡°  § ¸¥±²¨ ¥«¥¬¥²Æ¢? �Æ¤¯®¢Æ¤¼ ¯®¿±Æ²¼.

3.1.2. �¥µ © ¤«¿ § ¤ ®£®  ²³° «¼®£® ·¨±«  n � 1 Dn ¡³¤¥ ¬®¦¨®¾

¤Æ«¼¨ªÆ¢ ·¨±«  n. �¨§ ·¨¬® ®¯¥° ¶ÆÈ [; �;�   ¬®¦¨Æ Dn ² ª: a [
b =���(a; b), a � b =���(a; b) Æ �a = n=a.

 ) �®¦¨  D6 = f1; 2; 3; 6g § ¢¨§ ·¥¨¬¨ ¢¨¹¥ ®¯¥° ¶Æ¿¬¨ Ä ¡³«¼®-

¢®¾  «£¥¡°®¾. �ªÆ ¥«¥¬¥²¨ Ä ³«¥¬ Æ ®¤¨¨¶¥¾?

¡) � ©¤Æ²¼ ¬®¦¨³ S ² ª³, ¹®¡  «£¥¡°¨ D6 Æ 2
S ¡³«¨ Æ§®¬®°´¨¬¨

²  § ¯¨¸Æ²¼ Æ§®¬®°´Æ§¬ ¬Æ¦ ¨¬¨.

¢) Ǳ®ª ¦Æ²¼, ¹® ¬®¦¨¨ D4 Æ D8 § ¢¢¥¤¥¨¬¨ ®¯¥° ¶Æ¿¬¨ ¥ Ä ¡³«¼®-

¢¨¬¨  «£¥¡° ¬¨.

3.1.3. Ǳ®¡³¤³¢ ²¨ ² ¡«¨¶Æ Æ±²¨®±²Æ ¤«¿ ² ª¨µ ´®°¬³«. �¢¥±²¨ ¶Æ ´®°-

¬³«¨ ¤® ¤¨§'¾ª²¨¢®È ®°¬ «¼®È ´®°¬¨ ²  ¤® ª®'¾ª²¨¢®È ®°¬ «¼-

®È ´®°¬¨:

 ) (P ! Q)_ (P �! (Q ^ P ));
¡) :(X ^ Y ) ^ (Z �! X);

¢) :(X ^ :Z) �! Z ^X _ :Y ^ :Z;
£) :(X �! Z) _ :Y ^ (X _ Y );
¤) (((A �! B) �! (C �! :A)) �! (:B �! :C));
¥) (((((A �! B) �! :A) �! :B) �! :C) �! C);

Ä) ((A �! (B �! C)) �! ((A �! :C) �! (A �! :B)));
¦) (A ^B) _ (A ^ :B) _ (C ^B)(:a ^ (B ^ C));

230
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§) :((A �! B) ^ (B �! :A)):

3.1.4. � ©¤Æ²¼ ���� Æ ���� ¤«¿ ² ª¨µ ¡³«¼®¢¨µ ´³ª¶Æ©:

 ) f(x1; x2; x3) =

(
1; ¿ª¹® x1 + x2 + x3 � 1

0; Æ ª¸¥;

¡) f(x1; x2; x3) =

(
1; ¿ª¹® x1 = x3

0; Æ ª¸¥;

¢) f(x1; x2; x3) =

(
1; ¿ª¹® x1 + x2 + x3 � 2

0; Æ ª¸¥;

£) f(x1; x2; x3) =

(
1; ¿ª¹® x1 6= x3

0; Æ ª¸¥;

¤) f(x1; x2; x3) =

(
1; ¿ª¹® x1 = x2 = x3

0; Æ ª¸¥;

¥) f(x1; x2; x3) = x1 + x2 � x3 mod 2;

Ä) f(x1; x2; x3) = x2 � (x1 + x3) mod 2;

¦) f(x1; x2; x3) = x1 + x2 + x3 mod 2:

3.1.5. �ªÆ § ¶¨µ ´®°¬³« Ä ² ¢²®«®£Æ¿¬¨?

 ) (B  ! C) �! (D ! A) �! (B _D �! (A _ C));
¡) A ^ C _B ^D �! (B _ C) ^ (A _D);
¢) (A �! C) �! (D �! A) �! (B _D  ! A _ C);
£) ((P �! R) �! ((Q �! R) �! ((P _Q) �! R)));

¤) ((P �! Q) �! ((P �! (Q �! R))) �! (P �! R));

¥) ((P �! Q) �! ((Q �! R) �! (P �! R)));

Ä) ((:Q �! :P ) �! ((:Q �! P ) �! Q));

¦) (A �! B) �! ((A_ C) �! (C _ B)):
3.1.6. �¯°®±²Æ²¼ ² ªÆ ¢¨° §¨:

 ) :(B ^ C)^ :(A ^ :B ^ C) ^ :(:A ^ :B ^ C);
¡) :(A _B _ C _D)_ :(A _B _D)_ :(A _ C);
¢) :�:(A _ : _ C) ^ (B _ :D)�;
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3.1.7. �®¢¥±²¨ ¯®¢®²³ ±¨±²¥¬ ´³ª¶Æ©:

a) f^;_;�g; ¡) f�;^g; ¢) f�;_g;

£) f�;!g, ¤¥ a! b = a _ b; ¤) f j g, ¤¥ ajb = x ^ b;

¥) f # g, ¤¥ a # b = a _ b; Ä) f0;!g, ¤¥ 0(a) = 0 8a;

¦) f0; 1; [ ; ; ]g, ¤¥ 0(a) = 0 8a; 1(a) = 1 8a; [a; b; c] = (b^ a)_ (�b^ c);

§) f�;_; 0g, ¤¥ a � b = (a! b)^ (b! a).

3.1.8. �®¢¥±²¨, ¹® ² ªÆ ±¨±²¥¬¨ ´³ª¶Æ© ¥¯®¢Æ:

 ) f�g; ¡) f^;!g; ¢) f!g; £) f_;!g; ¤) f^g; ¥) f_g; Ä) f^;_g;

¦) f�;+g, ¤¥ a+ b =

(
1; ¿ª¹® a 6= b;

0; ¿ª¹® a = b:

; a; b 2 f0; 1g; §) f�g.

3.1.9. �¨±²¥¬  ´³ª¶Æ© S  §¨¢ Ä²¼±¿ ¥§ «¥¦®¾, ¿ª¹® ¦®¤  ´³ª-

¶Æ¿ f 2 S ¥ ¬®¦¥ ¡³²¨ ¯®¤   ¿ª ±³¯¥°¯®§¨¶Æ¿ ´³ª¶Æ© § S nf . �®¢¥±²¨,
¹® ² ªÆ ±¨±²¥¬¨ ´³ª¶Æ© ¥§ «¥¦Æ:

 ) f�;�g; ¡) f�;+g; ¢) f�;+g;

£) f_;�g; ¤) f!;�g; ¥) f0;_;�g.
3.1.10. � ¯¨¸Æ²¼ «®£Æ·® ¥ª¢Æ¢ «¥²³ ´®°¬³«³ § 2 §¢'¿§ª ¬¨:

 ) (:(B _ C) �! B ^ C ^D) _ (:B ^D);
¡) (A ^B) _ (A ^ :C) _ (:A �! B) _ A _ (B ^ :C);
¢) (A _ (B �! C))^ (A _ B _ C)^ (A _ C _D);
£) (:A ^B ^ C ^ A ^ :B ^ C)_ (A ^B ^B ^ C);

3.1.11. �«¿ ² ª¨µ ´³ª¶Æ© ±ª« ¤Æ²¼ °¥«¥©®-ª®² ª²Æ ±µ¥¬¨ ²  ±¯°®±-

²Æ²¼ Èµ:

 ) (x �! y)^ (y �! z);

¡) ((x �! y) ^ (y �! z)) �! (x �! z);

¢) (x �! y) �! (:x ^ (y _ z));
£) (x �! (y �! z)) �! (y �! :x):

3.1.12. �¯°®±²Æ²¼ ² ªÆ °¥«¥©®-ª®² ª²Æ ±µ¥¬¨:
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3.2. �ªÆ·¥Æ  ¢²®¬ ²¨

3.2.1. �®§£«¿¥¬®  ¢²®¬ ² M = [A; S; �; Z; �], ¢ ¿ª®£® A = f0; 1g;
Z = f0; 1g, S = f1; 2; 3; 4; 5g.

M � �

0 1 0 1

1 1 2 0 1

2 1 3 0 1

3 5 1 0 1

4 4 2 0 1

5 4 3 1 1

1. � ©¤Æ²¼  ¢²®¬ ² M § ¬ÆÆ¬ «¼®¾ ªÆ«¼ªÆ±²¾ ±² Æ¢, ¿ª¨© ¯°¨ ¢±Æµ
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¢µÆ¤¨µ ¤ ¨µ ¤®¢¦¨¨ 2 ¤ Ä ²Æ ¦ ± ¬Æ ¢¨µ®¤¨, ¹® ©  ¢²®¬ ² M .

2. �¨ ¥ª¢Æ¢ «¥²¨© ¶¥©  ¢²®¬ ² M  ¢²®¬ ²³ M?

3.2.2. Ǳ®¡³¤³©²¥ ¬ÆÆ¬ «¼¨©  ¢²®¬ ² M ¤«¿  ¢²®¬ ²  M .

M � �

a b a b

1 1 6 0 0

2 1 4 0 0

3 2 5 1 0

4 5 8 1 1

5 1 3 1 0

6 8 5 1 1

7 6 3 1 1

8 2 5 1 0

3.2.3. �¯¨¸Æ²¼ ¬ ¸¨³ �¼¾°Æ£ , ¿ª  ¤®¤ Ä ²°¨  ²³° «¼¨µ ·¨±« .

3.2.4. Ǳ®¡³¤³©²¥ ¬ ¸¨³ �¼¾°Æ£ , ¿ª  ¯° ¢¨«¼® ®¡·¨±«¾Ä ² ªÆ ´³-

ª¶ÆÈ:  ) f(x) = x+ 1; ¡) o(x) = 0; ¢) f(x) =
�
x
2

�
.

3.3. �«£®°¨²¬¨ ²  ±ª« ¤Æ±²¼ ®¡·¨±«¥¼

3.3.1. �«¿ ª®¦®È ´³ª¶ÆÈ f(n) 1){10) ¢¨¡¥°Æ²¼  ©ª° ¹³ ®¶Æª³ § ² ª®-

£® ±¯¨±ª³:
 ) f(n) = O(lnn); ¡) f(n) = O(ln2 n); ¢) f(n) = O(ln3 n);

£) f(n) = O(n); ¤) f(n) = O(n2); ¥) f(n) = O(n3);

Ä) f(n) = O(2n); ¦) f(n) = O(n!); §) f(n) = O(nn);

1. C3
n:

2. 10 ln3 n+ 15n2:

3. �Æ«¼ªÆ±²¼ ¬®®¬Æ¢ ¢¨£«¿¤³ xaybzc, ¤«¿ ¿ª¨µ a+ b+ c � n:
4. �Æ«¼ªÆ±²¼ ¯®«Æ®¬Æ¢ ³ ªÆ«¼¶Æ Z2[x], ±²¥¯Æ¼ ¿ª¨µ ¥ ¯¥°¥¢¨¹³Ä n.

5. �Æ«¼ªÆ±²¼ ¯®«Æ®¬Æ¢ ³ ªÆ«¼¶Æ Zn[x], ±²¥¯Æ¼ ¿ª¨µ ¥ ¯¥°¥¢¨¹³Ä n�1.
6. �¡'Ä¬ ¯ ¬'¿²Æ ª®¬¯'¾²¥°  ¯®²°Æ¡®È ¤«¿ §¡¥°Æ£ ¿ ·¨±«  n.
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7. �¡'Ä¬ ¯ ¬'¿²Æ ª®¬¯'¾²¥°  ¯®²°Æ¡®È ¤«¿ §¡¥°Æ£ ¿ ·¨±«  n2.

8. �³¬  ¯¥°¸¨µ n ¶Æ«¨µ ¤®¤ ²¨µ ·¨±¥«.

9. �³¬  ª¢ ¤° ²Æ¢ ¯¥°¸¨µ n ¶Æ«¨µ ¤®¤ ²¨µ ·¨±¥«.

10. �Æ«¼ªÆ±²¼ ¡Æ²Æ¢ ³ ±³¬Æ ª¢ ¤° ²Æ¢ ¯¥°¸¨µ n ¶Æ«¨µ ¤®¤ ²¨µ ·¨±¥«.

3.3.2. � ©²¨ · ±, ¯®²°Æ¡¨© ¤«¿ § ¯¨±³ k-¡Æ²®¢®£® ·¨±«  n ³ ¤¥±¿²ª®¢Æ©

(¸Æ±² ¤¶¿²ª®¢Æ©) ±¨±²¥¬Æ ·¨±«¥¿.

3.3.3. �¶Æ¨²¨ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¡Æ²®¢¨µ ®¯¥° ¶Æ© ¯®²°Æ¡¨µ ¤«¿ ®¡·¨±«¥¿ n!.

3.3.4. � ©²¨ ´³ª¶Æ¾ g(n), ¿ª   ±¨¬¯²®²¨·® ¤®°Æ¢¾Ä ¤®¢¦¨Æ n-£®

·¨±«  �Æ¡® ··Æ.

3.3.5. � ©²¨ ´³ª¶Æ¾ f(n), ¿ª   ±¨¬¯²®²¨·® ¤®°Æ¢¾Ä ¤®¢¦¨Æ n!.

3.3.6. � ²¥°¬Æ µ O-¢¥«¨ª®£® ®¶Æ¨²¨ ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¡Æ²®¢¨µ ®¯¥° ¶Æ© ¯®²°Æ¡-

¨µ ¤«¿ ®¡·¨±«¥¿ 3n.

3.3.7. �¶Æ¨²¨ ±ª« ¤Æ±²¼ § ¤ ·Æ ®¡·¨±«¥¿ ¤®¡³²ª³ 2 � 2 ¶Æ«®·¨±¥«¼-

¨µ ¬ ²°¨¶¼. � ©²¨  «£®°¨²¬, ¿ª¨© ¢¨ª®°¨±²®¢³Ä ¬¥¸¥ 8 ¶Æ«®·¨±¥«¼-

¨µ ¬®¦¥¼.

3.3.8. �¥µ © m Æ n |  ²³° «¼Æ ·¨±«  ¤®¢¦¨¨ ¢Æ¤¯®¢Æ¤® k Æ l ¡Æ²Æ¢.

� ©²¨ ®¶Æª³ ¢¨£«¿¤³ O(g(k; l)) ªÆ«¼ª®±²Æ ¡Æ²®¢¨µ ®¯¥° ¶Æ© ¯®²°Æ¡¨µ

¤«¿ ®¡·¨±«¥¿ m3
n
4. �³ª¶Æ¿ g(k; l) ¬ Ä ¡³²¨ ¿ª ¬®¦  ¯°®±²Æ¸®¾.

3.3.9. �¥µ © n ¤®°Æ¢¾Ä ªÆ«¼ª®±²Æ ª®¬ °Æ¢ ³ � °¯ ² µ. �®§¬Æ±²¨²¨ ² ªÆ

·¨±«  ¢ §°®±² ¾·®¬³ ¯®°¿¤ª³:

 ) · ± ¯®²°Æ¡¨© ¤«¿ § µ®¤¦¥¿ § ·¥¿ ¯®«Æ®¬  ¯'¿²®£® ±²¥¯¥¿

§ 20-¡Æ²®¢¨¬¨ ª®¥´Æ¶ÆÄ² ¬¨ ¢ ²®·¶Æ n;

¡) · ± ¯®²°Æ¡¨© ¤«¿ § ¯¨±³¢ ¿ ·¨±«  n ³ ¸Æ±² ¤¶¿²ª®¢Æ© ±¨±²¥¬Æ

·¨±«¥¿;

¢) · ± ¯®²°Æ¡¨© ¤«¿ § µ®¤¦¥¿ «¨¸ª³ m! §  ¬®¤³«¥¬ p, ¤¥ m Ä

·¨±«® ¤®¢¦¨¨ ¯®°¿¤ª³ lnn,   p| ¯°®±²¥ ·¨±«® ¤®¢¦¨¨ ¯®°¿¤ª³

2 lnn;

£) · ± ¯®²°Æ¡¨© ¤«¿ ®¡·¨±«¥¿ «¨¸ª³ bn §  ¬®¤³«¥¬ m, ¤¥ b Æ m Ä

·¨±« ¬¨ ¯°¨¡«¨§® ²ÆÄÈ ± ¬®È ¤®¢¦¨¨ ¹® © n.

3.3.10. �®§¬Æ±²¨²¨ § ¤ ·Æ  {£ ³ ¯®°¿¤ª³ §°®±² ¿ ¤®¢¦¨¨ ÈµÆµ ¢µÆ¤-

¨µ ¤ ¨µ:
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 ) ¤®¡³²®ª 20 ¶Æ«¨µ ·¨±¥«, ¯®°¿¤®ª ¿ª¨µ 10100;

¡) § ¤ ·  ª®¬Æ¢®¿¦¥°  § 20 ¬Æ±² ¬¨, ¯°¨·®¬³ ¢Æ¤±² Æ ¬Æ¦ ¬Æ±² ¬¨

¶Æ«Æ ·¨±«  § ¯°®¬Æ¦ª³ [1; 100];

¢) § ¤ ·  § µ®¤¦¥¿ ª®°¥Æ¢ ª¢ ¤° ²®£® °Æ¢¿¿, ª®¥´Æ¶ÆÄ²¨

¿ª®£® Ä ¶Æ«¨¬¨ ·¨±« ¬¨ ¤®¢¦¨¨ ¯®°¿¤ª³ 50;

£) § ¤ ·  § µ®¤¦¥¿ ¢±Æµ ¯°®±²¨µ ¤Æ«¼¨ªÆ¢ ¶Æ«®£® ·¨±« , ¤®¢¦¨ 

¿ª®£® Ä ¯®°¿¤ª³ 40.

3.3.11. Ǳ®¿±¨²¨, ¿ª ¬®¦  ¢¨ª®°¨±² ²¨ § ¤ ·³ °®§¯Æ§ ¢ ¿ ª®¬Æ¢®-

¿¦¥°  ¤«¿ °®§¢'¿§ ¿ § ¤ ·Æ ¯®¸³ª³ ª®¬Æ¢®¿¦¥° .

3.3.12. Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® �1 Ä ² ª®¾ § ¤ ·¥¾.

������: ¤¢  ¶Æ«¨µ ·¨±« .

��Ǳ������: ·¨ Ä ¢®¨ °Æ¢¨¬¨?

�¥µ © �2 Ä ² ª®¾ § ¤ ·¥¾.

������: ¤¢  °Æ¢¿¿ ax + by = 0 Æ cx+ dy = 0, ¤¥ a; b; c; d 2Z;
��Ǳ������: ·¨ ¬ ¾²¼ ¶Æ °Æ¢¿¿ ±¯Æ«¼¨© °®§¢'¿§®ª, ª°Æ¬ (0; 0)?

Ǳ®ª § ²¨, ¹® �2 §¢®¤¨²¼±¿ ¤® �1, ¯®¡³¤³¢ ¢¸¨ §¢Æ¤Æ±²¼ Æ¤¨¢Æ¤³ «¼®È

§ ¤ ·Æ § �2 ¤® Æ¤¨¢Æ¤³ «¼®È § ¤ ·Æ § �1.

3.3.13. �¥µ © �1 Ä ² ª®¾ § ¤ ·¥¾.

������: ¤¢  ¢¥ª²®°¨ ¢ ¯°®±²®°Æ;

��Ǳ������: ·¨ Ä ¢®¨ ª®«Æ¥ °¨¬¨?

�¥µ © § ¤ ·  �2 Ä ² ª®¾.

������: ¤¢Æ ¯ °¨ ¥ª®«Æ¥ °¨µ ¢¥ª²®°Æ¢ ³ ¯°®±²®°Æ;

��Ǳ������: ·¨ §¡Æ£ ¾²¼±¿ ¯«®¹¨¨ ¶¨µ ¢¥ª²®°Æ¢?

Ǳ®ª § ²¨, ¹® �2 §¢®¤¨²¼±¿ ¤® �1, ¯®¡³¤³¢ ¢¸¨ §¢Æ¤Æ±²¼ Æ¤¨¢Æ¤³ «¼®È

§ ¤ ·Æ § �2 ¤® Æ¤¨¢Æ¤³ «¼®È § ¤ ·Æ § �1.

3.3.14. �¥µ © f1(x; y); f2(x; y); g1(x; y); g2(xy); g3(x; y) 2 F3[x; y] | ¯®«Æ-

®¬¨ ¢Æ¤ ¤¢®µ §¬Æ¨µ, ±²¥¯Æ¼ ¿ª¨µ ¥ ¯¥°¥¢¨¹³Ä 2. � ©²¨ ©¬®¢Æ°Æ±²¼

²®£®, ¹® f1 � f2 = g1 � g2 � g3.
3.3.15. �¨ ¯° ¢¨«¼¥ ² ª¥ ²¢¥°¤¦¥¿: ¿ª¹® ¤¥¿ª  NP-¯®¢  § ¤ · 

¬ Ä ¥ª±¯®¥¶Æ©¨©  «£®°¨²¬, ²® ¡³¤¼-¿ª  § ¤ ·  § ª« ±³ NP ¬ Ä ¥ª±-

¯®¥¶Æ©¨©  «£®°¨²¬. �Æ¤¯®¢Æ¤¼ ¯®¿±¨²¨.
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4.1. �° ´¨

4.1.1. �®¢¥±²¨, ¹® £° ´¨   °¨±.1 ¥Æ§®¬®°´Æ,   £° ´¨   °¨±.2 (¹®

¬ ¾²¼ ¯® 7 ¢¥°¸¨ ¯® ¯¥°¨¬¥²°³) Æ§®¬®°´Æ.

�¨±.1

s

s

s

s

ss

s

s

s

ss

s

ss

s

s

s

�¨±.2

4.1.2. Ǳ¥°¥ª® ©²¥±¿, ¹® ² ªÆ ®¡'Äª²¨ ¬®¦  °®§£«¿¤ ²¨ ¿ª £° ´¨ (®°Æ-

Ä²®¢ Æ £° ´¨):

237
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 ) ¢¥°¸¨¨ ²  °¥¡°  ¬®£®£° ¨ª ;

¡) ¯«  « ¡Æ°¨²³;

¢) ¤°³¦Æ ¢Æ¤®±¨¨ ¬Æ¦ «¾¤¼¬¨, ¿ªÆ § ¯°®¸¥Æ   ¢¥·Æ°ª³;

£) ±² ¤ÆÈ £°¨ ¢ µ°¥±²¨ª¨-³«¨ª¨;

¤) ´³²¡®«¼¨© ²³°Æ°;

¥) ¤Æ«¼¨ª¨ § ¤ ®£®  ²³° «¼®£® ·¨±« ;

Ä) ª° È¨   ª °²Æ.

4.1.3. �¨¢¥±²¨ ´®°¬³«³, ¿ª  ¢¨° ¦ Ä ªÆ«¼ªÆ±²¼ °¥¡¥° £° ´  ·¥°¥§ ±²¥-

¯¥Æ ©®£® ¢¥°¸¨.

4.1.4. �®¢¥±²¨, ¸® ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¢¥°¸¨ ¥¯ °®£® ±²¥¯¥¿ ¡³¤¼-¿ª®£® £° -

´  Ä ¯ °¨¬ ·¨±«®¬.

4.1.5. �®¢¥±²¨, ¹® ªÆ«¼ªÆ±²¼ °¥¡¥° ®¤®°Æ¤®£® £° ´  ±²¥¯¥¿ r, ¿ª¨©

¬ Ä n ¢¥°¸¨, ¤®°Æ¢¾Ä nr=2.

4.1.6. �«¿ ²®£® ¹®¡ ³ §¢'¿§®¬³ £° ´Æ Æ±³¢ ¢ « ¶¾£ ab, ¿ª¨© ¬Æ±²¨²¼

¢±Æ °¥¡°  «¨¸¥ ®¤¨ ° §, ¥®¡µÆ¤® Æ ¤®±² ²¼®, ¹®¡ a Æ b ¡³«¨ Ä¤¨¨¬¨

¢¥°¸¨ ¬¨ ¥¯ °®£® ±²¥¯¥¿ ¶¼®£® £° ´ .

4.1.7. Ǳ®ª § ²¨, ¹® £° ´¨ §®¡° ¦¥Æ   °¨±³ª³ ¥ Æ§®¬®°´Æ.

s

s s

ss

s s

s

s

s

s

s

4.1.8. �° ´  §¨¢ ¾²¼ £ ¬Æ«¼²®®¢¨¬, ¿ª¹® ¢ ¼®¬³ Æ±³Ä ¯°®±²¨©

¶¨ª«, ¿ª¨© ¬Æ±²¨²¼ ª®¦³ ¢¥°¸¨³ ¶¼®£® £° ´ . �®¡° §¨²¨ ¤¥ªÆ«¼ª 

£ ¬Æ«¼²®®¢¨µ £° ´Æ¢.

4.1.9. �§ £ «¼¥¿ ²¥®°¥¬¨ �©«¥° . � ª®¦®¬³ §¢'¿§®¬³ £° ´Æ § 2k

¢¥°¸¨ ¬¨ ¥¯ °®£® ±²¥¯¥¿ Æ±³Ä  ¡Æ° k ¶¨ª«Æ¢, ¿ªÆ ¢ ±³ª³¯®±²Æ

¬Æ±²¿²¼ ¢±Æ °¥¡°  £° ´  «¨¸¥ ®¤¨ ° §.

4.1.10. �®°£®¢¥¶¼, ¿ª¨© ¦¨¢¥ ³ ¬Æ±²Æ A1; §¡¨° Ä²¼±¿ ¢Æ¤¢Æ¤ ²¨ ¬Æ±² 

A2; A3; A4. �Æ¤±² ¼ ¬Æ¦ ¬Æ±² ¬¨ ² ªÆ: A1A2 = 120; A1A3 = 140; A1A4 =

180; A2A3 = 70; A2A4 = 100; A3A4 = 110. � ©²¨  ©ª®°®²¸¨© ¶¨ª«Æ·-

¨© ¹«¿µ § A1, ¿ª¨© ¯°®µ®¤¨²¼ ·¥°¥§ ²°¨ Æ¸Æ ¬Æ±² .
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4.1.11. �ªÆ«¼ª¨ µ®¤Æ¢ ª®¥¬ ¬®¦  §°®¡¨²¨   ¸ µ®¢Æ© ¤®¸¶Æ?

4.1.12. �ªÆ«¼ª¨ µ®¤Æ¢ ª®°®«¥¬ ¬®¦  §°®¡¨²¨   ¸ µ®¢Æ© ¤®¸¶Æ?

4.1.13. �®¢¥±²¨, ¹® £° ´, ¿ª¨© ¢Æ¤¯®¢Æ¤ Ä µ®¤ ¬ ª®¿   ¸ µ®¢Æ© ¤®¸¶Æ,

¥ Ä ®©«¥°®¢¨¬.

4.1.14. �ªÆ«¼ª¨ Æ±³Ä ¯°®±²¨µ ®°ÆÄ²®¢ ¨µ £° ´Æ¢, ¿ªÆ ¬ ¾²¼ 5 ¢¥°-

¸¨?

4.1.15. Ǳ®¡³¤³¢ ²¨ £° ´, ¿ª¨© ¢Æ¤¯®¢Æ¤ Ä · ±²ª®¢® ¢¯®°¿¤ª®¢ Æ© ¬®-

¦¨Æ ¯Æ¤¬®¦¨ ¬®¦¨¨ § 3 ¥«¥¬¥²Æ¢.

4.1.16. �®¢¥±²¨, ¹® ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¢¥°¸¨ ¥¯ °®£® ±²¥¯¥¿ ¡³¤¼-¿ª®£® £° -

´  Ä ¯ °¨¬ ·¨±«®¬.

4.1.17. �®¢¥±²¨, ¹® ¥ Æ±³Ä £° ´ , ¿ª¨© ¬ Ä 24 ¢¥°¸¨¨, § ¨µ 11 ¢¥°-

¸¨ ±²¥¯¥¿ 7, 10 ¢¥°¸¨ ±²¥¯¥¿ 5 Æ 3 ¢¥°¸¨¨ ±²¥¯¥¿ 3.

4.1.18. �¥µ © £° ´ Gn ¬ Ä n ¢¥°¸¨, ¿ªÆ § ³¬¥°®¢ Æ  ²³° «¼¨¬¨

·¨±« ¬¨ 1; 2; : : : ; n: � £° ´Æ Gn i-  ²  j-  ¢¥°¸¨¨ §'Ä¤ Æ °¥¡°®¬, ¿ª¹®

���(i; j) = 1. � ¯¨± ²¨ ¬ ²°¨¶Æ �Æ°ª£®´ , ±³¬Æ¦®±²Æ ²  Æ¶¨¤¥²®-

±²Æ £° ´Æ¢ G4; G5; G6. �¨ Ä £° ´ Gn §¢'¿§¨¬?

4.1.19. �¨ª«Æ·¨¬ ¯®°¿¤ª®¬ §¢'¿§®£® £° ´   §¨¢ ¾²¼  ©¬¥¸¥ ·¨±-

«® ©®£® °¥¡¥°, ¿ªÆ ¯®²°Æ¡® ¢¨«³·¨²¨, ¹®¡ ®¤¥°¦ ²¨ ¤¥°¥¢®. �®¢¥±²¨

² ª¥: ª®«¨ £° ´ ¬ Ä l °¥¡¥° Æ n ¢¥°¸¨, ²® ©®£® ¶¨ª«Æ·¨© ¯®°¿¤®ª

¤®°Æ¢¾Ä l � n + 1.

4.1.20. �®¢¥¤Æ²¼, ¹® § ²®·Æ±²¾ ¤® Æ§®¬®°´Æ§¬³ Æ±³Ä 4 ¯°®±²¨µ £° ´ 

§ 3 ¢¥°¸¨ ¬¨, 11 | § 4 ¢¥°¸¨ ¬¨ Æ 34 § 5 ¢¥°¸¨ ¬¨.

4.1.21. �¯¨± ²¨ ¬ ²°¨¶Æ ±³¬Æ¦®±²Æ, �Æ°ª£®´  ²  Æ¶¨¤¥²®±²Æ ¯®¢¨µ

£° ´Æ¢ Æ ¤¢®¤®«¼¨µ £° ´Æ¢. �® ¬®¦  ±ª § ²¨ ¯°® ¶Æ ¬ ²°¨¶Æ ¯°®±²®£®

£° ´  ²  ©®£® ¤®¯®¢¥¿?

4.1.22. �®¢¥±²¨, ¹® °¥¡¥°¨© £° ´ ¯®¢®£® £° ´  Kn § n ¢¥°¸¨ ¬¨

¬ Ä n(n� 1)=2 ¢¥°¸¨ Æ Ä °¥£³«¿°¨¬ ±²¥¯¥¿ 2n� 4. �¤¥°¦ ²¨   «®-

£Æ·Æ °¥§³«¼² ²¨ ¤«¿ £° ´Æ¢ Km;n:

4.1.23. �®¢¥±²¨, ¹® ¢ ¯°®±²®¬³ £° ´Æ, ¿ª¨© ¬ Ä ¯°¨ ©¬Æ ¤¢Æ ¢¥°¸¨¨,

§ ©¤³²¼±¿ ¤¢Æ ¢¥°¸¨¨ § ®¤ ª®¢¨¬¨ ±²¥¯¥¿¬¨.

4.1.24. �¥¡¥°¨¬ £° ´®¬ ¯°®±²®£® £° ´  G  §¨¢ ¾²¼ £° ´ L(G), ¢¥°-

¸¨¨ ¿ª®£® ®¤®§ ·® §Æ±² ¢«¥Æ °¥¡° ¬ £° ´  G,   ¤¢Æ ¢¥°¸¨¨ ¢ L(G)

±³¬Æ¦Æ ²®¤Æ © «¨¸¥ ²®¤Æ, ª®«¨ ¢Æ¤¯®¢Æ¤Æ °¥¡°  ¬ ¾²¼ ±¯Æ«¼³ ¢¥°¸¨³
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¢ G. Ǳ®ª § ²¨, ¹® °¥¡¥°Æ £° ´¨ £° ´Æ¢   °¨±³ª³ Æ§®¬®°´Æ. � ©-

¤Æ²¼ ¢¨° § ¤«¿ ·¨±«  °¥¡¥° £° ´  L(G) ·¥°¥§ ±²¥¯¥Æ ¢¥°¸¨ £° ´  G.

s s

s

qs

s

s s

  ¡

4.1.25. �®¡° §¨²¨ ¢±Æ ª³¡Æ·Æ (°¥£³«¿°Æ ±²¥¯¥¿ 3) £° ´¨ § ¥ ¡Æ«¼¸¥

Æ¦ 8 ¢¥°¸¨ ¬¨.

4.1.26. � ¢¥¤Æ²¼ ¯°¨ª« ¤¨ (¿ª¹® ¶¥ ¬®¦«¨¢®):

 ) ¤¢®¤®«¼®£® £° ´  , ¹® Ä °¥£³«¿°¨¬;

¡) ª³¡Æ·®£® £° ´  § 9 ¢¥°¸¨ ¬¨;

¢) ¯°®±²®£® £° ´  § n ¢¥°¸¨ ¬¨ Æ (n� 1)(n� 2)=2 °¥¡° ¬¨;

£) ¯°®±²®£® £° ´ , Æ§®¬®°´®£® ±¢®Ä¬³ °¥¡¥°®¬³ £° ´³;

¤) ¯°®±²®£® £° ´ , ¤®¯®¢¥¿ ¿ª®£® Æ§®¬®°´¥ °¥¡¥°®¬³ £° ´³;

¥) ·®²¨°¼®µ §¢'¿§¨µ £° ´Æ¢, ¿ªÆ Ä °¥£³«¿°¨¬¨ ±²¥¯¥¿ 4.

4.1.27. �®¢¥±²¨, ¹® ¯°®±²¨© £° ´ Æ§®¬®°´¨© ±¢®Ä¬³ °¥¡¥°®¬³ £° ´³

²®¤Æ Æ ²Æ«¼ª¨ ²®¤Æ, ª®«¨ ¢Æ Ä °¥£³«¿°¨¬ ±²¥¯¥¿ 2.

4.1.28. Ǳ°®±²¨© £° ´, Æ§®¬®°´¨© ±¢®Ä¬³ ¤®¯®¢¥¾ (¤®¯®¢¥¿ G

£° ´  G ¬ Ä ²Æ ± ¬Æ ¢¥°¸¨¨, Æ ¢¥°¸¨¨ ¢ G ±³¬Æ¦Æ ²®¤Æ Æ ²Æ«¼ª¨ ²®¤Æ,

ª®«¨ ¢®¨ ¥ ±³¬Æ¦Æ ¢ G)  §¨¢ ¾²¼±¿ ± ¬®¤®¯®¢¾¢ «¼¨¬. �®¢¥±²¨,

¹® ªÆ«¼ªÆ±²¼ ¢¥°¸¨ ± ¬®¤®¯®¢¾¢ «¼®£® £° ´  ¤®°Æ¢¾Ä 4k  ¡® 4k+1.

� ©²¨ ± ¬®¤®¯®¢¾¢ «¼Æ £° ´¨ § 4 Æ 5 ¢¥°¸¨ ¬¨.

4.1.29. �®¢¥±²¨, ¹® ±¥°¥¤ 6 ®±Æ¡ § ¢¦¤¨ § ©¤³²¼±¿ ²°®Ä ² ª¨µ, ¿ªÆ

§ ¾²¼ ®¤¨ ®¤®£®  ¡® ¦®¤¥ § ¨µ ¥ § Ä ¤¢®µ Æ¸¨µ.

4.1.30. �®¢¥±²¨, ¹® °¥¡¥°¨© £° ´ ¯°®±²®£® ®©«¥°®¢®£® £° ´  Ä ®©-

«¥°®¢¨¬. �ª¹® ¢Æ¤®¬®, ¹® °¥¡¥°¨© £° ´ ¯°®±²®£® £° ´  G Ä ®©«¥°®-

¢¨¬, ²® ·¨ ¬®¦  §¢Æ¤±¨ ¢¨¢¥±²¨, ¹® ± ¬ £° ´ G Ä ®©«¥°®¢¨¬?

4.1.31. �®¢¥±²¨ ² ª¥: ª®«¨ £° ´ G §¢'¿§¨© Æ ¬ Ä k > 0 ¢¥°¸¨ ¥¯ °-

®£® ±²¥¯¥¿, ²® ¬ÆÆ¬ «¼  ªÆ«¼ªÆ±²¼ « ¶¾£Æ¢, ¿ªÆ ¥ ¬ ¾²¼ ±¯Æ«¼¨µ

°¥¡¥° Æ ®¡'Ä¤ ¿ ¿ª¨µ ¬Æ±²¨²¼ ª®¦¥ °¥¡°® £° ´  G, ¤®°Æ¢¾Ä k=2; ¿ª
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· ±²ª®¢¨© ¢¨¯ ¤®ª ¢¨¢¥±²¨, ¹® £° ´ Ä  ¯Æ¢®©«¥°®¢¨¬ (¥ ®¡®¢'¿§ª®¢®

§ ¬ª¥¨¬ « ¶¾£®¬) ²®¤Æ Æ ²Æ«¼ª¨ ²®¤Æ, ª®«¨ ¢ ¼®¬³ ¥ ¡Æ«¼¸¥ ¤¢®µ

¢¥°¸¨ ¬ ¾²¼ ¥¯ °¨© ±²¥¯Æ¼.

4.1.32. �®¢¥±²¨, ¹® ¢ §¢'¿§®¬³ £° ´Æ ¤¢  ¯°®±²¨µ « ¶¾£¨ ¬ ª±¨¬ «¼-

®È ¤®¢¦¨¨ ¬ ¾²¼ ±¯Æ«¼³ ¢¥°¸¨³.

4.1.33. �®§£«¿¥¬® ±ªÆ·¥¨© §¢'¿§¨© £° ´ G = (V;E)   ¯«®¹¨Æ

(V | ¬®¦¨  ¢¥°¸¨ £° ´  G, E | ¬®¦¨  ©®£® °¥¡¥°, jV j = n;

jEj = m). Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® °¥¡°  ¶¼®£® £° ´  ¥ ¯¥°¥²¨ ¾²¼±¿ ¯®§ 

¢¥°¸¨ ¬¨. �®¢¥±²¨, ¹® ®¡¬¥¦¥  £° ´®¬ G ®¡« ±²¼ ±ª« ¤ Ä²¼±¿ §

m� n + 1 ¬®£®ª³²¨ªÆ¢.

4.1.34. �§ £ «¼¥¿ ²¥®°¥¬¨ �©«¥° . �¥µ © G ¯«®±ª¨© £° ´ § n ¢¥°-

¸¨ ¬¨, m °¥¡° ¬¨, f £° ¿¬¨ Æ k ª®¬¯®¥² ¬¨ §¢'¿§®±²Æ. �®¢¥±²¨,

¹® n + f = m+ k + 1.

4.1.35. �¥µ © G §¢'¿§¨© ¯«®±ª¨© £° ´ § n � 3 ¢¥°¸¨ ¬¨ Æ m °¥¡° ¬¨.

�®¢¥±²¨, ¹® m � 3n� 6.

4.1.36. �®¢¥±²¨, ¹® ³ ª®¦®¬³ ¯«®±ª®¬³ £° ´Æ Æ±³Ä ¢¥°¸¨ , ±²¥¯Æ¼

¿ª®È ¥ ¡Æ«¼¸¨© Æ¦ 5.

4.1.37. �®¢¥±²¨, ¹® £° ´¨ K5 Æ K3;3 ¥ ¯«®±ªÆ.

4.1.38. �®¢¥±²¨, ¹® ¥ Æ±³Ä £° ´ , ±²¥¯¥Æ ¢±Æµ ¢¥°¸¨ ¿ª®£® °Æ§Æ.

4.1.39. �®¦¨© § ·®²¨°¼®µ ±³±Æ¤Æ¢ §'Ä¤ ¢ ±¢Æ© ¡³¤¨®ª § ²°¼®¬  Æ¸¨¬¨

§  ¤®¯®¬®£®¾ ±²¥¦®ª, ¿ªÆ ¥ ¯¥°¥²¨ ¾²¼±¿. �®¢¥±²¨, ¹® ¯'¿²¨© ±³±Æ¤

¥ §¬®¦¥ ² ª §'Ä¤ ²¨ ±¢Æ© ¡³¤¨®ª § ·®²¨°¬  Æ¸¨¬¨. �®¢¥±²¨, ¹® §

²°¼®¬  ¡³¤¨ª ¬¨ ©®£® ¡³¤¨®ª §'Ä¤ ²¨ ¬®¦ .

4.1.40. �Æ±®¬  §¨¢ ¾²¼ £° ´, ¿ª¨© ¥ ¬Æ±²¨²¼ ¶¨ª«Æ¢. �¢'¿§¨© «Æ±

 §¨¢ ¾²¼ ¤¥°¥¢®¬. �®¢¥±²¨, ¹® ¤¥°¥¢® § n� 1 °¥¡°®¬ ¬ Ä n ¢¥°¸¨.

4.1.41. �®¢¥±²¨, ¹® §¢'¿§¨© £° ´ § n ¢¥°¸¨ ¬¨ Æ n � 1 °¥¡°®¬ Ä ¤¥-

°¥¢®¬.

4.1.42. �¥µ © G «Æ± § n ¢¥°¸¨ ¬¨ Æ k ¤¥°¥¢ ¬¨. �®¢¥±²¨, ¹® G ¬ Ä

n� k °¥¡¥°.
4.1.43. �®¢¥±²¨, ¹® Æ±³Ä 512 ®°ÆÄ²®¢ ¨µ £° ´Æ¢ § ²°¼®¬  ¢¥°¸¨ ¬¨.

�ªÆ«¼ª¨ Æ±³Ä ®°ÆÄ²®¢ ¨µ £° ´Æ¢ § n ¢¥°¸¨ ¬¨?

4.1.44. �«£®°¨²¬ �«¥°Æ. �¥µ © G ®©«¥°®¢¨© £° ´. �®¤Æ  ±²³¯  ¯°®-

¶¥¤³°  § ¢¦¤¨ ¬®¦«¨¢  Æ ¯°¨§¢®¤¨²¼ ¤® ®©«¥°®¢®£® « ¶¾£  £° ´  G.
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�¨µ®¤¨¬® § ¤®¢Æ«¼®È ¢¥°¸¨¨ Æ °³µ Ä¬®±¼ ¯® °¥¡° µ £° ´  §£Æ¤® § ² -

ª¨¬¨ ¯° ¢¨« ¬¨:  ) ±²¨° Ä¬® °¥¡°  ¯® ¬Æ°Æ Èµ ¯°®µ®¤¦¥¿,   ² ª®¦

±²¨° Ä¬® Æ§®«¼®¢ Æ ¢¥°¸¨¨, ¿ªÆ ¯°¨ ¶¼®¬³ ³²¢®°¾¾²¼±¿; ¡)   ª®¦-

®¬³ ª°®¶Æ ©¤¥¬® ¬®±²®¬ «¨¸¥ ²®¤Æ, ª®«¨ ¥¬ Ä Æ¸¨µ ¬®¦«¨¢®±²¥©.

(�¥¡°® §¢'¿§®£® £° ´  Ä ¬®±²®¬, ¿ª¹® ¯Æ±«¿ ©®£® ¢¨«³·¥¿ £° ´ ±² Ä

¥§¢'¿§¨¬.)

�  ¤®¯®¬®£®¾  «£®°¨²¬³ �«¥°Æ § ©²¨ ®©«¥°®¢¨© « ¶¾£ ³ £° ´Æ  

°¨±³ª³

t

s s ss

s ss

4.1.45. �«¿ ¿ª¨µ ·¨±¥« m Æ n £° ´¨ Kn ²  Km;n Ä ®©«¥°®¢¨¬¨? �¨ ±¥°¥¤

¯« ²®®¢¨µ £° ´Æ¢ (£° ´Æ¢, ¢Æ¤¯®¢Æ¤¨µ ¯° ¢¨«¼¨¬ ¬®£®£° ¨ª ¬:

²¥²° ¥¤°, ª³¡, ®ª² ¥¤°, ¤®¤¥ª ¥¤°, Æª®± ¥¤°) Ä ®©«¥°®¢Æ? �ª¹® ² ª, ²®

§ ©¤Æ²¼ ³ ¨µ ®©«¥°®¢Æ « ¶¾£¨.

4.1.46. �®¢¥±²¨, ¹® ª®¦¥ ¤¥°¥¢® Ä ¤¢®¤®«¼¨¬ £° ´®¬. �ªÆ ¤¥°¥¢  Ä

¯®¢¨¬¨ ¤¢®¤®«¼¨¬¨ £° ´ ¬¨?

4.1.47. �«£®°¨²¬ �° ±ª «  ¤«¿ § µ®¤¦¥¿ ¢ §¢'¿§®¬³ §¢ ¦¥®¬³

£° ´Æ (G;w) ª °ª ±  ¬ÆÆ¬ «¼®È ¢ £¨ 1. �³¤³Ä¬® £° ´ T1, ¿ª¨© ±ª« ¤ -

Ä²¼±¿ § °¥¡°   ©¬¥¸®È ¢ £¨ £° ´  (G;w) ²  ¢Æ¤¯®¢Æ¤¨µ ¶¼®¬³ °¥¡°³

¢¥°¸¨. 2. �ª¹® £° ´ Ti ¢¦¥ ¯®¡³¤®¢ ¨© Æ i � n+ 1, ²® ¡³¤³Ä¬® £° ´

Ti+1, ¤®«³· ¾·¨ ¤® £° ´  Ti °¥¡°® £° ´  G, ¿ª¥ ¬ Ä  ©¬¥¸³ ¢ £³

±¥°¥¤ °¥¡¥°, ¹® ¥ ¢µ®¤¿²¼ ¢ Ti, ¿ª¥ ¥ ³²¢®°¾Ä ¶¨ª«Æ¢ § °¥¡° ¬¨ § Ti.

�®¢¥±²¨, ¹® ¶¿ ¯®¡³¤®¢  § ¢¦¤¨ ¬®¦«¨¢  Æ ¤ Ä ª °ª ±  ©¬¥¸®È ¢ £¨.

4.1.48. � ©¤Æ²¼ ª °ª ±Æ ¤¥°¥¢  ³ £° ´ µ K5; K3;3?

4.1.49. � ±²®±®¢³¾·¨  «£®°¨²¬ �° ±ª « , § ©²¨ ª °ª ±¥ ¤¥°¥¢®  ©-

¬¥¸®È ¢ £¨ ¤«¿ £° ´ 

s s

s s

s

4

5

1

3

6

7

6
2
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4.2. �®¤¨

4.2.1. �®¢¥±²¨, ¹® ¯®«Æ®¬¨ x2 + x+ 1 ²  x3 + x+ 1 ¥§¢Æ¤Æ  ¤ ¯®«¥¬

F2 Æ ¹® ´ ª²®°ªÆ«¼¶¿ F2[x]=(x
2 + x + 1) ²  F2[x]=(x

3 + x + 1) Ä ¯®«¿¬¨,

¢Æ¤¯®¢Æ¤® § 4 ²  8 ¥«¥¬¥²Æ¢.

4.2.2. �®¢¥±²¨, ¹® ¯®«Æ®¬¨ x2 + 1 ²  x2 + x+ 4 ¥§¢Æ¤Æ  ¤ ¯®«¥¬ F11
Æ ¹® ´ ª²®°ªÆ«¼¶¿ F11[x]=(x

2 + 1) ²  F11 [x]=(x
2 + x + 4) Ä Æ§®¬®°´¨¬¨

¯®«¿¬¨ § 121 ¥«¥¬¥² .

4.2.3. �®¢¥±²¨, ¹® ±³¬  ¢±Æµ ¥«¥¬¥²Æ¢ ±ªÆ·¥®£® ¯®«¿ (ª°Æ¬ ¯®«¿ F2)

¤®°Æ¢¾Ä ³«¾.

4.2.4. �¥µ © a; b 2 F2n ; n = 2k + 1. �®¢¥±²¨, ¹® § a2 + ab + b
2 = 0

¢¨¯«¨¢ Ä a = b = 0.

4.2.5. �¥µ © � 2 Fq ; n 2 N. �®¢¥±²¨, ¹® ¯®«Æ®¬ x
qn � x + n� ¤Æ«¨²¼±¿

  xq � x� � ¢ ªÆ«¼¶Æ Fq [x].

4.2.6. � ©²¨ ¢±Æ  ¢²®¬®°´Æ§¬¨ ±ªÆ·¥®£® ¯®«¿ § q ¥«¥¬¥²Æ¢.

4.2.7. � ©²¨ ¯°¨¬Æ²¨¢Æ ¥«¥¬¥²¨ ¯®«Æ¢ F7; F17; F8 ²  F9.

4.2.8. � ©²¨ ¯°¨¬Æ²¨¢¨© ¥«¥¬¥² ¯®«¿ F25. � ¯¨± ²¨ ¢±Æ ¥«¥¬¥²¨ ¯®-

«¿ F25 ³ ¢¨£«¿¤Æ «ÆÆ©¨µ ª®¬¡Æ ¶Æ© ¡ §®¢¨µ ¥«¥¬¥²Æ¢. �®¦¨© ¥«¥¬¥²

� 2 F25; � 6= 0 ¯®¤ ²¨ ³ ¢¨£«¿¤Æ ±²¥¯¥¿ ¯°¨¬Æ²¨¢®£® ¥«¥¬¥² .

4.2.9. �«¿ p = 2; 3; 5; 7; 11; 13; 17 § ©¤Æ²¼  ©¬¥¸¥  ²³° «¼¥ ·¨±«®,

¹® ¯®°®¤¦³Ä £°³¯³ F�p Æ ¢¨§ ·²¥ ±ªÆ«¼ª¨ ±¥°¥¤ ·¨±¥« 1; 2; 3; : : :p � 1 Ä

²¢Æ°¨µ ¥«¥¬¥²Æ¢.

4.2.10. �«¿ ª®¦®£® §  ±²³¯¨µ ¯®«Æ¢ Fq ; q = p
f § ©¤Æ²¼ ¥§¢Æ¤¨© ¯®-

«Æ®¬  ¤ ¯°®±²¨¬ ¯Æ¤¯®«¥¬ Fp , ª®°Æ¼ � ¿ª®£® Ä ¯°¨¬Æ²¨¢¨¬ Æ ¢±Æ ±²¥¯¥-

Æ � § ¯¨¸Æ²¼ ¿ª ¯®«Æ®¬¨ ¢Æ¤ � ±²¥¯¥¿ ¬¥¸®£® f :

( ) F4 ; (¡) F8 ; (¢) F27:

4.2.11. �®¢¥¤Æ²¼ ² ª¥: ¿ª¹® b | ²¢Æ°¨© ¥«¥¬¥² F�
pf

Æ d j f , ²®
b
(pf�1)=(pd�1) Ä ²¢Æ°¨¬ ¥«¥¬¥²®¬ F�

pd
.

4.2.12. �®¢¥¤Æ²¼, ¹® ªÆ«¼ªÆ±²¼ ª®°¥Æ¢ § ®¤¨¨¶Æ ±²¥¯¥¿ k ¢ Fpf ¤®°Æ¢-

¾Ä ���(k; pf � 1):

4.2.13. �®¢¥¤Æ²¼ ² ª¥: ¿ª¹® a 2 Fq Æ ar = 1, ²® a
d = 1, ¤¥ d =

���(r; q{1):
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4.2.14. �¥µ © m(x) = x
2 + 1; § ©¤Æ²¼ ¯°¨¬Æ²¨¢¨© ¥«¥¬¥² � ¯®«¿

F3[x]=(m(x)). � ©¤Æ²¼ ² ª®¦ ¬ÆÆ¬ «¼¨© ¯®«Æ®¬ ¥«¥¬¥²  � ¢ F3[x].

4.2.15. �ªÆ«¼ª¨ ª®°¥Æ¢ 15 ±²¥¯¥¿ § ®¤¨¨¶Æ Ä ¢ ¯®«Æ § 73 ¥«¥¬¥²Æ¢.

4.2.16. �®¢¥¤Æ²¼, ¹® ³ ¢¥ª²®°®¬³ ¯°®±²®°Æ  ¤ F2 ¢Æ¤±² ¼ �¥¬¬Æ£ 

| ¶¥ ¬¥²°¨ª ,   ¢ £  �¥¬¬Æ£  | ®°¬ .

4.2.17. Ǳ®ª ¦Æ²¼, ¿ª¹® ª®¤®¢  ¢Æ¤±² ¼ � r + t + 1, ²® ¶¥© ª®¤ ¬®¦¥

¢¨¯° ¢«¿²¨ � r ¯®¬¨«®ª Æ ¢¨¿¢«¿²¨ r + t ¯®¬¨«®ª.

4.2.18. Ǳ®¡³¤³©²¥ ª®¤, ¿ª¨© ±ª« ¤ Ä²¼±¿ § ¢®±¼¬¨ ±«Æ¢ ¤®¢¦¨¨ 7 ² ª¨©,

¹® ¢Æ¤±² ¼ ¬Æ¦ ¡³¤¼-¿ª¨¬¨ °Æ§¨¬¨ ª®¤®¢¨¬¨ ±«®¢ ¬¨ ¥ ¬¥¸  4.

4.2.19. Ǳ®¡³¤³¢ ²¨ ª®¤¨ �¥¬¬Æ£  § m = 2 ²  § m = 4.

4.2.20. �¥µ © H | ¬ ²°¨¶¿, ±²®¢¯·¨ª¨ ¿ª®È Ä ¤¢Æ©ª®¢¨¬¨ § ¯¨± ¬¨ ·¨-

±¥« ¢Æ¤ 1 ¤® m. �®¢¥±²¨, ¸® «ÆÆ©¨© ª®¤ § ª®²°®«¼®¾ ¬ ²°¨¶¥¾ H

¢¨¯° ¢«¿Ä ®¤³ ¯®¬¨«ª³. �¯¨± ²¨ ¯° ¢¨«® ¢¨¯° ¢«¥¿.

4.2.21. � ©²¨ ¢±Æ ª®¤®¢Æ ±«®¢ , ¢¨§ ·¨²¨ ª®¤®¢³ ¢Æ¤±² ¼ Æ § ©²¨ ª®-

²°®«¼³ ¬ ²°¨¶¾ ¡Æ °®£® «ÆÆ©®£® (5; 3) ª®¤³ § ¬ ²°¨¶¥¾

G =

0@ 0 1 0 0 1

0 0 1 0 1

1 0 0 1 1

1A
:

4.2.22. �®¢¥±²¨, ¹® «ÆÆ©¨© ª®¤ C ¬®¦¥ ¢¨¯° ¢«¿²¨ s  ¡® ¬¥¸³ ªÆ«¼-

ªÆ±²¼ ¯®¬¨«®ª ²®¤Æ © «¨¸¥ ²®¤Æ, ª®«¨ ©®£® ª®¤®¢  ¢Æ¤±² ¼ d � s+ 1.

4.2.23. �¥µ © H | ª®²°®«¼  ¬ ²°¨¶¿ ¤¥¿ª®£® «ÆÆ©®£® ª®¤³. �®¢¥±-

²¨, ¹® ª®¤®¢  ¢Æ¤±² ¼ ¶¼®£® ª®¤³ ¤®°Æ¢¾Ä d ²®¤Æ © «¨¸¥ ²®¤Æ, ª®«¨

ª®¦Æ d � 1 ±²®¢¯·¨ª¨ ¬ ²°¨¶Æ H «ÆÆ©® ¥§ «¥¦Æ ²  Æ±³Ä d «ÆÆ©®

§ «¥¦¨µ ±²®¢¯·¨ªÆ¢.

4.2.24. �®¢¥±²¨ ² ª¥: ª®«¨ «ÆÆ©¨© (n; k)-ª®¤ ¬ Ä ª®¤®¢³ ¢Æ¤±² ¼ d, ²®

n� k + 1 � d.
4.2.25. �¥µ © G1 ¯®°®¤¦³¾·  ¬ ²°¨¶¿ «ÆÆ©®£® (n1; k)-ª®¤³ § ª®¤®-

¢®¾ ¢Æ¤±² ¾ d1,   G2 ¯®°®¤¦³¾·  ¬ ²°¨¶¿ «ÆÆ©®£® (n2; k)-ª®¤³ §

ª®¤®¢®¾ ¢Æ¤±² ¾ d2. �®¢¥±²¨, ¹® «ÆÆ©Æ ª®¤¨ § ¯®°®¤¦³¾·¨¬¨ ¬ ²-

°¨¶¿¬¨

�
G1 0

0 G2

�
²  (G1 G2) Ä (n1+n2; 2k)-ª®¤®¬ ²  (n1+n2; k)-ª®¤®¬

§ ª®¤®¢¨¬¨ ¢Æ¤±² ¿¬¨ minfd1; d2g ²  d � d1 + d2 ¢Æ¤¯®¢Æ¤®.



4.3. ����� 245

4.2.26. �¥µ © C «ÆÆ©¨© (n; k) ª®¤  ¤ ¯®«¥¬ Fq. �®¤Æ ¢Æ¤¯®¢Æ¤¨© ¤¢®-

È±²¨© (  ¡® ®°²®£® «¼¨© ) ª®¤ C� ¢¨§ · Ä²¼±¿ ¿ª C� =
�
(u1; : : : ; un) 2

F
n
q j u1v1+ : : :+ unvn = 0 8(v1; : : : ; vn) 2 C

	
: �®¢¥±²¨, ¹® ¢¨¬Æ°Æ±²¼ C�

¤®°Æ¢¾Ä n � k.
4.2.27. �®¢¥±²¨, ¹® ¤«¿ ª®¦®£® «ÆÆ©®£® ª®¤³ C ¢¨ª®³Ä²¼±¿ °Æ¢Æ±²¼

C = (C�)�.

4.2.28. �®¢¥±²¨, ¹® ¤«¿ ¤®¢Æ«¼¨µ «ÆÆ©¨µ ª®¤Æ¢ C1; C2 ¢¨ª®³Ä²¼±¿

°Æ¢Æ±²¼ (C1 + C2)
� = C1 \ C2.

4.2.29. �¥µ © C | ¡Æ °¨© (n; 1)-ª®¤ § ¯®¢²®°¥¿¬. �®¢¥±²¨, ¹® ª®¤

C
� Ä (n; n� 1)-ª®¤®¬ § ¯¥°¥¢Æ°ª®¾   ¯ °Æ±²¼.

4.2.30. � ©²¨ ¯®°®¤¦³¾·³ ¬ ²°¨¶¾ Æ ¢±Æ ª®¤®¢Æ ±«®¢  (7; 3)-ª®¤³, ¤¢®-

È±²®£® ¤® ¡Æ °®£® ª®¤³ �¥¬¬Æ£  C3.

4.3. �¨´°¨

4.3.1. �®¢¥¤Æ²¼, ¹® ¢Æ¤®¡° ¦¥¿ ' : x ! ax + b (mod n) Æ§ Zn ¢ ±¥¡¥

Æ'Äª²¨¢¥ ²®¤Æ Æ ²Æ«¼ª¨ ²®¤Æ, ª®«¨ ���(n; a) = 1.

4.3.2. �ªÆ«¼ª¨ ¬®¤³«¿°¨µ ¸¨´°Æ¢ Æ±³Ä ¢ n-±¨¬¢®«¼®¬³  «´ ¢Æ²Æ.

4.3.3. �¨ª®°¨±² ©²¥ ±«®¢® ������� ¿ª ª«¾· ³ ¸¨´°Æ �Æ¦¥¥°  ¤«¿ ¸¨´-

°³¢ ¿ ²¥ª±²³ ������������.

4.3.4. Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® ¯¥°¥µ®¯«¥® ²°¨ ª°¨¯²®²¥ª±²¨: �������,

���Å��� Æ �������. �ª ±² «® ¢Æ¤®¬® ¯¥°¸Æ ¤¢  ¢Æ¤¯®¢Æ¤ ¾²¼ ¯®¢Æ¤®¬«¥-

¿¬ ������� Æ �����Å�. �®§¸¨´°³©²¥ ²°¥²Æ© ª°¨¯²®²¥ª±². �«¿ ¶¼®£® ¦

¸¨´°³ § ©¤Æ²¼ ª°¨¯²®²¥ª±² ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ �Å�Å���.

4.3.5. Ǳ®¡³¤³©²¥ ² ¡«¨·ª³ · ±²®² «Æ²¥° ³ª° È±¼ª®È  ¡¥²ª¨ (§  ¤¥¿ª¨¬

¤®±¨²¼ ¢¥«¨ª¨¬ ²¥ª±²®¬) ²  § ÈÈ ¤®¯®¬®£®¾ ¤¥¸¨´°³©²¥ ² ª¥ ¯®¢Æ¤®¬-

«¥¿ �����Å������������Å�, ¿ª¹® ¢Æ¤®¬®, ¹® ¢¨ª®°¨±²®¢³¢ ¢±¿ ¸¨´°

§±³¢³.

4.3.6. ǱÆ¤ª¨¤ ¾·¨ ¬®¥²³, ®¤¥°¦Æ²¼ ¢¨¯ ¤ª®¢³ ¯®±«Æ¤®¢Æ±²¼ ³«Æ¢ ² 

®¤¨¨¶¼ Æ ¢¨ª®°¨±² ©²¥ ÈÈ ¢ ª°¨¯²®±¨±²¥¬Æ ®¤®° §®¢®£® ¡«®ª®²  ¤«¿

¸¨´°³¢ ¿ ²¥ª±²³ ���.
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4.3.7. �®¢¥¤Æ²¼ ª®°¥ª²Æ±²¼ ¸¨´°³ RSA: ¿ª¹® n = pq, ¤¥ p q | °Æ§Æ

¯°®±²Æ ·¨±« ,   e Æ d ² ªÆ ¶Æ«Æ ·¨±« , ¹® ed � 1
�
mod (p� 1)(q � 1)

�
, ²®

¤«¿ ª®¦®£® ¶Æ«®£® m ¢¨ª®³Ä²¼±¿ med � m (mod n).

4.3.8. �´®°¬³©²¥ ¢Æ¤ª°¨²¨© Æ ² Ä¬¨© ª«¾·Æ ¤«¿ ±¨±²¥¬¨ RSA   ®±®¢Æ

p = 1097, q = 97, e = 11. �¨´°®¢¥ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ °®§¡¨©²¥   ¡«®ª¨ ¯® 5

¶¨´° Æ

 ) § ¸¨´°³©²¥ ¯®¢Æ¤®¬«¥¿ ����������;

¡) °®§¸¨´°³©²¥ ª°¨¯²®²¥ª±² 103765 39846.

4.3.9. Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® �«Æ± , �®¡ Æ �Æª²®° Ä  ¡®¥² ¬¨ ª®¬³Æª ¶Æ©-

®È ¬¥°¥¦Æ, ¢ ¿ªÆ© ¤«¿ § µ¨±²³ Æ´®°¬ ¶ÆÈ ¢¨ª®°¨±²®¢³Ä²¼±¿ ª°¨¯²®-

±¨±²¥¬  RSA. � ¾·¨ ¢Æ¤ª°¨²Æ ª«¾·Æ �®¡  (e1; n) Æ �Æª²®°  (e2; n) ² -

ªÆ, ¹® ���(e1; e2) = 1, �«Æ±  ¯®±¨« Ä ª®¦®¬³ § ¨µ ²¥ ¦ ± ¬¥ ¯®¢Æ-

¤®¬«¥¿ M . Ǳ®¿±¨²¨, ¿ª ¬®¦  ¢¨§ ·¨²¨ M §  ª°¨¯²®²¥ª±² ¬¨

C1 =M
e1 (mod n) ²  C2 =M

e2 (mod n).

4.3.10. �®§¤Æ«¨¢¸¨±¼   ²°¨ ¯Æ¤£°³¯¨ ¯® m ·®«®¢Æª, ¯°®°®¡Æ²¼ m ¶¨ª-

«Æ¢ ¯°®²®ª®«³ ¤®¢¥¤¥¿ ¡¥§ °®§£®«®¸¥¿. �¥µ © ¯¥°¸  £°³¯  § Ä

°®§¢'¿§ ¿ ¤¥¿ª®È ±ª« ¤®È § ¤ ·Æ Æ µ®·¥ ¯¥°¥ª® ²¨ ¢ ¶¼®¬³ ¤°³£³ £°³-

¯³. �¯Æ«ª³¢ ¿ ¢Æ¤¡³¢ Ä²¼±¿ À¢Æ¤ª°¨²¨¬ ª  «®¬ §¢'¿§ª³Á, ²®¡²® ¢Æ¤-

ª°¨²® ¤«¿ ²°¥²¼®È ±²®°®¨; § ¢¤ ¿ ¿ª®È, ¥§ ¾·¨ °®§¢'¿§ª³ § ¤ ·Æ,

²¥¦ ¯¥°¥ª® ²¨ ¤°³£³ £°³¯³ ³ ²®¬³, ¹® ¢®¨ ©®£® § ¾²¼.

1. �¥µ © ¯¥°¸  £°³¯  § Ä °®§¢'¿§ ¿ § ¤ ·Æ ¢Æ¤¸³ª ¿ £ ¬Æ«¼²®-

®¢®£® ¶¨ª«³ ³ ¤¥¿ª®¬³ £° ´Æ G ( ¯°., ¤¨¢. °¨±.).

v1

v9

v7

v2

v5

v3

v8

v3

v4
s

s

s

s s s

s

s

s

2. �®§£«¿³²¨ ¯°®²®ª®« ¤®¢¥¤¥¿ ¡¥§ °®§£®«®¸¥¿, ¹® £�°³²³Ä-
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²¼±¿   § ¤ ·Æ °®§¯Æ§ ¢ ¿ ª¢ ¤° ²¨·¨µ «¨¸ªÆ¢ §  ¤¥¿ª¨¬ ¬®¤³«¥¬,

 ¯°¨ª« ¤ n = 1000029099973.

4.3.11. �¨ ¬®¦  ¯¥¢³ ¡³«¼®¢³ ´³ª¶Æ¾ ¢¨ª®°¨±²®¢³¢ ²¨ ¿ª ¢ª®°®-

·³¾·³? �ª   ®±®¢Æ ¡³«¼®¢¨µ ´³ª¶Æ© ¯®¡³¤³¢ ²¨ µ¥¸-´³ª¶Æ¾, ¿ª 

¢ª®°®·³Ä 64 ¡Æ²®¢Æ ¡«®ª¨ ¤® 8 ¡Æ²Æ¢? �ªÆ«¼ª¨ Ä ² ª¨µ ´³ª¶Æ©?

4.3.12. �®§¤Æ«Æ²¼ ±¥ª°¥² N = 29 ¬Æ¦ ²°¼®¬  ®±®¡ ¬¨ ² ª, ¹®¡ ª®¦Æ

¤¢®Ä § ¨µ ¥ ¬®£«¨ ©®£® ¢Æ¤²¢®°¨²¨.

4.3.13. Ǳ°¨¯³±²¨¬®, ¹® ¢·¨²¥«¼ µ®·¥ ¤Æ§ ²¨±¿ ±¥°¥¤Æ© · ±, ¿ª¨© § -

²° · Ä ³·¥¼ ¯°®²¿£®¬ ²¨¦¿   ¢¨ª® ¿ ¤®¬ ¸¼®£® § ¢¤ ¿ §

¬ ²¥¬ ²¨ª¨. �¯¨¸Æ²¼ ¯°®²®ª®«, ¿ª¨© ¢¨°Æ¸³Ä ¶¥ § ¢¤ ¿, ¯°¨·®¬³

ª®¦¥ ³·¥¼ §¡¥°Æ£ Ä ±¢®Ä ·¨±«® (ªÆ«¼ªÆ±²¼ µ¢¨«¨) ¢ ² Ä¬¨¶Æ.

4.3.14. �ª   ®±®¢Æ ±¨¬¥²°¨·®È ª°¨¯²®±¨±²¥¬¨ °¥ «Æ§³¢ ²¨ ¯°®²®ª®«

Æ¤¥²¨´Æª ¶ÆÈ?
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