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          1 Порядок та основні вимоги до виконання роботи 
 
З розділу “Кінематика” студенти виконують одну розрахунко-

во-графічну або контрольну роботу задачі якої, для відповідного 
напрямку підготовки, вибирають з таблиці 1. Студенти заочної 
форми навчання вибирають варіант схеми (рисунки) за двома 
останніми цифрам залікової книжки (шифр) з таблиці 1, а дані для 
розрахунку – за останньою цифрою шифру з таблиць, що приведені 
в завданнях. Варіанти завдання для студентів денної форми 
навчання вказує викладач. 

 
Таблиця 1 

Напрями підготовки  
Вар  Шифр  

0902 0921 0922 0923 0905 
0906 
0907 

1 
2 
... 
29 
30 

01, 31, 61, 91 
02, 32, 62, 92 
.................... 
09, 39, 69, 99 
00, 30, 60, 90 

К.3, 
К.5, 
К.7, 
К.8 
К.9 

К.4, 
К.6, 
К.7, 
К.8 

К.3, 
К.5, 
К.6, 
К.7 

К.2, 
К.3, 
К.7, 
К.8 

К.1, 
К.2, 
К.3, 
К.7 

К.1, 
К.2, 
К.3, 
К.7 

 
Студенти денної форми навчання оформляють розрахунково-

графічне завдання у відповідності до діючих стандартів ЄСКД(2.105 
і 2.106 для текстових конструкторських документів та 2.104 – для 
основних надписів). 

Студенти заочної форми навчання виконують завдання в зо-
шитах. На титульній сторінці зошита вказується номер контрольної 
роботи, назва дисципліни, прізвище та ініціали студента, шифр, 
факультет, група і домашня адреса. 

Розв’язання кожної задачі потрібно починати на розвороті 
зошита (з лівої сторінки), так, щоб розрахункова схема та формули, 
складені за нею, знаходились поряд. На початку сторінки пишеться 
номер завдання, варіант і приводиться коротка умова задачі (що 
відомо та що потрібно знайти). Розрахункові схеми (рисунки) 
виконуються за допомогою креслярських приладів. Розрахунки 
необхідно супроводжувати короткими поясненнями. На кожній 
сторінці залишаються поля для зауважень рецензента. Якщо робота 
висилається на повторну перевірку (при виконанні її у другому 
зошиті) обов’язково прикладається незарахована робота. 

Після зарахування усіх задач студент повинен до іспиту 
захистити роботу. Графік захисту планується деканатом. 
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     2 Розрахунково-графічні та контрольні завдання 
 
     К.1 Кінематичне дослідження руху точки за заданими 
     рівняннями  її  руху. 

 
     За  заданими  рівняннями  руху точки   знайти  траєкторію,  швид-
кість,  прискорення  з  його  складовими  дотичним  і  нормальним 
прискоренням  та  радіус  кривини  траєкторії. 
     Побудувати  траєкторію  на  рисунку,  вказати  на  ній  положення 
точки  в  початковий  момент  руху  та  в  момент  часу  t = t1. На  ри-
сунку  траєкторії  в  момент  часу  t1  побудувати  вектори  швидко-
сті  і  прискорення  точки  в  відповідно  вибраних  масштабах . 
     Побудувати  графіки  залежностей  швидкості  від  часу  V ( t )  та 
прискорення  від  часу  a ( t ). 
     Рівняння  руху  точки  x = x( t ),  y = y( t )  та  значення  моменту  
часу  t1  знаходяться  в  таблицях  1.2а  і  1.2б ,  а  значення  коефіці-
єнтів  A , B,  C,  D,  k  та  ϕ  в  таблицях  1.1а  і  1.1б  по  відповідних  
варіантах. Розмірність  координат -  сантиметри,  часу – секунди. 
 
Таблиця 1.1а                                             Таблиця 1.1б                   

 
 

1.1 Приклад  виконання  завдання   
 
     Дано:  Точка  рухається  в  площині  згідно з  функціями від  часу 
 
                              x = 4 t –1 ,       y = 2 t 2 + 3                                  (1.1) 
     Знайти  траєкторію,  швидкість,  прискорення,  дотичне  і  норма- 
льне  прискорення  руху  точки   та   радіус  кривини  траєкторії  в 
момент  часу  t1 = 1 c.   
     Побудувати  графік  траєкторії,  вказати  інтервали  руху  на  ній, 
відмітити  початкове  положення  точки при  t=0  і  в  момент   t = t1,   
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      Таблиця 1.2а 

 
 



 7 

      Продовження таблиці 1.2а 

 
 



 8 

  Продовження таблиці 1.2а 
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зобразити  в  ці  моменти  часу  вектори  швидкості  і  прискорення  
за  їх  складовими. 
     Побудувати  графіки  залежностей  швидкості  від  часу  V ( t ),  та  
прискорення  від  часу  a ( t ) . 
 
     Розв’язання.  Знайдемо  траєкторію  руху  точки  в  аналітичному  
вигляді.  Для цього  з  заданих  рівнянь  руху  ( 1.1) вилучаємо  
параметр  t .  
 
                        t = ( x + 1 )/4,       y = ( x +1 )2/8 + 3 , 
 
або  після  спрощення: 
                                                      y =( x2 + 2 x + 25)/8,                     (1.2) 
 
що  і  є  траєкторією  руху  точки. 
     Знаходимо  швидкість  руху. 
 
                 Vx = dx/dt = 4,  
 
                 Vy = dy/dt = 4 t,                                                                  (1.3) 
 
                 V = ( Vx

2 + Vy
2 )0,5.  

 
     Знаходимо  прискорення  точки. 
 
                  ax = dVx /dt = 0 , 
 
                  ay = dVy /dt = 4 ,                                                                 (1.4) 
 
                  a  =  ( ax

2 + ay
2)0,5. 

 
     Знаходимо  дотичне,  нормальне  прискорення  та  радіус  криви- 
ни  траєкторії. 
       
             aτ = dV/dt = ( Vx ax +Vy ay ) / V , 
 
             an =  ( a2 – aτ

2)0,5,                                                                    (1.5) 
 
              ρ =  V2 / an .    
       
      За формулами  (1.1), (1.3) - (1.5)  розраховуємо  значення коорди-
нат  x  і  y, швидкості  V  їз  складовими  Vx та Vy,  прискорення  а  із 
складовими  аx ,  аy ,  аτ ,  аn  і  радіуса  кривини   ρ   при значенні  
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часу  t = 0,  t = 0,5c,  і т. д. через  кожні  півсекунди  до  t = 7с.       
Величини  Vx ,  ax , ay  і  a  від часу не  залежать і в будь-який момент 
вони  рівні:  Vx=4,  ax=0, ay=4, a = 4.   Інші результати  заносимо в 
таблицю 1.3. 
 
        Таблиця 1.3 

    t            x         y         Vy         V          аτ         аn            ρ     
   0         -1          3          0          4          0          4             4     
  0,5        1        3,5         2        4,47     1,79      3,58        5,59   
   1          3          5          4        5,66     2,83      2,83        11,3   
  1,5        5        7,5         6        7,21     3,33      2,22        23,4   
   2          7        11          8        8,84     3,58      1,79        44,7  
  2,5        9       15,5       10       10,8     3,71      1,49        78,1 
   3         11       21         12       12,8     3,79      1,26        126 
  3,5       13      27,5       14       14,6     3,85      1,1          193 
   4         15       35         16       16,5     3,88      0,97        280 
  4,5       17      43,5       18       18,4     3,91      0,87        352    
   5         19       53         20       20,4     3,92      0,78        530    
  5,5       21      63,5       22       22,4     3,94      0,72        699  
   6         23       75         24       24,3     3,95      0,68        900 
  6,5       27       101       28       28,3     3,96      0,57       1414 
   7         29      115,5     30       30,3     3,97      0,53       1733 

 
      За  одержаними   результатами  будуємо  траєкторію  руху  точки  
на  рис.1.1.   Аналітичний  вигляд  траєкторії  дає формула  (1.2),  що    

 
                                                Рисунок. 1.1 
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в сукупності  із зображенням  дає повне уявлення  про  лінію, по якій 
рухається точка. Це  парабола, яка  є  симетричною  до  вертикальної  
прямої,   що  проходить  через  точку    x = -1   з   мінімумом  в  точці 
( -1, 3 ).  Але точка М рухається тільки  по правій вітці цієї параболи, 
тобто   x > -1. В таблиці  результатів  при  t = 0  маємо: x = -1,  y = 3 .  
Це  і  є  початкове  положення  точки    М  на  траєкторії,  яке поміча-
ємо  точкою  Мо. При  t = 1c маємо:  x = 3 , y = 5 .  Це  відповідає  по-
ложенню точки  М  на  траєкторії  в  момент  часу  1 с ,   що  помічає-
мо  М1. Точки  Мо  і  М1  показуємо  на  рис.1.1. 
      Будуємо   графіки   залежностей   швидкості   від   часу  V ( t )  та 
прискорення  від  часу  a ( t )  і  показуємо  їх  на  рисунках 1.2  і 1.3. 
       

      
      Детальніше уявлення  про характер руху точки по траєкторії  бу- 
демо  мати  тоді, коли в точках  Мо і М1 на рис.1.1 покажемо вектори 
швидкостей  і  прискорень.    В початковий момент руху,  при     t=0, 
Vx=4, Vy=0, V=4.  Це означає,  що в точці  Мо швидкість рухомої точ- 
ки напрямлена паралельно осі Ох.  В момент часу  t =1с  маємо: 

Рисунок 1.2 

Рисунок 1.3 
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Vx = 4,   Vy = 4,   V = 5,66.   Тоді в точці  М1  на  рис.1.1  вектор швид- 
кості  складає  з віссю  Ох кут 45о.  Вектори  швидкостей в точках Мо 
і  М1  будуємо в масштабі,  що приводиться на рис. 1.1. Таким же чи- 
ном, тільки у відповідному масштабі, будуємо для точки М1 вектори 
прискорень. 
      Як видно з  рис.1.2  швидкість точки на початку руху  росте нелі- 
нійно.  Через  достатньо  великий  проміжок часу функція  V(t)  стає 
майже лінійною, тобто точка рухається рівноприскорено.   
      З  рис.1.3  видно,   що  повне   прискорення  є    сталою    величи- 
ною,  а  дотичне  і  нормальне  прискорення  асимптотично наближа- 
ються  до  певних  границь:  аτ прямує до 4,  а  аn  до нуля.   Що озна-
чає,  що десь в безмежності  точка рухається  рівноприскорено і пря- 
молінійно. 
     Відповідь:  згідно  із  заданими  рівняннями  точка  рухається    по 
траєкторії,  що  є  правою  віткою  параболи      y = (x2 +2 x + 25 ) / 8,       
в  початковий   момент   часу  знаходиться  в точці    (-1,3),  в момент  
часу   1с  в  точці  (1, 5) має  швидкість  V = 5,66 см/с  і  прискорення  
а = 4 см/с.     
      Порада. Одержання таблиці 1.3,  побудову траєкторії,  яка зобра- 
жена  на  рис.1.1,  та графіків   a(t)  і   V(t),  що на рис.1.2 і 1.3, можна 
автоматизувати, якщо скористатись комп’ютером. Для цього потріб- 
но скласти програму, яку умовно назвемо “парабола”. 
      Програма “парабола”. 
      X=4*t-1   
      Y=2*t2+3                                                     
      Vx=4 
      Vy=4*t 
      V=(Vx

2+Vy
2)^0,5 

      Ax=0 
      Ay=4 
      A=(Ax

2+Ay
2)^0,5 

      Aτ=(Vx*A x+Vy*A y)/V 
      An=(A2-Aτ

2)^0,5 
       R=V2/An 
       Час   t   задаємо як величину,  що змінюється від   t = 0   до   t =7  
з кроком 0,5.   
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     Таблиця 1.2б 
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       Продовження таблиці 1.2б  
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       Продовження таблиці 1.2б  
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       К2. Кінематичне дослідження руху точки  
              плоского механізму. 
 
      На рис. 2.1 – 2.15 зображені схеми плоских механізмів,  які  скла- 
даються  з  одної або з декількох ланок.  На  одній  із  ланок  вказано 
точку М. Виконати для точки М кінематичне дослідження руху, тоб- 
то  вказати  для  неї  рівняння руху,  траєкторію,  швидкість,  приско- 
рення із його складовими,  радіус кривини траєкторії та шлях,  прой- 
дений точкою по траєкторії в залежності від часу. 
      Побудувати у вибраному масштабі  в плоскій  системі координат 
хОу траєкторію руху точки М,  вказати  її  положення на траєкторії в 
початковий момент руху, позначивши  Мо,  та  в момент  часу   t = t1, 
позначивши М1, відкласти для точок  Мо та  М1 вектори швидкостей і 
прискорень за їх складовими у зручно вибраних масштабах. Викона- 
ти  аналіз  руху  точки,   вказавши  при  цьому  графіки  залежностей  
швидкості від часу  V=V(t), прискорення від часу  a=a(t), пройдено- 
го по траєкторії шляху від часу S=S(t). 
      Дані  для  розрахунків  приводяться  по варіантах в тридцяти таб-
лицях, які містяться  на рис. 2.1 – 2.15. Розміри ланок задані в санти-
метрах, а час в секундах.  
 
       2.1 Приклад виконання завдання  
 
      На  рис.2.16 зображено плоский механізм, де на продовженні ша- 
туна  АВ знаходиться точка М.   Кривоши   ОА  здійснює  обертання 
за законом  ϕ =2π t 2. Для точки  М виконати кінематичне досліджен-
ня  руху так,   як  це  вимагається  в  умові  розрахунково-графічного 
завдання. 
      В розрахунках взяти розміри: ОА=АВ=ВМ= 40 см. Час t в секун- 
дах, прийняти, що  t1= 0,3 c.  
 

                        
 
                                                 Рисунок 2.1 



 17

      Розв’язання. Знайдемо координати точки М в залежності від ку- 
та ϕ.  

                           
 
                                                   Рисунок 2.2 
 
      З рис.2.17 видно, що x =OD+DC, а  y = -OE. Трикутник ОАВ рів- 
нобедрений,  тому    ОD = 40 cosϕ,     CD = 80 cosϕ,      OE = 40 sinϕ.   
Тоді координати точки М в залежності від кута ϕ  будуть рівні : 
                                x = 120 cosϕ,          y = - 40 sinϕ 
Підставимо замість ϕ  його значення від t  і  одержимо параметричні 
рівняння руху точки  М . 
                                              x = 120 cos2π t2,                                    (2.1) 
                                              y = - 40 sin2π t 2 .                                   (2.2) 
Знайдемо швидкість точки  М . 
 
                           Vx = x = - 480 π t sin2π t2 ,                                       (2.3) 
                           Vy = y = - 160 π t cos2π t2,                                        (2.4) 
 
                            V=(Vx

2 +Vy 
2)0,5.                                                        (2.5)  

 
      Визначимо повне прискорення точки М. 
 
                    ах = Vx = - 480 π (sin 2π t2 + 4π t2 cos 2π t2),                 (2.6) 
                    ay = Vy = - 160 π (cos 2π t2 – 4π t2 sin 2π t2),                  (2.7) 
 
                    a = (ax

2 + ay
2)0,5.                                                               (2.8) 

 
Дотичне та нормальне прискорення знайдемо за  формулами 
 
                    aτ = V  = (Vx ax + Vy ay )/ V ,                                          (2.9) 
                    an = (a2 – aτ

2) 0,5,                                                             (2.10) 
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А коли відома швидкість і нормальне прискорення,  то радіус криви- 
ни і шлях, який пройде точка по траєкторії,  будуть знайдені за  фор- 
мулами : 
                                       ρ = V 2 / an ,                                                (2.12) 
 
                                       S =   V dt                                                     (2.13) 
 
      За   формулами  (2.1) – (2.13)   виконаємо  розрахунок координат, 
швидкості, прискорень,     радіуса   кривини  та   пройденого   шляху.  
Знайдемо інтервал часу,  за який точка  М здійснить  замкнену траєк- 
торію. Період синуса чи косинуса в параметричних рівняннях траєк- 
торії (2.1) і (2.2) рівний 2π. Тому з рівності  2π t2 = 2π  маємо: t = 1c. 
Для того, щоб  більш детально  прослідкувати за зміною характерис-
тик візьмемо інтервал часу від 0 до  1,5 с. При необхідності цей інте-
рвал можна взяти і більшим.  
      Введемо  за  допомогою програми  EXEL  в  комп’ютер значення 
t  з  кроком  0,1 с,  а  для  підрахунку координат,  швидкості,  приско-
рень, радіуса кривини і пройденого шляху формули (2.1) – (2.13), де 
змінний параметр t виражається через його електронну адресу.  Інте- 
грал  (2.13)  є еліптичним,  він  не може бути знайденим в елементар-
них  функціях,   тому  для  його  обчислення  використовуємо один  з  
найпростіших числових методів – метод прямокутників.   Результати 
обчислень приводимо в табл. 2.1. 
      За результатами обчислень будуємо траєкторію і показуємо її  на 
рис.2.18.  

 
 
                                                Рисунок 2.18 
 
       На траєкторії відмічаємо положення точки в початковий  момент 
руху  Мо і в момент  t = 0,3 с  М1. 
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Рисунок 2.19 
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Рисунок 2.20 
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Рисунок 2.21 
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      За даними, що приводяться в табл. 2.1 будуємо графіки залежно- 
стей  S = S(t)  на рис.2.19,  V = V(t)  на рис.2.20  і  залежність  a = a(t)  
на рис.2.21.   Залежність   S(t)  є неточною,  тому,  що інтеграл шляху 
(2.13)  визначався наближеним числовим методом,  де точність  зале-
жить від кроку інтегрування. В цьому випадку вона рівна 0,05. 
      Графіки  шляху,  швидкості  та  прискорення від часу,  як видно з 
відповідних рисунків, мають однакові масштаби по осі часу t і розта- 
шовані всі поряд один під одним. Це виконується для того, щоб було 
зручно  аналізувати  рух  по  траєкторії.  Масштаби  для осей  шляху, 
швидкості  та  прискорення  різні,  але відповідають значенням табл. 
2.1. Особливістю рис.2.18, де побудована траєкторія руху точки М, є 
те, що масштаби осей  Ox  i  Oy є однаковими.    
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К.3 Визначення швидкостей і прискорення точок твердого тіла 
при поступальному та обертальному русі 
 
Механізм складається з трьох тіл: ступеневого шківа 2, тіла 1 та шківа 

3 (рис. 3.1–3.5). Тіло 1 рухається за законом ( )tfx = . Визначити при  t1=1c 
швидкість та прискорення точок А та М. Дані для розрахунку в табл. 3.1. 

 
 

   Таблиця 3.1 

В
аріант 

R2,м r2,м R3,м x=f(t),м 

1 0,1 0,05 0,3 3,04,0 2 +t  

2 0,3 0,2 0,15 






 2

3
sin5,0 t

π
 

3 0,4 0,3 0,1 






+ 23

4
33,05,0 tt

π
 

4 0,3 0,15 0,2 






 t
3

cos6,0
π

 

5 0,2 0,1 0,15 36,0 t  

6 0,3 0,15 0,2 4,03,0 2 −t  

7 0,2 0,1 0,15 






 t
4

sin2,0 2 π
 

8 0,1 0,05 0,3 2

3
cos4 t

π
 

9 0,2 0,1 0,3 2sin5 tπ  

0 0,3 0,2 0,15 1,07,0 3 +t  
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                                                      Рисунок 3.1 

A 

2 

3 

M 

3 

M 

2 

3 

A 

1 

2 

3 

1 

A 

М 

2 

3 

1 

М 

А 

2 

3 

1 

М 
А 

2 

3 

1 

A 

M 



 38

Рисунок 3.2 
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Рисунок 3.3 
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                                                      Рисунок 3.4 
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                                          Рисунок 3.5 
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3.1 Приклад виконання завдання 
 
Для механізму (рис. 3.6) знайти швидкість і прискорення точок А і М 

при t1=1с якщо тіло 2 рухається за законом ϕ2=8t3-3t2 (R2=0,1м; R1=0,4м;  
r1=0,15м). 

 

A

M

2

1

τ

1A
a

n

A
a

1

1A
a

21
V

1M
a

1M
V

1A
V

1
ε

2
ε

1
ω

2ω
2ϕ

 
 

Рисунок 3.6 
 

Розв’язання. Знайдемо кутову швидкість та кутове прискорення тіла 2 

    
.

1
)648(

1
)624(

22
2

2

2

22
2

c
t

dt

d

c
tt

dt

d

−==

−==

ϕε

ϕω
 

При t1=1c                            
c

1
1862421 =−=ω , 

                                             
221

1
42648

c
=−=ε . 

 

3найдемо швидкість V21 точок контакту тіл 2 та 1 

.25,0

,

2

1

2
21

112221

ωωω

ωω

==

⋅=⋅=

R

R

RRV

 

Визначимо швидкість точки  А 

2211 0375,015,025,0 ωωω ⋅=⋅⋅=⋅= rVA . 
Прискорення точки А   
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,10375,9

,

2

32

21

2

1

1

2

с

м
r

r

V
a

aaa

An

A

A

n

AA

−⋅⋅===

+=

ωω

τ

 

,0375,0
2211
с

м
r

dt

dV
a A

A εετ ⋅=⋅==  

де  2
1

1 25,0 εωε ⋅==
dt

d
. 

Величина прискорення точки А 

( ) ( )22 τ
A

n

AA aaa += . 

При t1=1с;      
с

м
VA 675,0180375,00375,0 211 =⋅=⋅= ω , 

.42,3575,1038,3

,575,1420375,00375,0

,038,31018375,910375,9

2

22
!

2211

2

3232
211

с

м
a

с

м
a

с

м
a

A

A

n

A

=+=

=⋅=⋅=

=⋅⋅=⋅⋅= −−

ε

ω

τ  

 
Визначимо швидкість та прискорення тіла М, що переміщується 

поступально 
 

.1,0

,1,0

2

22221

ε

ωω

⋅==

⋅=⋅==

dt

dV
a

RVV

м
м

м

 

При t1=1с                        
с

м
V
м

8,11,0 211 =⋅= ω , 

2211 2,41,0
с

м
a
м

=⋅= ε . 

 

Показуємо на рис.3.6 вектори .,,,,, 111111 ммAA
n
AA aVaaV aτ  
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К.4 Кінематичний аналіз плоского механізму 
 
Визначити для заданого положення механізма швидкість та 

прискорення точок А і В, кутову швидкість та кутове прискорення ланки 
АВ. Схеми механізмів приведенно на рис.4.1 – 4.5, а дані для розрахунку 
приведені в табл. 4.1 

 
4.1 Приклад виконання завдання 
 
Для механізма, зображеного на рис. 4.6, знайти швидкість і 

прискорення точок А, В та кутову швидкість, кутове прискорення ланок 
АВ і ВС. Прийняти: ОА = 0.3 м; ОА=ОВ; ВС = 0.5 м;   ω = 5 с-1; ε = 3 с-2. 

Розв’язання. Визначимо швидкості точок А, В та кутові швидкості 
ланок АВ і СВ. 

 
Таблиця 4.1 

Варіант r, м l, м ω, с-1 ε, с-2 

1 0,1 0,6 1 2 
2 0,3 0,4 1,2 3 
3 0,2 0,3 1,5 2 
4 0,1 0,3 1,8 3 
5 0,3 0,2 1,0 2 
6 0,1 0,8 1,1 3 
7 0,2 0,3 1,2 2 
8 0,3 0,6 1,3 3 
9 0,2 0,4 1,4 2 
0 0,1 0,6 1,5 3 

 
Швидкість точки А направлена перпендикулярно до ланки ОА у 

напрямку кутової швидкості ω.  

с

м
OAV A

5,13,05 =⋅=⋅= ω   

По лінії, яка перпендикулярна до ланки ВС, буде направлена 
швидкість точки В (лінія b-b, рис.4.6). Тоді миттєвий центр швидкостей 
ланки АВ буде в точці О. 

.
1

5,
cBO

V

OA

V
AB

BA
AB ==== ωωω  

Напрямок швидкості точки В визначається напрямком кутової 
швидкості ωАВ  (рис. 4.6).  
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Рисунок 4.1 
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Рисунок 4.2 



 47

Рисунок 4.3 
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Рисунок 4.4 
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Рисунок 4.5 
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с

м
VV AB 5,1== . 

 
 
 

Кутова швидкість ланки ВС 

с

1
  3

5,0

5,1 ===
BC
V B

СВω . 

 
Знайдемо тепер прискорення точок А, В та кутові прискорення 

ланок АВ та ВС. 
Точка А належить тілу ОА, що обертається навколо нерухомої 

осі. Тоді: 
τ
A

n
AA aaa += , 

2

2 5,73,052

с

м
OAn

Aa =⋅=⋅= ω  , 

              
2

9,03,03
с

м
OAaA =⋅=⋅= ετ  , 

2
22 55,79,05,7

22

с

м
aaa A

n
AA =+=+= τ . 
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Рисунок 4.6 
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Приймемо точку А за полюс. Тоді розглядаючи рух ланки 
АВ, запишемо: 

 

BAAB aaa += ,            (4.1) 

BA

n

BABA aaa += ,        (4.2) 

с

м
ABа AB

n

BA   156,0522 =⋅=⋅= ω . 

де АВ = 2·ОА·cos30o = 0.52 м 

Прискорення 
τ
BAa
r

 направлене по прямій АВ від точки В до 

полюса, а прискорення 
τ
BAa
r

- перпендикулярно до прямої АВ (лінія 
а-а, рис. 4.6). 

Оскільки точка В належить ланці ВС, то 
τ
B

n
BB aaa += ,        (4.3) 

22 /  5,45,03 смa BCCB
n
B =⋅=⋅= ω . 

Прискорення 
τ
BAa   направлене по прямій b-b.  

Вираз (4.1), враховуючи (4.2) та (4.3), запишеться: 
 

τττ
BA

n
BAA

n
AB

n
B aaaaaa +++=+ .     (4.4) 

 
Спроектуємо векторне рівняння (4.4) на осі ОХ та ОY. 
Вісь ОХ: 
 

( )xBA
n
BAA

n
A

n
B aaaaa ττ +⋅−⋅−⋅= 000 30cos60cos 60sin .  

 (4.5) 
 
Вісь ОY: 
               ( ) ( ) .30sin60cos60sin 000

yBA

n

BAA

n

AyBA aaaaa τττ +⋅−⋅+⋅=         

(4.6) 
У формулах (4.5) та (4.6) дві невідомі  величини τ

BAa  та τ
Ba . 

( )

,52,145,05,7
2

3
15

2

3
9,05,460cos30cos60sin 000

=⋅−⋅+

+⋅+=⋅−⋅+⋅+= n

A

n

BAB

n

BxBA aaaaa ττ
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( )
,04,29

60cos

52,14

,52,1460cos

20

0

с

м
a

aa

BA

BAxBA

==

=⋅=

τ

ττ

 

( )

,70,25
2

3
04,29

2

1
15

2

1
9,0

2

3
5,730cos30sin60cos60sin 0000

−=⋅−⋅−⋅+

+⋅=⋅−⋅−⋅+⋅= τττ
BA

n

BAA

n

AyB aaaaa

 

.7,25
2с

м
aB =τ  

Знаходимо кутові прискорення ланок АВ та ВС. 

.
1

4,51
5,0

7,25

,
1

85,55
52,0

04,29

2

2

cBC

a

cAB

a

B
BC

BA
BA

===

===

τ

τ

ε

ε
 

Напрямок кутових прискорень BAε  та BCε  визначаються 

напрямком векторів τ
BAa  і τ

Ba . 
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       К5. Визначення швидкостей і прискорень точок 
              багатоланкового плоского механізму. 
 
      На  рис.5.1 – 5.5  приводяться  схеми багатоланкових плоских ме-
ханізмів  по  варіантах від 1 до 30,   де  ведучою ланкою є  кривошип 
О1А,  який обертається з постійною кутовою швидкістю ω .   Значен- 
ня  ω , довжина кривошипа та інших ланок механізму задані в табли-
ці 5.1 по варіантах. 
      При заданому положенні механізму визначити: 
1. Швидкості точок А, В, С, D, а також точки М, за допомогою 
    миттєвого центра швидкостей  (МЦШ) . 
2. Побудувати для заданого положення механізму план швидкостей. 
3. Прискорення точок А, В, М  а також положення миттєвого центра 
    прискорень (МЦП) для ланки  АВ.   
 
                  Таблиця 5.1 

                 
 
 
      Вказівка: графічні побудови виконуються в певному масштабі 
                       із збереженням даних умови задачі.  
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                                               Рисунок 5.1 
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                                               Рисунок 5.2 
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                                                 Рисунок 5.3 
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Рисунок 5.4 
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Рисунок 5.5 
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       5.1 Приклад виконання завдання  
 
       Умова задачі. На рис. 5.6 зображено плоский багатоланковий ме- 
ханізм,  в якого ведуча ланка   О1А = r1 = 20см  обертається з постій- 
ною кутовою швидкістю  ω = 5c-1  і приводить в рух ланки АD =DB= 
= l 1 = 50см, O2B=r2= 40см, DE=l2= 40см , O3E=r3=25см,  BM = MD= 
=25см. Кути між ланками задані на рисунку. 
 

                                 

 

 
 

Рисунок 5.6 
  
        Визначити  швидкості  і  прискорення  точок   механізма  згідно 
умови завдання К5 (пункт 1).  
        Розв’язання. Знайдемо швидкість точки  А.  Її  модуль  зайдемо 
добутком:      VA = ω  Ο1A = 5 20 = 100 см/c.   Напрямок  вектора   VA 
перпендикулярний до кривошипа О1А, що вкажемо на рис.5.7.  
        Знаходження швидкостей за допомогою плана швидкостей  
        Побудова  плана  швидкостей  базується  на теоретичному поло-
женні,  що  в  плоско-паралельному русі  (ППР) швидкість будь-якої 
точки  тіла  є  геометричною  сумою  швидкості  полюса  і обертової 
швидкості цієї точки навколо полюса.  В механізмі  на  рис.5.6 ланка 
АВ  здійснює  ППР, швидкість точки  А  відома, тому беремо її за по- 
люс.  Тоді 
                                              VB = VA + VBA                                         (5.1) 
 
        Виконуємо  побудову  векторів згідно з формулою  (5.1)  на рис. 
5.7.  З  довільної точки  О,  яка повинна знаходитись поряд з схемою 
механізма, будумо в масштабі вектор швидкості  VA,  який перпенди-
кулярний  до кривошипа  О1А  і цей вектор називаємо Оа. З точки  О  
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проводимо пряму, яка перпендикулярна до кривошипа  О2В,  що від-
повідає  напрямку  швидкості VB.  Щоб  встановити  де  закінчується  
цей вектор з  кінця вектора  Оа точки  а проводимо пряму, яка є пер- 
пендикулярною до ланки  АВ  на схемі механізма.  Перетин названих 
прямих дає точку  b.  Вектор  Ob  відповідає вектору швидкості  VB  в 
вибраному масштабі.  Відрізок  ab  рівний  обертовій швидкості точ-
ки В навколо полюса  А.  Для того,  щоб  знайти  швидкість точки  D, 
яка  ділить  ланку  АВ навпіл,  ділимо відрізок   ab  точкою   d  також 
навпіл і з’єднуємо точку O  і  d.  Вектор  Od відповідає швидкості VD. 
 

     
 

Рисунок 5.7 
 

      Знаходимо швидкість точки E.  Для  цього з точки  О  проводимо 
пряму  перпендикулярну  до кривошипа  О3Е,  а з точки d пряму пер-   
пендикулярну до ланки ED.  Перетин  цих  прямих  дає точку e.  Век-
тор  O  рівний   швидкості   VE,  а  відрізок   de  є  модулем  обертової 
швидкості   VED,  тобто  обертової швидкості  точки  E   навколо   по-
люса  D.   
      Для  заходження швидкості точки М,  яка лежить між точками  D 
і  В на схемі механізму,  знаходимо точку  m  між точками  d і b. При 
цьому  повинно зберігатись співвідношення:  DM/MB = dm/mb.  З’єд-
нуємо точки  O  і  m. Вектор  Om  відповідає швидкості  VM.  Виміря- 
ємо  довжини векторів швидкостей  і  переведемо їх через масштаб в 
одиниці швидкості. Результати графічних побудов такі: 
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                               VB = Od 20 = 8,8 20 = 176см/с, 
                               VD = Od 20 = 5 20 = 100см/с, 
                               VE = Oe 20 = 2,9 20 = 58см/с, 
                               VM= Om 20 = 6,7 20 = 134см/с 
 
Кутові швидкості ланок знайдемо відношеннями 
 
                          ωAB = VBA/AB = ab/AB = 10 20/100 =2 c-1, 
                          ω2 = VB/O2B = 176/40 = 4,4c-1,  
                          ωDΕ = VDE/ED = de/ED = 5,75 20/40 = 2,875c-1, 
                          ω3 = VE/O3E = 55/25 = 2,2 c- 
1 
      Діаграма,   що  побудована  на векторах швидкостей поряд із схе-
мою  механізма  на рис.5.7,  є планом швидкостей.  Для знаходження 
швидкості  будь-якої  точки  механізму  потрібно  знайти  відповідну 
точку на плані швидкостей, а  потім з’єднати точку О з цією точкою. 
Перевівши  через  масштаб  довжину  вектора  в  одиниці швидкості, 
знайдемо швидкість відповідної точки. 
  
      Визначення   швидкостей   за   допомогою   миттєвого  центра    
швидкостей (МЦШ) 
      Для  ланки  АВ,  рис.5.7,  МЦШ знайдемо  на  перетині перпенди-
кулярів  проведених до напрямків руху точок  А  і  В.  Це буде точка 
С1. Навколо точки  С1 ланка АВ в даний момент виконує обертання з 
кутовою швидкістю  ωAB. Тому запишемо співвідношення: 
 
                 ωAB = VA /C1A = VB /C1B = VD /C1D = VM /C1M                  (5.2) 
 
З трикутника  АВС1 одержуємо  
 
                   C1A = AB sin30o = 100 0,5 = 50см, 
                   C1B = AB cos30o = 100 0,866 = 86,6см, 
                   C1D = AD = 50см, 
                   C1M = ( (C1B)2 +(BM)2 – 2 C1B BM cos30o)0,5 = 
                           = (7500 + 625 – 2 86,6 25 0,866)0,5 = 66,14см . 
 
Після чого із співвідношення (5.2)  знаходимо:  
 
                    ωAB = VA /C1A = 100/50 = 2c-1 , 
                    VB  =ωAB C1B = 2 8,66 = 173,2см/с , 
                    VD =ωAB   С1В = 2 50 = 100cм/с , 
                    VM = ωAB  C1M = 2 66,14 = 132,26см/с 
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                    ω2 = VB /O2B = 173,2/40 = 4,33c-1 
      Знаходимо МЦШ для ланки ED. Це буде точка С2, яка знаходить- 
ся на перетині перпендикулярів, що проведені до напрямків руху то- 
чок  D  і  E . Для ланки  ED записуємо : 
 
                        ωED = VD /C2D = VE /C2E                                              (5.3) 
 
З трикутника EDC2 знаходимо відрізки 
                           C2E = ED  sin30o = 40  0,5 = 20см, 
                           C2D = ED  cos30o = 40  0,866 = 34,36см, 
потім із співвідношення (5.3) знаходимо : 
                           ωED = VD /C2D = 100/34,36 = 2,9c-1 , 
                           VE =ωED  C2E = 2,9  20 = 58см/с .  
      Якщо порівняти результати двох приведених методів визначення 
швидкостей,  то видно,  що  значення  швидкостей при користуванні 
МЦШ є більш точними.  Неточність  плана  швидкостей  обумовлена 
похибками  графічних побудов. Наприклад, в першому випадку VB = 
= 176 см/с, в другому VB = 173,2 см/с, що складає  1,6%. 
      Визначення прискорень 
      Знаходимо  прискорення точки А.  Кутова швидкість   кривошипа  
О1А  постійна, ω = 5с-1 , тому повне прискоренн точки А визначаєть- 
ся тільки його нормальною складовою 
 
                         аА = аА

n = ω2 О1А = 52 20 = 500см/с2 

 

Прискорення точки  В  визначимо через полюс А. 
 
                                            аВ = аА + аВА                                              (5.4) 
 
де   аВ = аВ

n + аВτ ,     аВA = аВA
n + аВA

τ                                          
  
Тому           аВ

n + аВτ = аА + аВA
n + аВA

τ                                                 (5.5) 
 
Покажемо вектори, які містяться в формулі (5.5), на рис.К5.8, де зоб-
ражена тільки та частина механізма, що має  необхідні ланки. 
     Вектор аА, нормальні складові  аВ

n , аВA
n  мають цілком визначений 

напрямок:  до відповідного  центра обертання,  а дотичні складові аВτ 
і  аВA

τ  перпендикулярні  до  своїх  нормалей  і направлені  в  довільну  
сторону. Визначимо модулі нормальних складових. 
 
                                аВ

n = ω2 
2  О2В = 4,332 40 = 750см/с2, 

                                аВA
n= ω AB 2  АВ = 22  100 = 400см/с2 
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                                               Рисунок 5.8 
 
      Для визначення дотичних складових проектуємо векторне рівня- 
ння (5.5) на осі Вх  і  Ву, які проводимо на рис.5.8. 
 
на Вх:     аВ

n  
сos30o - аВτ sin30o= - aA  cos60o+ аВA

n ,                          (5.6) 
 
на Ву:     аВ

n sin30о+ аВτ  cos30o=  аА  sin60o+ аВA
τ ,                             (5.7) 

 
З рівняння (5.6) знаходимо  аВτ  
 
                аВτ = (аВ

n сos30o+ aA  cos60o- аВA
n)/sin30o = 

                     =(750  0,866+500  0,5-400)/0,5=998,9см/с2. 
 
З рівняння (5.7) знаходимо  аВA

τ   
 
                аВA

τ =  аВ
n sin30о+ аВτ cos30o- аА  sin60o = 

                          = 750  0,5 +998,9  0,866 – 500  0,866 = 807,2см/с2. 
 
Прискорення точки В знайдемо теоремою Піфагора      
  
          аВ =( (аВ

n)2+( аВτ) 2)0,5 =(750 2+998,9 2)0,5= 1249,12см/с2. 
 
За  відомим   аВA

τ  обчислимо  εАВ  –  кутове прискорення ланки АВ. 
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                     εАВ = аВA

τ/АВ = 807/100 = 8,07с-2 

 
       Знайдемо прискорення точок  D  і  M.   Для цього скористаємось 
залежністю (5.4), запишемо її для цих точок. 
 
                                     аM = аА + аMA

n + аMA
τ ,                                        (5.8) 

                     
                                     аD = аА + аDA

n + аDA
τ                                          (5.9) 

 
Складові обертових прискорень рівні 
 
              аMA

n = ω AB 2  АM = 22 75 = 150см/с2 , 
              аMA

τ =εАВ    AM = 8,07 75 = 605,25 см/с2 , 
              аDA

n = ω AB 2  АD = 22  50 = 200 см/с2 , 
              аDA

τ = εАВ   AD = 8,07  50 = 403,5 см/с2   
  
Проектуємо векторні рівняння  (5.7)  і  (5.8)  на осі  Вх  і  Ву,  що вка- 
зані  на  рис.5.8  і  знаходимо величини проекцій. 
 
              aMx = - aA  cos60o + аMA

n = -500  0,5+150 = - 100 см/с2 , 
              aMy = aA  sin60o + аMA

τ =500  0,866+ 605,25 = 1038,25 см/с2 , 
              aDx = - aA  cos60o + аDA

n = -500  0,5+200 = - 50 см/с2 , 
              aDy =  aA  sin60o + аDA

τ =500  0,866+ 403,5 = 836,5 см/с2.  
 
Модулі прискорень точок  D і М знайдемо за теоремою Піфагора 
 
          aM = ((aMx )

2+( aMy )
2)0,5 =((-100)2+(1038,25)2)0,5 = 1048 см/с2 , 

          aD = ((aDx )
2+( aDy )

2)0,5 =((-50)2+(836,5)2)0,5 = 842,5 см/с2 .  
 
      Знайдемо  положення миттєвого центра прискорень  (МЦП)  для 
ланки  АВ.  За відомими  аВA

n  і  аВA
τ  визначимо  кут  β ,  який складає 

обертове прискорення   аВA   з напрямком до полюса обертання т. А. 
 
              tgβ = аВA

τ| аВA
n = εАB /ω AB 2 = 8,07/22 = 2,0175 ,  

 
      Звідки   β = arctg(2,0175) = 63o38’ 
  
      Навколо центра  А  повернемо вектор аА  в сторону напрямку век- 
тора  аВA

τ  на кут  β   і проведемо пряму, на якій відкладемо точку  Q, 
так, щоб довжина відрізка  AQ  була рівна: 
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           AQ = аА /( εАВ2 +ω AB 4)0,5 = 500/(8,072 +24)0,5 = 55,51см   
 
Точка  Q  є миттєвим центром прискорень ланки АВ.  З’єднаємо точ- 
ку  Q  з точками  B, M  і  D.  Визначимо віддалі  BQ,  MQ  і  DQ  для 
чого  скористаємось теоремою косинусів. 
 
                γ = 60o+  β =  60o+63o38’= 123o38’,   cosγ = - 0,5524.  
 
       BQ =(AQ2+AB2-2  AQ  AB cosγ )0,5 = 
             =(55,512+1002+2 55,51 100 0,5524)0,5 = 138,62 см , 
       MQ =(AQ2+AM2-2 AQ  AM  cosγ )0,5= 
              =(55,512+752+2  55,51 75  0,5524)0,5 = 115,35 см , 
 
       DQ =(AQ2+AD2-2  AQ  AD  cosγ )0,5 = 
             =(55,512+502+2  55,51 50  0,5524)0,5 = 92,99 см 
 
      Запишемо  співвідношення  між прискореннями точок ланки  АВ 
через  МЦП  (точку Q ). 
 
      aA /AQ = aB / BQ = aM /MQ = aD / DQ =( εАВ2 +ω AB 4)0,5= 9,0069   
 
Звідки  
     aB = 9,0069  BQ = 9,0069  138,62 = 1248,49см/с2 , 
     aM = 9,0069  MQ = 9,0069  115,35 = 1038,96 см/с2 , 
     aD = 9,0069  DQ = 9,0069  91,72 = 837,58 см/с2  . 
 
      Якщо  порівняти  величини прискорень знайдених аналітично за 
допомогою  векторних рівнянь і величин одержаних через МЦП,  то 
різниця досить мала.  Найбільша  абсолютна  похибка має  величина 
вектора  aM .  Вона складає 0,96% .  Похибка  в обчисленнях виникла 
за рахунок заокруглень в числових операціях. 
 
       Графічний  метод  знаходження  прискорень. Цей метод вима-
гає точних графічних побудов із чітким збереженням масштаба. 
       Покажемо  ланку  АВ  на  рис.5.9.  З  точки  А  відкладемо вектор  
аА . З точки  В відкладемо послідовно, згідно векторної рівності (5.5), 
вектор  аА ,  вектор  аВ

n , з кінця якого побудуємо  вектор  аВA
n.  З  кін-

ців векторів  аВ
n  і  аВA

n  проводимо перпендикуляри  на перетині яких 
міститься кінець вектора  аВ. З’єднаємо кінці  векторів  аА  і аВ. Помі-
тимо  одержаний  відрізок  точками   а1  і  b1.  Поділимо відрізок  а1b1  
точками   m1   і   d1   у  тому  ж  відношенні,  що точки   М  і  D  ділять 
відрізок  АВ.  З’єднавши відповідно точки  М  і  m1,  D  і  d1,  одержи- 



 66

                      
 
                                                Рисунок 5.9 
 
мо  Мm1 = аМ  ,  Dd1 = aD . Переведемо довжини відрізків через масш- 
таб в одиниці прискорення і одержимо значення  аВ ,  аМ   і  aD .  Резу-
льтати графічного розрахунку такі: 
                 
                 аВ = Вb1 100 = 12,5 100 =1250 см/с2 , 
                 аМ = Mm1 100 = 10,4 100 = 1040 см/с2, 
                 aD = Dd1 100 = 8,4 100 = 840см/с2 . 
 
       Порівняємо величини прискорень знайдені графічно з тими,  що 
розраховані  аналітично  і  знайдемо похибку. Найбільша абсолютна 
похибка для  aD – 2,42 см/с2,  що складає  0,29%  від  842,5 см/с2. 
      Приведемо  остаточні  результати  розрахунку швидкостей і при-
скорень виконаного завдання К5: 
  
                      VA = 100см/с ,                 aA = 500 см/с2 ,   
                      VB  = 173,2 см/с  ,            aB = 1249,12 см/с2  , 
                      VD = 100 см/с ,                 aD =  842,5 см/с2 , 
                      VM = 132,26 см/с ,            aM = 1048 см/с2  , 
                      VE = 58 см/с . 
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К.6 Кінематичні характеристики тіла та його точок при 
сферичному русі 
 
Тіло А котиться без ковзання по поверхні нерухомого тіла В (рис. 6.1-

6.5), маючи нерухому точку О. Вісь οη  тіла А обертається навколо 
нерухомої осі OZ і має при заданому положенні кутову швидкість ω  та 
прискорення ε .  

Визначити кутову швидкість та кутове прискорення тіла А, швидкість 
та прискорення точки D тіла А для положення показаного на рисунку. Дані 
для розрахунку наведені в табл. 6.1 

Таблиця 6.1 
ω  ε  ОС CD 

Варіант 
c-1 c-2 м м 

1 3 1 0,35 0,10 
2 4 2 0,45 0,15 
3 5 3 0,55 0,20 
4 2 -3 0,25 0,05 
5 3 2 0,60 0,30 
6 4 3 0,45 0,20 
7 1 4 0,40 0,15 
8 2 4 0,60 0,20 
9 3 4 0,55 0,15 
0 4 1 0,70 0,25 

 
6.1 Приклад виконання завдання 
 
Конічна шестерня котиться без ковзання по нерухомому конічному 

колесу (рис. 6.6). Дано : ОС = 0,4 м; 2=ω  с-1; 3=ε  с-2; CD = 0,1 м; 090=α ; 
060=β . 

Визначити кутову швидкість і кутове прискорення шестерні А, 
швидкість та прискорення точки D для заданого положення тіла А. 

Розв‘язання: Миттєва вісь обертання  ΟΩ  тіла А, що виконує 
сферичний рух, проходить через точку О та точку дотику тіл А і В (рис. 
6.7) 

Швидкість точки С при обертанні осі οη  навколо осі OZ  

                                              OCc ×= ωυ                
(6.1) 

 Якщо розглядати рух тіла А як обертальний навколо миттєвої осі ΟΩ , 
то 

                                              OCc ×= 1ωυ                
(6.2) 

 Виходячи з (6.1) та (6.2), маємо:  
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Рисунок 6.1 
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Рисунок 6.2 
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Рисунок 6.3 
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Рисунок 6.4 
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Рисунок 6.5 
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Кутове прискорення тіла А 

( )Ω⋅== k
dt

d

dt

d
1

1
1 ωωε ,  

де   Ωk  - орт осі ΟΩ , що змінює напрямок у просторі.  
Отже, 

dt

kd
k

dt

d Ω
Ω += 1

1
1 ωωε ,     

 (6.4) 

де 






⋅=×= Ω
Ω

2
sin

αωω ik
dt

k
 (рис.6.7). 

Тепер рівняння (6.4) набуває вигляду 

111 εεε ′′+′=                
(6.5) 

де Ω⋅=′ k11 εε , ik ⋅






⋅⋅=′′ Ω
2

sin11

αωωε  

Виходячи з (6.3), знаходимо модуль кутового прискорення 1ε ′  тіла А 
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Вектор 1ε ′′ має напрямок осі x , а його модуль 
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Тепер рівняння (6.4) набуває вигляду 

111 εεε ′′+′=                
(6.5) 

де Ω⋅=′ k11 εε , ik ⋅
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αωωε  

Виходячи з (6.3), знаходимо модуль кутового прискорення 1ε ′  тіла А 
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Вектор 1ε ′′ має напрямок осі x , а його модуль 

 
Рисунок 6.6 

 

 
 

Рисунок 6.7 
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11 46,545sin86,32
2

sin −=⋅=⋅=′′ ci
αωωε  

Оскільки вектори 1ε ′  та 1ε ′′  взаємно перпендикулярні, тоді 

( ) ( )2

1

2

1 εεε ′′+′= , 
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222 96,78,546,5 −=+= cε . 
Швидкість точки D знаходимо, враховуючи, що тіло А обертається 

навколо миттєвої осі ΟΩ . 
ODD ×= 1ωυ . 

Модуль цієї швидкості 

с
мMDD 44,011,086,31 =⋅=⋅= ωυ , 

де мCDOCMD 11,0
2

3
)1,0

3

1
4,0(60sin)30tan( 00 =−=−⋅= . 

Прискорення точки D дорівнює векторній сумі нормального n

Da  і 

дотичного τ
Da  прискорень: 

τ
D

n

DD aaa +=                    
(6.6) 

Нормальне прискорення 

D

n

Da υω ×=                        
(6.7) 

спрямовано перпендикулярно до миттєвої осі обертання ΟΩ  тіла А від 
точки D до точки М (рис 6.7). 

Модуль нормального прискорення 

с
мMDan

D 42,011,086,32

1 =⋅=⋅= ω  

Дотичне прискорення 
OMOMaD ⋅′′+′=×= )( 111 εεετ  

або об

D

об

D

об

D aaa 21 += ,                         
(6.8) 

де OMaD ×′= 11 ετ ,  OMaD ×′′= 12 ετ . 
Модулі складових дотичного прискорення точки D 

211 64,011,08,5
с

мMDaD =⋅=⋅′= ετ , 

2
0

12 25,2412,046,590sin
с

мODaD =⋅=⋅′′= ετ , 

де мCDOCOD 412,01,04,0 2222 =+=+= . 

Оскільки напрямки векторів 1ε ′ та 1ω  збігаються, напрямки τ
1Da  і Dυ  

також збігаються. Вектор τ
2Da  розташований в площині YOZ і спрямований 

перпендикулярно до OD в ту сторону звідки поворот  від вектора 1ε ′′ до 

вектора OM видно проти годинникової стрілки на кут 900 (рис. 6.7). 
Прискорення точки D (6.6) знаходимо як векторну суму складових 

(6.7) та (6.8): 
ττ

21 DD

n

DD aaaa ++=  
Модуль прискорення точки D 
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DDD

n

DD aaaaaa ⋅−++= , 

( ) ( ) ( ) 2
222 96,1962,025,242,0225,264,042,0

с
мaD =⋅⋅⋅−++= , 

де 962,0
4

3

412,0

13,0
160sin1cos

2

2
02

2

2

=⋅−=−=
OD

DNγ  

мCDOCDN 13,01,0
3

4,0
30tan 0 =−=−= . 
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        К.7 Знаходження швидкості та прискорення 
                точки в складному русі 
 
       Умова завдання. На рис.7.1 – 7.5 по варіантах від 1 до 30 показа-
но точку М, яка рухається по тілу, що виконує переміщення. Закони 
руху точки і тіла в залежності від часу задані функціями, які записа-
ні біля рисунків,  а  числові  значення  коефіцієнтів приведені табли-
цею 7.1 по варіантах.  
       Визначити абсолютну швидкість та абсолютне прискорення точ- 
ки   М  в складному русі  для моменту часу,  значення якого задано в 
таблиці 7.1 по варіантах. 
       Для бажаючих більш детально дослідити процес складного руху 
точки побудувати графіки залежностей  V = V(t) – абсолютної швид- 
кості від часу та  a = a(t) – абсолютного прискорення від часу. 
 
           Таблиця 7.1 

           
 
       Примітка. Для зручності виконання завдання рівняння руху точ- 
                       ки  М  і тіла потрібно записати  із врахуванням значень 
                       коефіцієнтів  таблиці 7.1.  
                       Наприклад:   для  варіанта 15 біля рисунка вказано, що 
                                              S = A + k t2,  ϕ = B(1-e-0,5t), 
                       в таблиці 7.1 значення A, В, к  задано по варіантах, нап- 
                       риклад,  по  варіанту 4:   A = 10см,   В = 4см,   к =2. 
                       То  рівняння руху будуть:  S = 10 + 2 t2 , ϕ = 8(1- e-0,5t). 
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                                                  Рисунок 7.1 
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                                                  Рисунок 7.2 
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                                                 Рисунок 7.3 
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                                                 Рисунок 7.4 
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                                                 Рисунок 7.5 
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       7.1 Приклад виконання завдання  
 
        Умова задачі. Точка  М  рухається по меридіану сфери, яка обе-
ртається навколо вертикальної осі. Сфера і точка  М  показані  на 
рис.7.6.  Радіус сфери  R = 20см.  Рівняння обертового руху сфери  ϕ 
= 5t + 4t2,  а рух точки по сфері задається залежністю  О1М=S = 
=10π sin(1- e-2t) см. Визначити абсолютну швидкість  V  і абсолютне 
прискорення  а  точки  М  для момента часу t = 0,3c. 
         Побудувати графіки залежності  V = V(t) – швидкості,  a = (t) – 
прискорення  точки  М  при її русі по сфері, вибравши  достатній для 
спостереження руху проміжок часу.  
      

 
                Рисунок 7.6                                       Рисунок 7.7 
       Розв’язання.  Покажемо на рис.7.7 систему координат  xyz , в 
якій будемо вести відлік руху і направляти вектора. Вісь Ox  направ- 
ляємо перпендикулярно до площини  меридіана, де рухається точка, 
вісь  Oy  - в площині  меридіана, а вісь  Oz  їм  відповідно. Відносний 
рух точки  М  відбувається  по меридіану і задається  відаллю по дузі 
радіуса  R  від точки  О1. Переносний рух точки  М  -  це рух точки 
разом  із  сферою при її обертанні навколо вертикальної  осі.  В пере-
носному русі  точка  М  описує дугу радіусом  КМ. 
      Визачення абсолютної швидкості. В складному русі абсолютна 
швидкість знайдеться геометричною сумою 
 
                                                V = Ve + Vr                                           (7.1) 
 
На  рис.7.7 вектор  Ve  направляємо  в  сторону обертання сфери,  що 
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відповідає  напрямку  протилежному  до  осі  Ox,   а вектор відносної 
швидкості  Vr  по дотичній до дуги меридіана в площині  yOz. В будь 
-який момент руху  вектора  Ve  і  Vr  взаємно перпендикулярні. Знай-
демо  модулі цих векторів. 
 
                                Vr = (O1M)’ = 10π e-2 t                                         (7.2) 
                                Ve = ω KM , 
 де   ω   і   КМ  потрібно знайти.       KM = R cosα ,         α = О1М / R = 
=10π (1- e-2 t )/20 = π (1- e-2 t )/2,       ω = (ϕ )  = 5t +4t2, 
        Тоді переносна швидкість рівна 
 
                                 Ve =20 (5t+4t2) cosα                                           (7.3) 
 
Модуль  абсолютної  швидкості знайдемо за теоремою Піфагора,  то-
му що між Ve  і  Vr  прямий кут. 
 
                                V = ( (Vr)

2 + (Ve )
2)0,5                                            (7.4) 

 
       Визначення  абсолютного прискорення.  Для знаходження  прис- 
корення точки  в  складному русі використовуємо теорему Коріоліса 
 
                                  a = ae + ar + ak                                                   (7.5) 
 
В нашому  випадку  переносний  і  відносний  рухи відбуваються  по 
криволінійних  траєкторях, тому переносне і відносне   прискорення 
мають  складові:    ae = ae

n + ae
τ ,    ar = ar

n + ar
τ  ,   тоді формула (7.5) 

стає  більш розширеною 
 
                                 a= ae

n + ae
τ + ar

n + ar
τ + ak                                 (7.6) 

 
На  рис.7.7  вкажемо напрямки векторів,  які входять  в (7.6).  Норма- 
льні складові   ae

n   і  ar
n  направляємо перпендикулярно до напрямків 

руху і до центрів дуг.  Вектор   ae
n  до точки  О ,   а   ar

n  до центра  К. 
Вектори дотичних складових  ae

τ  і   ar
τ  направляємо по дотичних до 

відповідних траєкторій:  ae
τ  проти осі  Ox,  а  ar

τ  в площині  yOz пер- 
пендикулярно  до  радіуса  ОМ.  Для  визначення  напрямку  вектора 
прискорення Коріоліса використовуємо  його формулу в векторному 
вигляді    ak = 2 ω x Vr ,  згідно якої  вектор   ak  направляється  перпе-
ндикулярно до площини в якій розташовані вектора ω  і Vr  у відпові- 
дності  з  правогвинтовою  системою  відліку,  тобто  паралельно  осі 
Ох.  Для  визначення  напрямку  вектора   ak  можна ще скористатись 
правилом Жуковського.  
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Таблиця 7.2 
t  Vr  Ve  V  Aet  Aen  Art  Am  Ak  Ax  Ay  Az  A  
0  63  100  118  160  100  -126  197  0  -160  -297  -126 1E+05 

0,05  57  107  121  158  99  -114  161  91  -67  -242  -136 81651  
0,1  51  111  123  154  98  -103  132  167  13,9  -196  -136 56860  
0,15  47  114  123  147  95  -93  108  228  81,4  -158  -128 47949  
0,2  42  115  122  139  92  -84  88,6  275  136  -128  -117 48492  
0,25  38  114  120  130  90  -76  72,5  309  178  -105  -104 53638  
0,3  34  112  118  122  87  -69  59,4  532  210  -87  -91  60120  
0,35  31  110  114  113  84  -62  48,6  346  233  -74  -78  65985  
0,4  28  106  110  104  82  -56  39,8  352  248  -64  -67  70251  
0,45  26  103  106  95  79  -51  32,6  352  257  -57  -57  72576  
0,5  23  98  101  87  77  -46  26,7  348  261  -52  -48  73006  
1  8,5  55  56  34  55  -17  3,61  216  182  -39  -7,1  34748  

1,5  3,1  27  27  13  36  -6,3  0,49  106  93,4  -30  -1  9621  
2  1,2  12  12  4,7  22  -2,3  0,07  48  43,6  -20  -0,1  2280  

2,5  0,4  5,7  5,7  1,8  13  -0,8  0,01  21  19,3  -12  -0  510  

 

 

 

Рисунок 7.8 
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       Знайдемо модулі вказаних векторів.  
 
          ae

n =  ω 2 KM = (5+8 t)220 cosα ,                                               (7.7) 
          ae

τ = ε  KM = (ω)  KM = 160 cosα ,                                          (7.8) 
          ar

n = Vr
2/ R =20π 2e-4 t ,                                                              (7.9) 

          ar
τ = (Vr)

’ = -40π e-2 t ,                                                              (7.10) 
          ak = 2 ω  Vr sinα =40π (5+8 t) e-2 t sinα                                   (7.11) 
 
       Знайдемо  проекції вектора  абсолютного прискорення на корди- 
натні осі.  Для цього потрібно всі вектора прискорень,  які вказані на 
рисунку 7.7  спроектувати на певну вісь і взяти суму таких проекцій.     
Практично це виконується так:  формулу (7.6) проектуємо  на осі Ox,  
Oy  і  Oz.   
 
          ax = ak - ae

τ ,  
          ay = - ae

n – ar
ncosα - ar

τsinα , 
          az = ar

τcosα − ar
n sinα   

 
Модуль вектора абсолютного прискорення буде рівний  
 
          a = ((ax)

2 + (ay)
2 + (az)

2)0,5                                                       (7.12) 
 
       Для  підрахунку значення   V   і   a  при  t = t1 = 0,3 c потрібно це 
значення часу підставити в відповідні формули.  Швидкість визнача- 
ємо формулами (7.2), (7.3) і (7.4),  а прискорення  - (7.7) - (7.12).  Як- 
що  нам  потрібно провести більш детальний  аналіз руху,  одержати 
графіки  V(t)  і  a(t),  то вказані формули вводимо в комп’ютер.  
       Приведемо частину результатів і графіки  V(t)  і  a(t),  одержаних 
за допомогою програми  EXEL.  Частина  числових  значень знаходи-
ться  в таблиці 7.2,  де величини швидкості та прискорень при значе- 
нні   t = 0,3с  виділені курсивом,  а графіки на рис.7.8. Графіки  V(t)  і  
a(t)  розміщені  один під одним,  вісь часу має  одну і ту ж шкалу. Це 
дає можливість детальніше  аналізувати рух точки.  Так наприклад, з 
рис.7.8  видно, що з часом абсолютна швидкість і абсолютне приско-
рення   зменшуються  і  при   t > 3с  практично стають  дуже малими. 
Це відбувається тому,  що точка   М  асимптотично  наближається до 
осі обертання,  її радіус у переносному русі ( на рис.7.8 відстань КМ) 
наближається до нуля,  а  кут α  до  90о.  При потребі  можна  прослі-
дкувати  за  зміною з часом положення точки на меридіані, чому рів-
ні та як направлені складові переносного  відносного  чи абсолютно- 
го прискорень. 
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K.8   Визначення    кутових    швидкостей   ланок    планетарного 

редуктора з паралельними осями 

Визначити кутові швидкості веденого вала II і сателітів редуктора. 
Схеми редукторів показані на рис.8.4-8.8, а необхідні для розрахунку 
величини приведені в табл. 8.1. Радіус r3 визначається геометрично згідно з 
варіантом завдання. 

 
Таблиця 8.1 

Радіус, м 
Кутова швидкість,  

рад/с Варіант 
r1 r2 r4 ωІ ω1 

0 0,15 0,20 0,45 200 -10 
1 0,30 0,35 0,60 100 20 
2 0,35 0,45 0,70 300 10 
3 0,35 0,40 0,65 100 40 
4 0,45 0,50 0,95 -120 25 
5 0,30 0,35 0,90 200 50 
6 0,40 0,45 1,00 80 -20 
7 0,45 0,50 1,2 10 -30 
8 0,20 0,30 0,50 30 -350 
9 0,50 0,60 1,2 130 -250 

 
 

8.1 Приклад виконання завдання 

 

                                                      Рисунок 8.1 
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Визначити кутові швидкості веденого вала II і сателітів редуктора 
(рис.8.1). Геометричні розміри редуктора та кутова швидкість ведучого 
вала І - ωІ і шестерні 1- ω1 приведені в таблиці 8.2. 

 
Таблиця 8.2 

Радіус, м Кутова швидкість,   рад/е 
r1 r2 r4 ωІ ω1 

0,3 0,15 0,75 80 20 
 
 

8.1.1 Розв'язання задачі способом Вілліса 

Переносною кутовою швидкістю для кожного колеса є кутова 
швидкість ведучого валу ω0. 

Відносну кутову швидкість коліс визначають як різницю абсолютних і 
переносних швидкостей: 

,

....................

,

,

0

022

011

ωωω

ωωω
ωωω
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−=
−=

kkr

r

r

                                             (8.1)  

Ці  відносні  швидкості  є кутовими швидкостями  всіх коліс при 
умовній зупинці ведучого валу. 

В цьому випадку між відносними кутовими швидкостями є такі ж 
співвідношення, як в зубчастих передачах з нерухомими осями обертання. 
Отже, 

( ) ,1
0

01 im

k

⋅−=
−
−

ωω
ωω

                                            (8.2) 

де т - кількість зовнішніх зачеплень між колесами 1і k; 
і - передаточне число від колеса до 1 колеса k у відносному русі (при 

зупинці водила). 
Співвідношення (8.2) носить назву формули Вілліса. 
Зауважимо, що в цю формулу входять алгебраїчні значення кутових 

швидкостей коліс; знак "+" приймаємо відповідним обертанню проти 
годинникової стрілки, а "-" - обертанню за годинниковою стрілкою. В 
формулу Вілліса замість ω (с-1) може бути підставлено п (об/хв). 

Використаємо формулу Вілліса до розв'язання даної задачі (рис. 8.2,a). 
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Рисунок 8.2,а                                    Рисунок 8.2,б 

 
Оскільки колеса 1 і 2 знаходяться у зовнішньому зачеплені, а колеса 3 і 

4 – у внутрішньому, і кутова швидкість ведучого валу дорівнює ωІ, то: 

( )
31

421

4

1 1
rr

rr

I

I −=
−
−

ωω
ωω

.                                     (8.3) 

Звідки: 

( )1
31

42
4 ωωωωω −−== IIII rr

rr
.                           (8.4)  

Підставимо числові значення, знаходимо: 

( ) 1288020
75,015,0

3,03,0
80 =−

⋅
⋅−=IIω c-1.                   (8.5)  

Знак "+" вказує на те, що вал II обертається в напрямку, протилежному 
напрямку руху годинникової стрілки. 

Кутову швидкість ω2-3 шестерні 2-3 визначимо з такого 
співвідношення: 

( )
1

21

32

1 1
r

r

I

I −=
−

−

− ωω
ωω

                                   (8.6) 

 
навколо осі нерухомої шестерні. 

Диференціальною називається передача, зображена на рис.8.2,б, якщо 
при ній шестерня  не є нерухомою і може обертатися навколо своєї осі А 
незалежно від кривошипа АВ. 

Розрахунок планерних і диференціальних передач можна проводити, 
якщо умовно всій нерухомій площині Ах1у1 надати обертання з кутовою 
швидкістю ωАВ, а рівна за модулем і протилежна за напрямком АВ (метод 
зупинки або метод Вілліса). 

Тоді кривошип АВ будемо вважати нерухомим, а будь-яка шестерня 
радіусу rk буде мати кутову швидкість: 

ABkk ωωω −=~ ,                                              (8.7)  
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де ωk - абсолютна швидкість цієї шестерні по відношенню до осей Ах1у1 

(рис.8.3). При цьому осі всіх шестерень будуть нерухомі і залежність між 

kω~  можна буде визначити або прирівнюючи швидкості точок зчеплення, 
або за формулою: 

 
Рисунок 8.3 
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ω
ω
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ω
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ω

                                          (8.8) 

Отже, відношення кутових швидкостей крайніх шестерень в цій 
передачі обернено пропорційні їх радіусам (кількості зубців) і не залежить 
від радіусів проміжних (паразитних) шестерень. 

З отриманих результатів маємо, що при рядовому зачепленні 
шестерень: 

( ) ( )
11

1 11
Z

Z

r

r nknk

n

−=−=
ω
ω

                                           (8.9) 

де k - кількість зовнішніх зачеплень (у випадку, зображеному на рис.8.2,а, 
є одне зовнішнє зачеплення; на рис.8.2,б - два зовнішніх зачеплення). 

Передаточним числом зубчатої передачі називається величина і1п, яка 
дорівнює відношенню кутової швидкості ведучого колеса до кутової 
швидкості веденого: 

n
ni

ω
ω1

1 =                                            (8.10)  

Для рядової передачі значення і1п отримуємо з правої частини формули 
(8.9). 

Планетарною називається передача (рис.8.3), в якій шестерня 1 
нерухома, а осі інших шестерень, які знаходяться в послідовному 
зачепленні, закріплені на кривошипі АВ, який обертається. 
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Звідки, 

( )1
2

1
32 ωωωω −−=− II r

r
                            (8.11) 

Підставляючи числові значення, знаходимо: 

( ) 2008020
15,0

3,0
8032 =−−=−ω c-1.                   (8.12) 

Обертання    шестерень    2-3    також    відбувається    в    напрямку, 
протилежному руху годинникової стрілки. 

 
      8.1.2 Розв'язання задачі методом миттєвих центрів швидкостей 

За кутовими швидкостями ведучих ланок визначимо швидкість точки 
А, осі спарення шестерень і швидкість точки В дотику коліс 1 і 2 
(рис.8.2,б): 

( )
м/с 63,020

м/с 3645,080

11

21

=⋅=⋅=
=⋅=+⋅= Ι

rV

rrV

В

A

ω
ω

                      (8.14) 

Відкладемо вектори AV  і BV  (рис.8.2,б), знайдемо миттєвий центр 
швидкостей шестерень 2-3: 

.6
6

36

32

32 ===
−

−

B

A

V

V

BP

AP
 

BPAP 3232 6 −− ⋅=  
Оскільки Р2-3-Р2-3В=r2=0,15м, то: 

==− 5

15,0
32 BP 0,03м;  Р2-3А = 0,18м;  Р2-3С = 0,48м. 

Визначимо швидкість точки С: 

.VV

AP

CP

V

V

AC

A

C

м/с 9636
18,0

48,0

18,0

48,0

,
18,0

48,0

32

32

=⋅==

==
−

−

 

Швидкість шестерні 2-3 визначаємо за швидкістю точки А (або В і С): 

.c 200
18,0

36 1

32
32

−

−
− ===

AP

VAω  
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Рисунок 8.4 
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Рисунок 8.5 
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Рисунок 8.6 
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Рисунок 8.7 
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Рисунок 8.8 
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K.9 Визначення кутових швидкостей ланок планетарного 

редуктора з осями, що перетинаються 

Визначити кутові швидкості веденого вала II і сателітів редуктора. 
Схеми редукторів показані на рис. 9.3-9.7, а необхідні для розрахунку 
величини в табл. 8.1. радіус r3 визначається геометрично згідно з варіантом 
завдання. Якщо при побудові рисунка є зайві дані, то їх необхідно 
відкинути. 

 
 
9.1 Приклад розв'язання задачі у випадку осей, що перетинаються 

Редуктор з конічними колесами (рис.9.1). геометричні розміри 
редуктора та кутова швидкість ведучого вала І - ωІ і шестерні 1- ω1 
приведені в таблиці 9.1. 

Визначити кутові швидкості веденого вала II та шестерень редуктора з 
конічними колесами 

 
Рисунок 9.1 

 
Таблиця 9.1 

Радіус, м Кутова швидкість, рад/с 
r1 r2 r4 ωІ ω1 

0,24 0,3 0,44 60 -40 
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9.1.1 Розв'язання задачі графоаналітичним способом 

Рух блоку сателітів 2-3 може розглядатися як сукупність двох 
обертальних рухів (рух навколо горизонтальної осі ζ і вертикальної осі z). 
При цьому в якості переносного руху можна прийняти не тільки обертання     
ведучого валу навколо осі Oz (з кутовою швидкістю ωІ), але і обертання 
колеса 1 або колеса 4(рис.9.1) . Отже, 

.

,

,

44

11

CC

CC

ICIC

ωωω
ωωω
ωωω

−=
−=
−=

                                                (9.1) 

В цій формулі ICω , C1ω , C4ω  - кутові швидкості сателітів відносно 
водила, колеса 1 і колеса 4, відповідно. 

Зауважимо, що лінії дії складових вектора Cω  відомі. Кутові швидкості 

Iω , 1ω , 4ω  направлені по осі Oz (рис. 9.2,а), ICω  - по осі Оζ;  

C1ω  i C4ω   - відповідно по лініях Оа і Ob (по миттєвим осям обертання у 
відносному русі). 

З довільного полюса О1 (рис.  9.2,б) відкладемо вектор кутових 
швидкостей Iω  і 1ω  паралельно осі Oz, а вектори ICω , C1ω , C4ω  - 
паралельно Оζ, Оа, Ob відповідно. 

Спроектувавши векторні вирази на осі ζ і z, отримаємо: 

.sin  ;cos

,cos  ;sin

,  ;

444

111

βωωωαωω
αωωωαωω

ωωωω

ζ

ζ

ζ

⋅−=⋅=

⋅+−=⋅=

==

CCZCC

CCZCC

ICZICC

             (9.2) 

Розв'язуючи систему рівнянь (9.2) знаходимо: 
( )

( ) .tgtg

,

,tg

14

1

1

βαωωωω
ωω

αωωω ζ

⋅⋅++=
=

⋅+=

II

CZ

IC

                      (9.3) 

При розрахунку зауважимо, що: 

.

,tg

,tg

4

4

3

2

1

ωω

β

α

=

=

=

II

r

r

r

r

                                                               (9.4) 

Враховуючи вихідні дані, маємо: 
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( )

( ) .c7,132
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44
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24
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,c60

,c80
30

2400

30

24
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1
4

1

1
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ω

ω
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Кутова швидкість сателіта 2-3: 

.c1006080 12222 −=+=+= CZCC ωωω ζ  

Зауважимо, що векторні рівняння (9.1) можуть бути розв'язані 
графічно. Для цього з довільного центра О2 (рис. 9.2,в) відкладемо у 
вибраному масштабі паралельно осі Oz вектори заданих швидкостей Iω  і 

1ω . Через кінець вектора 1ω  проводимо пряму KL, паралельно Оζ (лінії дії 

ICω ). Точка перетину цих прямих визначить кінець вектора Cω , а також 

ICω  і C1ω . 
Вимірюванням на кресленні знаходимо: 

.c100 1−=Cω  
Напрям Cω  визначає положення миттєвої осі обертання сателіта OΩ 

(рис. 9.2,а). 
Для визначення IIω  розкладемо Cω , які паралельні Oz і Ob. Отримані 
вектори представляють собою IIω ( 4ω ) і IICω ( C4ω ). 
Вимірюванням на рисунку знаходимо: 

1
II 135c−=ω . 

          
                              Рисунок 9.2,а                                       Рисунок 9.2,б 
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Рисунок 9.2,в 
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За швидкістю точки С визначаємо кутову швидкість колеса 4: 
1

4
4 c128
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98 −===
r

VCω . 

Звідки і визначаємо кутову швидкість вала II: 
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9.1.2 Розв'язання задачі способом Вілліса 

Формулу 8.2 можна використати і для механізму з конічними колесами, 
тобто тоді, коли осі обертання коліс перетинаються. В цьому випадку 
необхідно врахувати : 

1. Сателіти 2-3 беруть участь в обертаннях навколо осей, що 
перетинаються. Тому їх кутова швидкість відносно водила не може бути 
виражена алгебраїчною різницею між абсолютною і переносною кутовими 
швидкостями. 

2. Знаки передаточного числа від одного колеса до другого в формулі 
Вілліса визначаються за такою умовою: "+", якщо дивитись зі сторони 
додатних напрямків осей, бачимо обертання відповідних коліс (при 
зупиненому водилі) в одному напрямку; "-", якщо бачимо обертання коліс, 
що відбуваються в різних напрямках. 
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В даній задачі кутова швидкість водила дорівнює кутовій швидкості 
ведучого вала Iω . Кутова швидкість сателітів відносно водила позначена 
через ICω . Тоді для коліс 1 і 2 маємо: 

1

21

r

r

IC

I −=−
ω

ωω
.                                          (9.5) 

Для коліс 3 і 4: 

.
3

4

4 r

r

I

IC =
− ωω

ω
                                           (9.6) 

Перемножимо (9.5) і (9.6), отримаємо: 

.
31

42

4

1

rr

rr

I

I −=
−
−

ωω
ωω

                                       (9.7) 

Звідки, 
( )

.
42

311
4 rr

rrI
III

ωωωωω −−==                            (9.8) 

Підставляючи в (9.8) числові значення, знаходимо 1c7,132 −=IIω . 
Додатний знак у IIω  показує, що відомий вал обертається в напрямку 

проти обертання годинникової стрілки (якщо дивитись зі сторони 
додатного напрямку осі Oz). 

Для визначення кутової швидкості сателіта із (9.5) визначаємо спочатку 
його кутову швидкість відносно водила: 

( )
,

2

11

r

rI
IC

ωωω −−=                                    (9.9) 

або 
.c80 1−=ICω  

Абсолютна кутова швидкість сателіта: 
,ICIC ωωω −=                                        (9.10) 

причому вектор Iω  направлений по осі Oz, а ICω  - по осі Оζ.  
Оскільки вектори ICω  і Iω  взаємо перпендикулярні, то: 

122 c100 −=+= IICC ωωω . 
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Рисунок 9.3 
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Рисунок 9.4 
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Рисунок 9.5 
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Рисунок 9.6 
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Рисунок 9.7 
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